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La presente edición es una actualización y ampliación del trabajo previo y tiene los mismos objeti- 
vos: establecer una clara interpretación del comportamiento del concreto reforzado y desarrollar 
experiencia en los métodos utilizados en la práctica de diseño actual, con particular referencia a las 
disposiciones del Código del Arnerican Concrete Institute (ACI) de 1995, 

Se acepta ampliamente que la sola formación en técnicas especializadas de diseño y en proce- 
dimientos codificados no es suficiente para una práctica profesional exitosa. Estos procedimientos 
están sujetos a cambios frecuentes. Para mantenerse actualizado, el ingeniero necesita una sólida 
formación en el comportamiento básico del concreto y del acero como materiales estructurales, y 
en el comportamiento de elementos de concreto reforzado y de estructuras. Por otro lado, el prin- 
cipal objetivo del ingeniero estructural es diseñar eficientemente estructuras seguras y económicas. 
Por tanto, con esta premisa fundamental como base, es esencial la familiarización con los procedi- 
mientos actuales de diseño. Esta edición, al igual que las precedentes, sirve para ambos propósitos. 

El texto expone la mecánica básica del concreto estructural y de los métodos para el diseño 
de elementos individuales sometidos a flexión, cortante, torsión y fuerzas axiales; además ofrece 
muchos detalles relacionados con aplicaciones a los diversos tipos de sistemas estructurales. El 
tratamiento de los sistemas de losa, a lo largo de cuatro capítulos, es particularmente completo. 

Dos capítulos se han reescrito en buen porcentaje. Las columnas esbeltas, mucho más comu- 
nes en la actualidad debido al uso de materiales de mayor resistencia y de conceptos de diseño más 
refinados, han sido objeto de una reevaluación intensiva, reflejados en la introducción de nuevos 
procedimientos de diseño en el código ACI 95. El capítulo 9 refleja estas nuevas provisiones al 
presentar tanto el antiguo como el nuevo método de amplificación de momentos, así como técnicas 
para análisis de segundo orden. El capítulo 7, referente a torsión, también reescrito en gran medi- 
da, se basa ahora en la analogía del tubo de pared delgada y cercha especial, consistente con el 
Código ACI 95. 
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El capítulo 20, sobre diseño sísrnico, es nuevo y refleja la reciente consideración de su irnpor- 
tancia en la seguridad de las estructuras en todo el mundo. Se ha adicionado un apéndice que 
introduce el método  unificad^'^ de diseño de elementos sometidos a flexión y compresión. Este 
método alterno, nuevo en el Código ACI de 1995, introduce un conjunto consistente de disposicio- 
nes de diseño que pueden aplicarse a vigas de concreto reforzado, a columnas cargadas axial y 
excéntricamente y a vigas preesforzadas o parcialmente preesforzadas. 

La importancia fundamental del despiece de las barras en la seguridad estructural se recono- 
ce en un capítulo independiente, el capítulo 10, dedicado al diseño de las uniones, el cual incorpora 
las últimas disposiciones del Código ACI. Eii el capítulo 5 se explican e ilustran los cambios drásti- 
cos en las disposiciones del Código referentes al anclaje de barras y longitudes de desarrollo. 

Igualmente se encuentra bastante niaterial nuevo en otros capítulos. Los conceptos básicos 
del modelo puntal y tensor (strut-and-tie) se destacan cuando es apropiado para ayudar en la visua- 
lización del comportamiento y proveer unas bases sólidas en el diseño de zonas cuyo comporta- 
miento es complejo. Este modelo se emplea en particular para el despiece de uniones, en el diseño 
del refuerzo a cortante y torsión, y en el diseño de ménsulas y vigas de gran altura. El capítulo 2, de 
materiales, incluye una nueva sección de aditivos e información de diseño sobre concreto de alta 
resistencia. 

Con el fin de incluir el nuevo material descrito y mantener el tamaño del libro, fue necesa- 
rio eliminar tres capítulos. El capítulo referente a puentes de la edición anterior se eliminó con- 
siderando que en la actualidad la mayoría de puentes de concreto son preesforzados, y su diseño 
está por fuera del alcance del presente trabajo; excelentes textos dedicados al diseño de puentes 
están disponibles en el mercado. El capítulo sobre construcción compuesta también fue elimina- 
do. Este tema está más relacionado con el diseño de acero que con el de concreto, y tiene espe- 
cificaciones y métodos de diseño independientes; también están disponibles excelentes textos. El 
capítulo relacionado con losas sobre el terreno también fue eliminado; estas losas se diseñan 
generalmente mediante la utilización de tablas y gráficos basados en ensayos, que están disponi- 
bles en varias organizaciones profesionales y comerciales. 

En la actualidad, la mayor parte de los diseños se llevan a cabo utilizando programas de 
computador, bien sean de propósito general, disponibles comercialmente, o programas desarrolla- 
dos por individuos para sus necesidades particulares. A lo largo del libro se suministran procedi- 
mientos de diseño paso a paso con el propósito de guiar al estudiante dentro de las metodologías, 
cada vez más complejas, del diseño actual. Éstos pueden convertirse fácilmente a diagramas de 
flujo para ayudar en la programación en computadores. Además, se dan las referencias de muchos 
de los programas de computador comerciales más utilizados. 

El texto es apropiado para uno o dos cursos semestrales sobre diseño de estructuras de con- 
creto. Si el plan de estudios permite sólo un curso (probablemente en el cuarto año de estudios de 
pregrado), lo siguiente servirá para ese propósito: la introducción y el tratamiento de materiales 
que se encuentran en los capítulos 1 y 2, respectivamente; el material relacionado con flexión, 
cortante y anclaje, en los capítulos 3,4 y 5; el capítulo 6 sobre funcionamiento; el capítulo 8 sobre 
columnas cortas; y la introducción a losas armadas en una y en dos direcciones, en el capítulo 12. 
De acuerdo con el tiempo disponible, en clase se cubrirá el análisis de pórticos y los sistemas de 
construcción, capítulos 11 y 18, pero éstos pueden asignarse como lecturas independientes, de 
manera simultánea con el trabajo inicial del curso. Según la experiencia del autor, tales lecturas 
complementarias contribuyen a incrementar la motivación del estudiante. 

El texto es bastante adecuado para un segundo curso, probablemente del primer año de estu- 
dios de posgrado. Este segundo curso debería incluir una introducción a los temas cada vez más 
importantes de torsión, capítulo 7; columnas esbeltas, capítulo 9; y el diseño y despiece de las 
uniones, capítulo 10. También debería ofrecer la oportunidad de estudiar en forma más detallada 
las losas, incluyendo el enfoque del ACI para las losas apoyadas sobre columnas, capítulo 13, y los 
métodos de análisis y diseño basados en la teoría de la plasticidad, capítulos 14 y 15. Otros temas 
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apropiados para un segundo curso incluirían cimentaciones y muros de contención, capítulos 16 y 
17, y la introducción al diseño sísmico, capítulo 20. El tema de concreto preesforzado es suficiente- 
mente importante para justificar un curso separado. Si el plan de estudios no permite esta última 
alternativa, el capítulo 19 proporciona una introducción basada en otro texto del autor sobre con- 
creto preesforzado, y puede utilizarse como texto de un curso corto en dicho tema. 

Al final de cada capítulo el estudiante encontrará una lista de referencias amplia y actualiza- 
da sobre la literatura existente para quienes deseen aumentar su conocimiento a través del estudio 
individual. 

Debe mencionarse además el tema de las unidades. En los Estados Unidos la transformación 
de las unidades tradicionales al obviamente preferible sistema métrico de unidades SI ha ocurrido 
muy lentamente, en parte debido al costo de la conversión para la industria de la construcción, 
pero también debido a ciertas limitaciones del sistema SI (utilización de unidades derivadas, tales 
como el pascal; eliminación del cm que resulta muy conveniente, etc.) en comparación con el tradi- 
cional sistema métrico europeo. Aunque muchos cursos en las áreas de ciencias básicas y ciencias 
de la ingeniería se dictan ahora en unidades del sistema SI, en la mayoría de los cursos de diseño de 
nivel superior se continúan utilizando las unidades tradicionales de los Estados Unidos, como re- 
flejo de lo que ocurre en la práctica. De esta manera, a lo largo de este texto se utilizan dichas 
unidades, aunque los gráficos y los datos básicos del capítulo 2 se dan en los dos sistemas. En el 
Apéndice B se establece la equivalencia entre los sistemas SI y el tradicional de los Estados Unidos. 
Una versión del Código ACI está disponible en el sistema métrico SI. 

Este volumen es la duodécima edición de un texto originado en 1923 por Leonard C. Urquhart 
y Charles E. 07Rourke, ambos profesores del área de ingeniería estructural en la Universidad de 
Cornell en aquel momento. La segunda, la tercera y la cuarta ediciones consolidaron firmemente 
el trabajo como un texto líder para cursos elementales del área en referencia. El profesor George 
Winter, también de Cornell, colaboró con Urquhart en la preparación de las ediciones quinta y 
sexta, y Winter y yo fuimos responsables de las ediciones séptima, octava y novena, que ampliaban 
sustancialmente tanto el-alcance como la profundidad de la presentación. La décima, la undécima 
y la presente edición se prepararon después de la muerte del profesor Winter, en 1982. David 
Danvin -estudiante de Winter y mío y ahora profesor del Departamento de Ingeniería Civil en la 
Universidad de Kansas-, colaboró en la preparación de esta edición, contribuyendo con una am- 
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CONCRETO, CONCRETO REFORZADO Y CONCRETO PREESFORZADO 
El concreto es un material semejante a la piedra que se obtiene mediante una mezcla cuidadosa- 
mente proporcionada de cemento, arena y grava u otro agregado, y agua; después, esta mezcla se 
endurece en formaletas con la forma y dimensiones deseadas. El cuerpo del material consiste en 
agregado fino y grueso. El cemento y el agua interactúan químicamente para unir las partículas de 
agregado y conformar una masa sólida. Es necesario agregar agua, además de aquella que se re- 
quiere para la reacción química, con el fin de darle a la mezcla la trabajabilidad adecuada que 
permita llenar las formaletas y rodear el acero de refuerzo embebido, antes de que inicie el endu- 
recimiento. Se pueden obtener concretos en un amplio rango de propiedades ajustando apropia- 
damente las proporciones de los materiales constitutivos. Un rango aún más amplio de propiedades 
puede obtenerse mediante la utilización de cementos especiales (cementos de alta resistencia ini- 
cial), agregados especiales (los diversos agregados ligeros o pesados), aditivos (plastificantes y 
agentes incorporadores de aire, microsílice o cenizas volantes) y mediante métodos especiales de 
curado (curado al vapor). 

Estas propiedades dependen en gran medida de las proporciones de la mezcla, del cuidado 
con el cual se mezclan los diferentes materiales constitutivos, y de las condiciones de humedad y 
temperatura bajo las cuales se mantenga la mezcla desde el momento en que se coloca en la forma- 
leta hasta que se encuentra totalmente endurecida. El proceso de control de estas condiciones se 
conoce como curado. Para evitar la producción de concretos de bajos estándares se requiere un 
alto grado de supervisión y control por parte de personas con experiencia durante todo el proceso, 
desde el proporcionamiento en peso de los componentes, pasando por el mezclado y el vaciado, 
hasta la terminación del curado. 

Los factores que hacen del concreto un material de construcción universal son tan evidentes 
que ha sido utilizado de diversas maneras por miles de años; probablemente se comenzó a usar en 
el antiguo Egipto. Uno de estos factores consiste en la facilidad con la cual, mientras se encuentra 
en estado plástico, puede depositarse y llenar las formaletas y moldes de cualquier forma. Su alta 
resistencia al fuego y al clima son ventajas evidentes. La mayor parte de los materiales constituti- 
vos, con la excepción del cemento y los aditivos, están disponibles a bajo costo, localmente o muy 
cerca del sitio de construcción. Su resistencia a la compresión, similar a la de las piedras naturales, 
es alta lo que lo hace apropiado para elementos sometidos principalmente a compresión, tales 
como columnas o arcos. Asimismo, de nuevo como en las piedras.naturales, el concreto es un 



material relativamente frágil, con una baja resistencia a la tensión comparada con la resistencia a 
la compresión. Esto impide su utilización económica en elementos estructurales sometidos a ten- 
sión ya sea en toda su sección (como el caso de elementos de amarre) o sobre parte de sus seccio- 
nes transversales (como en vigas u otros elementos sometidos a flexión). 

Para contrarrestar esta limitación, en la segunda mitad del siglo XIX se consideró factible 
utilizar acero para reforzar el concreto debido a su alta resistencia a la tensión, principalmente en 
aquellos sitios donde la baja resistencia a la tensión del concreto limitaría la capacidad portante 
del elemento. El refuerzo, conformado usualmente por barras circulares de acero con deformacio- 
nes superficiales apropiadas para proporcionar adherencia, se coloca en las formaletas antes de 
vaciar el concreto. Una vez las barras estén completamente rodeadas por la masa de concreto 
endurecido, comienzan a formar parte integral del elemento. La combinación resultante de los dos 
materiales, conocida como concreto reforzado, combina muchas de las ventajas de cada uno: el 
costo relativamente bajo, la buena resistencia al clima y al fuego, la buena resistencia a la compre- 
sión y la excelente capacidad de moldeo del concreto con la alta resistencia a la tensión y la aún 
mayor ductilidad y tenacidad del acero. Es precisamente esta combinación la que permite el casi 
ilimitado rango de usos y posibilidades del concreto reforzado en la construcción de edificios, 
puentes, presas, tanques, depósitos y muchas otras estructuras. 

En tiempos más recientes se ha logrado la producción de aceros cuya resistencia a la fluencia 
es del orden de cuatro y más veces que la de los aceros comunes de refuerzo, a costos relativamente 
bajos. Asimismo, ahora es posible producir concretos con resistencias a la compresión cuatro a 
cinco veces mayores que los concretos comunes. Estos materiales de alta resistencia ofrecen venta- 
jas que incluyen la posibilidad de emplear elementos con secciones transversales más pequeñas 
disminuyendo las cargas muertas y logrando luces más largas. Sin embargo, existen límites en las 
resistencias de los materiales constitutivos, por encima de los cuales surgen ciertos problemas. En 
efecto, la resistencia del elemento se incrementa aproximadamente en proporción a aquélla de los 
materiales. Sin embargo, las altas deformaciones unitarias que resultan de los altos esfuerzos da- 
rían como resultado altas deformaciones y deflexiones de estos elementos bajo condiciones nor- 
males de carga. Igualmente importante es que las grandes deformaciones unitarias en los aceros 
de refuerzo de alta resistencia inducirían amplias grietas en el concreto, de baja resistencia a la 
tensión de sus alrededores, lo cual no sólo sería estéticamente inadmisible, sino que expondría el 
acero de refuerzo a la corrosión por humedad y otras acciones químicas. Esto limita la resistencia 
a la fluencia útil de los aceros de alta resistencia a aproximadamente 80 ~ b / ~ u l ~ ~ t ,  de acuerdo 
con muchas normas y especificaciones; el de 60 k ~ b / ~ u l ~ ~  es el más común. 

A pesar de lo anterior, se ha encontrado una manera especial para combinar aceros y concre- 
tos de muy alta resistencia. Este tipo de construcción se conoce como concreto preesforzado. El 
acero, usualmente en forma de alambres, cables o barras, se embebe en el concreto sometiéndolo 
a una tensión alta, la cual se equilibrará con esfuerzos de compresión en el concreto después del 
endurecimiento. Debido a esta precompresión, el concreto de un elemento a flexión se agrietará 
en la zona de tensión para cargas mucho más altas que cuando no está precomprimido. El 
preesfuerzo reduce de manera significativa las deflexiones y las grietas de flexión para cargas nor- 
males, y de esta manera permite la utilización efectiva de materiales de alta resistencia. El concre- 
to preesforzado ha extendido significativamente el rango de luces posibles del concreto estructural 
y los tipos de estructuras para los cuales es adecuado. 

FORMAS ESTRUCTURALES 
Las figuras que siguen muestran algunas de las principales formas estructurales del concreto reforza- 
do. Más adelante en este volumen se discuten métodos pertinentes de diseño para muchas de ellas. 

t Abreviatura de kips por pulgada cuadrada o miles de libras por pulgada cuadrada. 
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Dentro de los sistemas estructurales para entrepisos de edificios se pueden mencionar el 
entrepiso de placa y viga monolítica que se muestra en la figura 1.1, el sistema de viguetas en una 
dirección de la figura 1.2, y el sistema tipo placa plana sin vigas que se muestra en la figura 1.3. 

FIGURA 1.1 
Losa de entre 
dirección con 

:piso en 
vigas n 

concreto reforzado en una 
ionolíticas de apoyo. 

FIGURA 1.2 
Sistema de entrepiso de viguetas en 2 direcciones apoyado sobre vigas monolíticas de concreto y riostra transversal 
en la esquina. 
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FIGURA 1.3 
Losa de entrepiso de placa plana sin vigas, apoyada directamente sobre columnas. 

El entrepiso de losa plana que se muestra en la figura 1.4, frecuentemente usado en edificaciones 
más cargadas (como bodegas), es similar al sistema de entrepiso de placa plana, pero utiliza mayores 
espesores de placa alrededor de las columnas, al igual que columnas acampanadas en la parte superior 
para reducir los esfuerzos y aumentar la resistencia en las zonas de apoyo. La elección entre éstos y 
otros sistemas de entrepiso y cubierta depende de requisitos funcionales, cargas, luces y espesores 
permisibles de elementos, al igual que de factores económicos y estéticos. 

Cuando se requieren luces libres largas para cubiertas, se pueden utilizar cascarones de concreto 
que permiten el uso de superficies extremadamente delgadas, a menudo más delgadas que una cáscara 
de huevo. La cubierta en placa plegada de la figura 1.5 se puede construir fácilmente ya que está 
compuesta de superficies planas. Estas cubiertas se han utilizado para luces de 200 pies y más. Los 
cascarones cilíndricos de la figura 1.6 son también fáciles de construir debido a su curvatura simple y 
uniforme; su comportamiento estructural y el rango de luces y cargas son similares a los del sistema de 
placa plegada. 

FIGURA 1.4 
Sistema de entrepiso de losa plana, sin vigas pero con mayores espesores de 
placa alrededor de las columnas y columnas acampanadas en la parte supe- 
rior para absorber concentraciones locales de fuerzas. 



FIGURA 1.5 
Cubierta de placas plegadas con una luz de 12 metros que, además de soportar las cargas norma- 
les de cubierta, sostiene el cuarto piso mediante un sistema libre de columnas interiores. 

FIGURA 1.6 
Cubierta de cascarones cilíndricos que proporciona un espacio interior libre de columnas. 

Los cascarones de cubierta con doble curvatura pueden generarse a partir de curvas matemáticas 
tales como arcos circulares, parábolas e hipérbolas, o pueden conformarse a partir de combinaciones 
complejas de formas. El paraboloide hiperbólico, definido por una parábola cóncava hacia abajo con 
movimiento a lo largo de una trayectoria parabólica cóncava hacia arriba, ha sido ampliamente utiliza- 
do. Aunque se trata de una superficie de doble curvatura, tiene la propiedad de contener dos sistemas 
de líneas rectas generadoras que permiten la utilización de formaletas rectas de madera. 
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El domo de la figura 1.7, que sirve de cubierta a eventos de tipo artístico, consiste esencialmente 
en un domo circular pero incluye superficies monolíticas, y de bordes curvados hacia arriba, para 
proporcionar rigidez y resistencia en estas regiones críticas. 

FIGURA 1.7 
Cascarón esférico en Medellín, Colombia. Las superficies de borde en voladizo proporcionan 
rigidez al domo lateral. 

FIGURA 1.8 
Puente en concreto sobre el río Magdalena en Colombia 



El diseño de puentes ha dado la oportunidad para algunas de las aplicaciones más retadoras y 
creativas de la ingeniería estructural. El puente que se muestra en la figura 1.8 consiste principalmente 
en dos vigas cajón gemelas de concreto apoyadas sobre pilas con forma de Y. La figura 1.9 muestra un 
intercambiador vial, estructura en concreto que permite el flujo vehicular en tres niveles. El espectacu- 
lar Natchez Trace Parkway Bridge de la figura 1.10, una estructura en arco de dos luces que utiliza 
elementos de concreto huecos y prefabricados, sirve de soporte a una autopista de dos carriles a 155 
pies por encima del nivel del terreno en el valle. Esta estructura ha merecido varios honores, incluyen- 
do premios de la American Society of Civil Engineers y de la National Endowment for the Arts. 

Los tanques cilíndricos de concreto se utilizan ampliamente para almacenamiento de agua o 
como parte de plantas de tratamiento de aguas residuales. A menudo, los tanques cilíndricos se 
preesfuerzan circunferencialmente para mantener la compresión en el concreto y eliminar el agrieta- 
miento que de otra manera produciría la presión interna (figura 1.11). 

Las formas estructurales de las figuras. 1.1 a 1.11 difícilmente constituyen un inventario comple- 
to, pero son ilustrativas de las formas compatibles con las propiedades del concreto reforzado o 
preesforzado. Elias ilustran la adaptabilidad del material a una gran variedad de estructuras y compo- 
nentes estructurales unidimensionales (vigas, riostras, columnas), bidimensionales (losas, arcos, pórti- 
cos rígidos) y tridimensionales (cascarones, tanques). Esta variabilidad permite adaptar la forma de la 
estructura a su función de una manera económica, y proporciona al arquitecto y al ingeniero disefiador 
una amplia gama de posibilidades para soluciones estructurales estéticamente satisfactorias. 

FIGURA 1.9 
Intercambiador vial de Carabineros en Medellín, Colombia. 
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FIGURA 1.10 
Natchez Trace Parkway Bridge, cerca a Franklin, Tennessee, una estructura de dos luces 
en arcos de concreto merecedora de premios, que se levanta 155 pies por encima del nivel 
de terreno en el valle. 

FIGURA 1.11 
Tanques circulares de concreto utilizados en instalaciones para almacenamiento de malta en 
Cartagena, Colombia. 
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CARGAS 
Las cargas que actúan sobre las estructuras pueden dividirse en tres grandes categorías: cargas 
muertas, cargas vivas y cargas ambientales. 

Las cargas muertas son aquellas que se mantienen constantes en magnitud y fijas en posición 
durante la vida de la estructura. Generalmente la mayor parte de la carga muerta es el peso propio 
de la estructura. Ésta puede calcularse con buena aproximación a partir de la configuración de 
diseño, de las dimensiones de la estructura y de la densidad del material. Para edificios, los rellenos 
y los acabados de entrepisos, y el cielo raso pañetado se toman usualmente como cargas muertas 
incluyendo una consideración para cargas suspendidas tales como ductos, aparatos y accesorios de 
iluminación. Para puentes, las cargas muertas pueden incluir superficies de recubrimiento, ande- 
nes y barandas, y una consideración para ductos y otras cargas suspendidas. 

Las cargas vivas consisten principalmente en cargas de ocupación en edificios y cargas de 
tráfico en puentes. Éstas pueden estar total o parcialmente en su sitio o no estar presentes, y 
pueden cambiar de ubicación. Su magnitud y distribución son inciertas en un momento dado, y sus 
máximas intensidades a lo largo de la vida de la estructura no se conocen con precisión. Las cargas 
vivas mínimas para las cuales deben diseñarse los entrepisos y cubiertas de un edificio se especifi- 
can usualmente en el código de construcción que se aplica en el lugar de construcción. La tabla 1.1 
presenta una parte del Minimum Design Loads for Buildings and Other Structures (ver la referencia 
1.1), donde se incluyen valores representativos de las cargas vivas mínimas que deben utilizarse en 
una amplia variedad de edificios. La tabla presenta valores de cargas vivas uniformemente distri- 
buidas para varios tipos de ocupación; se incluyen consideraciones de impacto cuando es necesa- 
rio. Estas cargas son los máximos esperados y exceden considerablemente valores promedios. 

Además de estas cargas uniformemente distribuidas, se recomienda diseñar los entrepisos 
para soportar en forma segura algunas cargas concentradas cuando éstas producen esfuerzos ma- 
yores. Por ejemplo, de acuerdo con la referencia 1.1, los pisos de oficinas deben diseñarse para 
resistir una carga de 2000 lb distribuida sobre un área de 2.5 pies cuadrados, para considerar el 
peso de una caja de seguridad o de otro equipo pesado, y los escalones de las escaleras deben 
resistir en forma segura una carga de 300 lb aplicada en el centro de un escalón. Usualmente se 
permiten algunas reducciones en las cargas vivas para elementos con grandes áreas aferentes, bajo 
la premisa de que es poco probable que toda el área vaya a estar cargada completamente al mismo 
tiempo (ver las referencias 1.1 y 1.2). 

En algunos casos no pueden utilizarse las cargas vivas tabuladas. Debe considerarse 
específicamente el tipo de ocupación calculando tan preciso como sea posible las cargas más proba- 
bles. Por ejemplo, las bodegas para almacenamiento pesado deben diseñarse para cargas tan altas 
como 500 1blpie2 ( m) o más; ciertas operaciones pesadas en edificaciones industriales pueden reque- 
rir un gran incremento con respecto al valor especificado de 125 lblpie2 de la tabla 1.1; todas las 
cargas concentradas importantes y con ubicación definida deben considerarse de manera específica. 

Las cargas vivas de servicio para puentes vehiculares están dadas por la American Association 
of State Highway and Transportation Officials (AASHTO) en su Standard Specifications for Highway 
Bridges (ver la referencia 1.3). Para puentes de vías férreas, la Arnerican Railway Engineering 
Association (AREA) ha publicado el Manual of Railway Engineering (ver la referencia 1.4) el cual 
especifica las cargas de tráfico. 

Las cargas ambientales consisten principalmente en cargas de nieve, presión y succión de 
viento, cargas sísmicas (fuerzas inerciales causadas por movimientos sísmicos), presiones de suelo 
en las porciones subterráneas de estructuras, cargas de posibles empozamientos de aguas lluvias 
sobre superficies planas y fuerzas causadas por cambios de temperatura. Al igual que las cargas 
vivas, las cargas ambientales son inciertas tanto en magnitud como en distribución. La referencia 
1.1 contiene mayor información relativa a las cargas ambientales, las cuales se n~odhkan local- 
mente dependiendo, por ejemplo, de las condiciones climáticas o sísmicas. 
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TABLA 1.1 
Cargas vivas mínimas uniformemente distribuidas 

Carga viva, 
Ocupación o uso lblpie2 

Apartamentos (ver residencial) 
Armerías y cuartos de adiestramiento 150 
Áreas de reunión y teatros 

Con sillas fijas (sujetadas al piso) 60 
Vestíbulos 100 
Con sillas movibles 100 
Plataformas 100 
Pisos de escenarios 150 

Balcones (exterior) 100 
Para residencias de una o dos familias 

únicamente sin exceder 100 pie2 60 
Boleras, salones de piscinas y áreas 

de recreación similares 75 
Corredores 

Primer piso 100 
Otros pisos igual a la zona que atienden 

excepto cuando se indica otra cosa 
Salones de baile ' 100 
Plataformas (sobre terreno o techo) 

Igual que las áreas atendidas o según 
tipo de ocupación acomodada 

Comedores y restaurantes 100 
Escaleras de incendio 100 

Para vivienda unifamiliar únicamente 40 
Garages (para carros de pasajeros únicamente) 50 

Para camiones y buses usar cargas de carril 
dadas por AASHTOb (pueden controlar algunos 
requisitos adicionales para cargas concentradas) 

Tribunas (ver graderías de estadios y plazas de todos) 
Gimnasios, pisos principales y balcones 100 
Hospitales 

Salas de operación, laboratorios 60 
Cuartos privados 40 
Salas 40 
Corredores en pisos superiores al primero 80 

Hoteles (ver residencial) 
Bibliotecas 

Cuartos de lectura 60 
Cuartos de almacenamiento, no menos dec 150 
Corredores en pisos superiores al primero 80 

Carga viva, 
Ocupación o uso lb/pie2 a 

Fábricas e industrias 
Liviano 125 
Pesado 250 

Marquesinas y pabellones 75 
Edificios de oficinas 

Los cuartos de archivo y de computadores 
deben diseñarse para cargas mayores con base 
en la ocupación esperada 

vestíbulos 1 100 
Oficinas 50 

Instituciones penales 
Celdas 40 
Corredores 100 

Residencial 
Casas (uni o bifamiliares) 

Áticos no habitables sin almacenamiento 10 
Áticos no habitables con almacenamiento 20 
Áticos habitables, dormitorios 30 
Todas las demás áreas 40 

Hoteles y casas multifamiliares 
Cuartos privados y corredores que los atienden 40 
Cuartos públicos y corredores que los atienden 100 

Escuelas y colegios 
Salones de clase 40 
Corredores en pisos superiores al primero 80 

Andenes, vías vehiculares y patios sometidos 
a tráficod 250 

Graderías de estadios y plazas de torose 100 
Escaleras y vías de salida 100 
Bodegas de almacenamiento 125 

Livianas 125 
Pesadas 250 

Almacenes 
Al por menor 

Primer piso 100 
Pisos superiores 75 

Al por mayor, todos los pisos 125 
Vías peatonales y plataformas elevadas 

(diferentes a vías de salida) 60 
Patios y terrazas (peatonales) 100 

a Libras por pie cuadrado. 
American Association of State and Transportation Officials. 
El peso de los libros y de las estanterías debe calcularse utilizando una densidad supuesta de 65 1blpie3 (libras por pie cúbico, usualmente 
abreviado lb/pie3) y convertidas a una carga uniformemente distribuida; esta carga debe utilizarse si excede el valor dado de 150 1blpie2. 
Las cargas lineales dadas por la AASHTO también deben considerarse cuando sea apropiado. 

e Para recomendaciones detalladas, ver el American National Standard for Assembly ~Lating, Tents, and Air-Supported Structures, ANSII 
NFPA 102. 

Fuente: Tomado de la referencia 1.1. Utilizado con permiso del American Society of Civil Engineers. 



A manera ilustrativa se incluye la figura 1.12 tomada de la edición de 1972, referencia 1.1, la 
cual presenta las cargas de nieve para los Estados Unidos. La edición de 1995, referencia 1.1, con- 
tiene información mucho más detallada. En cualquier caso, los valores especificados no represen- 
tan valores promedio sino límites máximos esperados. En general se especifica una carga mínima 
para cubiertas de 20 1blpie2 para considerar las cargas de construcción y reparación, y para asegu- 
rar una rigidez razonable. 

En años recientes se ha progresado en el desarrollo de métodos racionales para predicción 
de fuerzas horizontales sobre estructuras debidas a la acción del viento y de sismos. La rbferencia 
1.1 resume el estado actual relacionado con las metodologías para el cálculo de las cargas de viento 
e incluye buena información con relación a las cargas de sismo. La referencia 1.5 presenta reco- 
mendaciones detalladas para el cálculo de las cargas laterales debidas a terremotos. 

La mayoría de los códigos de construcción especifican presiones de viento de diseño por pie 
cuadrado de superficie de pared vertical. Dependiendo de la localización, estas fuerzas estáticas 
equivalentes varían desde aproximadamente 10 hasta 50 1blpie2. Algunos factores considerados en 
normas más recientes incluyen velocidades de viento probables, exposición (urbana vs. terrenos 
abiertos, por ejemplo), altura de la estructura, importancia de la misma (por ejemplo, consecuen- 
cias de la falla) y factores para considerar la naturaleza fluctuante del viento y su interaccíón con la 
estructura. 

Para una estructura dada, las fuerzas sísmicas pueden determinarse mediante análisis diná- 
micos elásticos o inelásticos, teniendo en cuenta las aceleraciones esperadas del terreno, la masa, 
la rigidez y el amortiguamiento de la construcción. Sin embargo, el diseño está basado usualmente 
en fuerzas estáticas equivalentes, calculadas a partir de normas tales como las referencias 1.1 y 1.5. 
El cortante basa1 se determina considerando factores como la localización del sitio de construc- 
ción, el tipo de estructura y su ocupación, la carga muerta total y las condiciones particulares del 
suelo. La fuerza lateral total que se obtiene se distribuye a los entrepisos en toda la altura de la 
estructura de manera que su distribución se aproxime a aquélla obtenida en un análisis dinámico. 

FIGURA 1.12 
Cargas de nieve sobre el terreno en libras por pie cuadrado, para un periodo de retorno de 50 
años. 
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FUNCIONALIDAD, RESISTENCIA Y SEGURIDAD ESTRUCTURAL 
Para que una estructura cumpla sus propósitos debe ser segura contra el colapso y funcional en 
condiciones de servicio. La funcionalidad requiere que las deflexiones sean pequeñas, que las fisuras, 
si existen, se mantengan en límites tolerables, que las vibraciones se minimicen, etc. La seguridad 
requiere que la resistencia de la estructura sea la adecuada para todas las cargas que puedan llegar 
a actuar sobre ella. Si la resistencia de la estructura, construida tal como se diseñó, pudiera predecirse 
en forma precisa, y si las cargas y sus efectos internos (momentos, cortantes, fuerzas axiales) se 
conocieran con precisión, la seguridad podría garantizarse proporcionando una capacidad portante 
ligeramente superior a la que se requiere para las cargas conocidas. Sin embargo, existen diversas 
fuentes de incertidumbre en el análisis, diseño y construcción de estructuras de concreto reforza- 
do. Estas fuentes de incertidumbre, que requieren un margen de seguridad definido, pueden enu- 
merarse como sigue: 

1. Las cargas reales pueden diferir de las supuestas. 
2. Las cargas reales pueden estar distribuidas de manera diferente a la supuesta. 
3. Las suposiciones y simplificaciones inherentes a cualquier análisis pueden resultar en efectos 

calculados, momentos, cortantes, etc., diferentes de aquellos que de hecho actúan sobre la es- 
tructura. 

4. El comportamiento estructural real puede diferir del supuesto, debido a las limitaciones del 
conocimiento. 

5. Las dimensiones reales de los elementos pueden diferir de aquellas especificadas. 
6. El refuerzo puede no estar en la posición definida. 
7. Las resistencias reales de los materiales pueden diferir de aquellas especificadas. 

Además, para la definición de las especificaciones de seguridad deben considerarse las con- 
secuencias de la falla. En algunos casos, una falla puede llegar a ser simplemente un inconvenien- 
te. En otros casos, pueden estar involucradas pérdidas de vidas o pérdidas significativas en la 
propiedad. También debe darse atención a la naturaleza de la falla en caso de que ocurra. Una falla 
gradual, que dé aviso suficiente y que permita tomar medidas remediales es preferible a un colapso 
súbito e inesperado. 

Es evidente que la selección de un margen de seguridad apropiado no es un asunto simple. 
Sin embargo, se han hecho progresos hacia disposiciones de seguridad más racionales en los códi- 
gos de diseño (ver las referencias 1.6 a 1.9). 

a. Variabilidad de las cargas 
Debido a que la carga máxima. que va a ocurrir durante la vida de una estructura es incierta, ésta 
puede considerarse como una variable aleatoria. A pesar de esta incertidumbre, el ingeniero debe 
diseñar una estructura adecuada. Un modelo de probabilidad para la carga máxima puede dedu- 
cirse a partir de una función de densidad probabilística para cargas, tal como se presenta en la 
curva de frecuencia de la figura 1.13~. La forma exacta de esta curva de distribución para un tipo 
de carga particular, tal como cargas de oficinas, puede determinarse únicamente con base en datos 
estadísticos obtenidos a partir de mediciones de cargas a gran escala. Algunas de estas mediciones 
se han realizado en el pasado y otras están en progreso. Para tipos de carga para los cuales estos 
datos son escasos, es necesario recurrir a información relativamente confiable basada en la expe- 
riencia, la observación y el criterio. 

Para una curva de frecuencia (figura 1 .13~)~  el área bajo la curva entre dos abscisas, tales 
como las cargas Ql y Q2, representa la probabilidad de ocurrencia de cargas Q de magnitud 
Q, < Q < Q2. Para diseño se selecciona conservadoramente una carga de servicio especificada Qd 



(a) Carga Q 

Sd S" 3 

(b) Resistencia S 

EIGURA 1.13 
Curvas de frecuencia para (a) cargas Q; 
(b)  resistencias S; y (c) margen de 
seguridad M. 

(c) Margen de seguridad M = S - Q 

ocurrencia de cargas mayores a Qd está dada entonces por el área sombreada bajo la curva a la derecha 
de Qd. Esta carga de servicio especificada es considerablemente mayor que la carga media que actúa 
sobre la estructura. La carga media es mucho más representativa de las condiciones de carga promedio 
sobre la estructura que la carga de diseño especificada Qd. 

b. Resistencia 

La resistencia de una estructura depende de las resistencias de los materiales que la conforman; 
por esta razón se especifican en forma estándar las resistencias mínimas de los materiales. Las 
resistencias reales de los materiales no pueden conocerse en forma precisa y por tanto también 
constituyen variables aleatorias (ver la sección 2.6). Aún más, la resistencia de la estructura depen- 
de también del cuidado que se tenga en la construcción, lo cual a su vez refleja la calidad de la 
supervisión y de la inspección. El tamaño de los elementos puede diferir de las dimensiones espe- 
cificadas, el refuerzo puede estar fuera de su posición, el concreto mal colocado puede presentar 
hormigueros, etc. 

La resistencia de toda la estructura o de una población de estructuras repetitivas, como por 
ejemplo el conjunto de pasos elevados en carreteras, también puede considerarse como variable 
aleatoria con función de densidad probabilística del tipo mostrado en la figura 1.13b. Como en el 
caso de las cargas, la forma exacta de esta función no puede conocerse, pero puede aproximarse 
mediante datos conocidos, tales como estadísticas sobre resistencias reales de materiales y eje- 
mentos, o información similar. Considerable información de este tipo está disponible y se seguirá 
desarrollando y utilizando en el futuro. 
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c. Seguridad estructural 
Una estructura dada tiene margen de seguridad M si 

es decir, si la resistencia de la estructura es mayor que las cargas que actúan sobre ella. Debido a que S 
y Q son variables aleatorias, el margen de seguridad M = S - Q también es una variable aleatoria. Una 
gráfica de la función de probabilidad de Mpuede representarse como en la figura 1.13~. La falla ocurre 
cuando M es menor que cero; la probabilidad de falla está representada entonces por el área sombreada 
de la figura. 

Aunque la forma precisa de la función de densidad probabilística para S y Q, por tanto para 
M, no se conoce, este concepto puede utilizarse como una metodología racional para estimar la 
seguridad estructural. Una posibilidad consiste en exigir que el margen de seguridad promedio M 
sea un número especificado /3 de desviaciones estándares om por encima de cero. Puede demos- 
trarse que esto resulta en el siguiente requisito 

donde % es un coeficiente de seguridad parcial menor que uno (1) aplicado a la resistencia media - 
S y qL es un coeficiente de seguridad parcial mayor que uno (1) aplicado a la carga media 0. La 
magnitud de cada uno de los coeficientes de seguridad parciales depende de la varianza de la cantidad 
a la cual aplica, S o Q, y del valor seleccionado dep, que es el índice de seguridad de la estructura. Como 
guía general, un valor del índice de seguridadp entre 3 y 4 corresponde a una probabilidad de falla del 
orden de 1:100,000 (ver la referencia 1.8). Elvalor dea se determina usualmente mediante calibración 
frente a diseños bien acreditados y sustentados. 

En la práctica resulta más conveniente introducir coeficientes de seguridad parciales con respec- 
to a cargas especificadas en el código, que como se mencionó, exceden considerablemente los valores 
promedio, en lugar de utilizar cargas medias como en la ecuación (1.2); de manera similar, el coefi- 
ciente de seguridad parcial para la resistencia se aplica a la resistencia nominal calculada en forma 
conservadora en lugar de la resistencia media como en la ecuación (1.2). En estos términos, se pueden 
replantear los requisitos de seguridad así: 

en la cual @ es un factor de reducción de resistencia aplicado a la resistencia nominal S,, y y es un factor 
de carga aplicado a las cargas de diseño Qd calculadas o especificadas en los códigos. Aún más, recono- 
ciendo las diferencias en la variabilidad entre las cargas muertas D y las cargas vivas L, por ejemplo, es 
razonable y sencillo introducir factores de carga diferentes para tipos de carga diferentes. La ecuación 
precedente puede entonces reescribirse 

en la cual yd es un factor de carga un poco mayor que uno (1) aplicado a la carga muerta calculada D, 
y yl es un factor de carga aun mayor aplicado a la carga viva L especificada por el código. Cuando se 
tienen en cuenta cargas adicionales, tales como cargas de viento W, puede considerarse la menor proba- 
bilidad de que las cargas máximas muertas, vivas y de viento, u otras cargas, vayan a actuar simultánea- 
mente, mediante un factor a menor que uno (1) tal que 

Las especificaciones vigentes de diseño en los Estados Unidos siguen los formatos de las ecuaciones 
(1.3b) y (1.3~). 

www.elsolucionario.org



FUNDAMENTOS DEL DISENO 

La característica particular más importante de cualquier elemento estructural es su resistencia 
real, la cual debe ser lo suficientemente elevada para resistir, con algún margen de reserva, todas 
las cargas previsibles que puedan actuar sobre aquél durante la vida de la estructura, sin que se 
presente falla o cualquier otro inconveniente. Es lógico, por tanto, dimensionar los elementos, es 
decir, seleccionar las dimensiones del concreto y la cantidad de refuerzo, de manera que sus resis- 
tencias sean adecuadas para soportar las fuerzas resultantes de ciertos estados hipotéticos de so- 
brecarga, utilizando cargas considerablemente mayores que las cargas que se espera que actúen en 
la realidad durante el servicio. Esta metodología de diseño se conoce como diseño a la resistencia. 

Para estructuras de concreto reforzado sujetas a cargas cercanas a las de falla, uno o los dos 
materiales, el concreto y el acero, estarán inevitablemente en su rango inelástico no lineal. Es 
decir, el concreto en un elemento estructural alcanza su resistencia máxima y su falla subsecuente 
para un nivel de esfuerzos y deformaciones muy por encima del rango elástico inicial en los cuales 
los esfuerzos y deformaciones son aproximadamente proporcionales. De manera similar, el acero 
en un elemento cercano o en la falla estará esforzado más allá del dominio elástico hasta y aun por 
encima de la zona de fluencia. Consecuentemente, la resistencia nominal de un elemento debe 
calcularse con base en el comportamiento inelástico de los materiales que lo conforman. 

Un elemento diseñado por el método de la resistencia debe también demostrar un compor- 
tamiento satisfactorio bajo las cargas normales de servicio. Por ejemplo, las deflexiones en vigas 
deben estar limitadas a valores aceptables y el número de fisuras de flexión y su espesor para 
cargas de servicio deben mantenerse controlados. Las condiciones límites de servicio son parte 
importante del diseño aunque la atención se enfoque inicialmente en la resistencia. 

Como alternativa al método de diseño a la resistencia, los elementos pueden dimensionarse 
algunas veces de manera que los esfuerzos en el acero y en el concreto resultantes de cargas nor- 
males de servicio, estén dentro de unos límites especificados. Estos límites, conocidos como esfuer- 
zos admisibles, son apenas fracciones de los esfuerzos de falla de los materiales. El concreto responde 
en forma razonablemente elástica para esfuerzos de compresión que no excedan la mitad de su 
resistencia, mientras que el acero permanece elástico prácticamente hasta su esfuerzo de fluencia. 
De esta manera, los elementos pueden diseñarse con base en métodos elásticos siempre y cuando 
los esfuerzos para las cargas de servicio permanezcan por debajo de estos límites. 

Si los elementos se dimensionan con base en dichas cargas de servicio, el margen de seguri- 
dad necesario se logra estipulando esfuerzos admisibles bajo cargas de servicio que sean fracciones 
apropiadamente pequeñas de la resistencia a la compresión del concreto y del esfuerzo de fluencia 
del acero. Esta metodología de diseño se conoce como diseñopara cargas de servicio. En la práctica 
se establecen valores para los esfuerzos admisibles, que para el concreto son de aproximadamente 
la mitad de su resistencia a la comprensión, y para el acero, la mitad de su esfuerzo de fluencia. 

En el método más antiguo de diseño para cargas de servicio, todos los tipos de carga se tratan 
de la misma manera sin importar qué tan diferentes sean su variabilidad individual y su incertidum- 
bre. Asimismo, los esfuerzos se calculan con base en métodos elásticos, cuando en la realidad la 
resistencia de un elemento depende del comportamiento esfuerzo-deformación en el rango inelástico 
cercano y en la falla. Por esta razón, el método de diseño para cargas de servicio no permite una 
evaluación explícita del margen de seguridad. En contraste, en el método de diseño a la resistencia, 
más moderno que el anterior, se pueden ajustar los factores individuales de carga para representar 
grados diferentes de incertidumbre para los diversos tipos de carga. También pueden ajustarse los 
factores de reducción de resistencia a la precisión con la cual se calculan los diferentes tipos de 
resistencias (flexión, cortante, torsión, etc.) y la resistencia misma en cada caso se calcula consideran- 
do explícitamente la acción inelástica. En el método de diseño para cargas de servicio, el comporta- 
miento con respecto a las deflexiones y al agrietamiento se considera comúnmente sólo en forma 
implícita a través de los límites impuestos a los esfuerzos producidos por las cargas de servicio. 
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Debido a estas diferencias tanto en realismo como en confiabilidad, el método de diseño a la 
resistencia ha desplazado rápidamente, durante las últimas décadas, el método más antiguos de 
diseño para cargas de servicio. Sin embargo, éste último se usa aún en ocasiones. A lo largo de este 
texto se presenta casi exclusivamente el método de diseño a la resistencia. 

CÓDIGOS DE DISENO Y ESPECIFICACIONES 
El diseño de estructuras de concreto como las que se muestran en las figuras 1.1 a 1.11, se lleva a 
cabo generalmente dentro de un contexto de códigos que dan requisitos específicos para materia- 
les, para el análisis estructural, para el dimensionamiento de elementos, etc. En contraste con 
otros países altamente desarrollados, los Estados Unidos no tienen un código oficial nacional que 
gobierne el concreto estructural. La responsabilidad de producir y mantener especificaciones de 
diseño descansa sobre varios grupos profesionales, asociaciones gremiales e institutos técnicos que 
han producido los documentos necesarios. 

El American Concrete Institute (ACI) ha sido durante mucho tiempo un líder en tales es- 
fuerzos. Como parte de sus actividades, el American Concrete Institute ha publicado el reconoci- 
do Building Code Requirements for Structural Concrete (ver la referencia 1.10), que sirve como una 
guía en el diseño y construcción de edificios de concreto reforzado. El Código ACI no es un docu- 
mento oficial por sí mismo. Sin embargo, es reconocido ampliamente como un documento autori- 
zado para la buena práctica en el campo del concreto reforzado. Como resultado, éste se ha 
incorporado por ley en innumerables códigos de construcción municipales y regionales que sí tie- 
nen una connotación legal. Sus disposiciones alcanzan de esta manera un soporte legal. En los 
Estados Unidos la mayoría de los edificios en concreto reforzado y construcciones similares se 
diseñan de acuerdo con el Código ACI vigente. Éste ha servido también como documento modelo 
para muchos otros países. Una segunda publicación del ACI, Commentaly on Building Code 
Requirements for Structural Concrete (ver la referencia 1.11) contiene material de apoyo e interpre- 
tación para las disposiciones del Código. El American Concrete Institute también publica impor- 
tantes revistas y normas al igual que recomendaciones para el análisis y diseño de estructuras 
especiales de concreto como los tanques de la figura 1.11. 

La mayor parte de los puentes vehiculares de los Estados Unidos están diseñados de acuerdo 
con los requisitos de las especificaciones para puentes de la AASHTO (ver la referencia 1.3) que 
no sólo contienen las disposiciones relacionadas con las cargas y su distribución mencionadas ante- 
riormente, sino que también disposiciones específicas para el diseño y construcción de puentes de 
concreto. Muchas de las disposiciones siguen muy de cerca las dadas por el Código ACI, aunque 
existen algunas diferencias. 

El diseño de puentes de vías férreas se realiza de acuerdo con las especificaciones del AREA 
Manual of Railway Engineenng (ver la referencia 1.4). Éste también sigue el Código ACI en mu- 
chos aspectos, pero contiene buena cantidad de material adicional relacionado con estructuras de 
todo tipo para vías férreas. 

Ningún código o especificación de diseño puede utilizarse/gmo sustituto de un criterio de 
ingeniería sólido en el diseño de estructuras de concreto. En la práctica estructural a menudo se 
encuentran circunstancias especiales donde las disposiciones del Código sirven únicamente como 
guías y el ingeniero debe confiar en un firme entendimiento de los principios básicos de la mecáni- 
ca estructural aplicada al concreto reforzado o preesforzado, y en un conocimiento profundo de la 
naturaleza de los materiales. 

DISPOSICIONES DE SEGURIDAD DEL CÓDIGO ACI 
Las disposiciones de seguridad del Código ACI se adaptan a las formas de las ecuaciones (1.3b) y 
(1.3c), las cuales utilizan factores de carga de resistencia y factores de mayoración de las cargas. 



Estos factores están basados hasta cierto punto en información estadística, pero confían en un alto 
grado en la experiencia, en el criterio de ingeniería y en ciertos compro~sos. La resistencia de 
diseno $S, de una estructura o elemento debe ser por b menos igud a la resistencia requerida U 
calculada a partir de las cargas mayoradas, es decir, 

Resistencia de diseño r Resistencia requerida 

La resistencia nominal S, se calcula (usualmente en forma algo conservadora) mediante métodos 
aceptados. La resistencia requerida U se calcula aplicando los factores de carga apropiados a las 
cargas de servicio respectivas: carga muerta D, carga viva L, carga de viento W, carga sísmica E, 
presión de tierra H, presión de fluido F, impacto I y efectos ambientales T que pueden incluir 
asentamientos, flujo plástico, retracción de fraguado y cambios de temperatura. Las cargas se de- 
finen en un sentido general para incluir ya sea cargas directas o efectos internos relacionados, tales 
como momentos, cortantes y axiales. De esta manera, y en términos específicos, para un elemento 
sometido por ejemplo a momento, cortante y axial: 

donde los subíndices n indican las resistencias nominales a flexión, cortante y axial respectivamen- 
te, y los subíndices u indican los efectos mayorados de momento, cortante y axial. Para el cálculo de 
los efectos de las cargas mayoradas a la derecha de las ecuaciones, los factores de carga pueden 
aplicarse ya sea a las cargas de servicio directamente o a los efectos internos de las cargas calcula- 
dos a partir de las cargas de servicio. 

En la tabla 1.2 se resumen los factores de carga especificados por el Código ACI los cuales 
deben aplicarse a las cargas muertas calculadas, y a las cargas vivas y ambientales especificadas en los 
códigos o normas apropiados. Éstos son consistentes con los conceptos introducidos en la sección 1.4. 

TABLA 1.2 
Combinaciones de cargas mayoradas para determinar la resistencia requerida U 
en el Código ACI 

Condición Carga o efecto de carga mayorada U 

Básica U =  1.40 + 1.7L 
Viento U = 0.75(1.40 + 1.7L + 1 . 7 w  

e incluir una consideración con L = O 
U = 0.90 + 1.3W 
U = 1.40 + 1.7L 

Sismo U = 0.75(1.40 + 1.7L + 1.87E) 
e incluir una consideración con L = O 

U = 0.90 + 1.43E 
U = 1.40 + 1.7L 

Presión de tierra U = 1.40 + 1.7L + 1.7H 
U = 0.90 + 1.7H 
U = 1.40 + 1.7L 

Fluidos Adicionar 1.4F a todas las cargas que incluyan L 
Impacto Sustituir L + I en lugar de L 
Efectos de asentamiento, U = 0.75(1.40 + 1.4T + 1.7L) 

flujo plástico, retracción U = 1.4(0 + 7') 
de fraguado o cambios 
de temperatura 
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Considerando las cargas individualmente, se utilizan factores menores para aquellas que se 
conocen con mayor certeza, por ejemplo las cargas muertas, en comparación con otras de mayor 
variabilidad, como las cargas vivas. Además, para combinaciones de carga tales como cargas muer- 
tas y vivas más cargas de viento, se aplica un coeficiente de reducción para considerar una proba- 
bilidad menor de que una carga viva excesivamente grande coincida con una tormenta de viento 
severa. Los factores también reflejan de manera general las incertidumbres con las cuales se calcu- 
lan los efectos internos de las cargas a partir de las cargas externas en sistemas tan complejos como 
las estructuras de concreto reforzado inelásticas y altamente indeterminadas que, adicionalmente, 
incluyen elementos de sección variable (debido a agrietamientos por tensión, refuerzo disconti- 
nuo, etc.). Por último, los factores de carga también permiten distinguir entre dos situaciones: una 
en la que el efecto de todas las cargas simultáneas es aditivo a diferencia de la otra en la que los 
efectos de las cargas se contrarrestan entre sí, particularmente cuando hay las fuerzas horizontales 
al tiempo con la gravedad. Por ejemplo, en un muro de contención la presión del suelo produce un 
momento de volcamiento y las fuerzas de gravedad producen un momento estabilizante que lo 
contrarresta. 

En todos los casos de la tabla 1.2 la ecuación que controla es aquella que genera los mayores 
efectos de las cargas mayoradas U. 

Los factores de carga de resistencia @ del Código ACI tienen asignados valores diferentes 
dependiendo del estado de conocimiento, es decir, de la precisión con la cual pueden calcularse las 
diferentes resistencias. De esta manera, el valor para flexión es mayor que aquél para cortante. 
Los valores de $ reflejan también la importancia probable de un elemento en particular en la 
supervivencia de la estructura y del control de calidad probable alcanzado. Por estas dos razones se 
utiliza un valor menor para c o l m a s  que para vigas. La tabla 1.3 presenta los valores de @ especi- 
ficados por el Código ACI. 

TABLA 1.3 
Factores de carga de resistencia en el Código ACI 

Factor de carga 
Tipo de resistencia de resistencia q5 

Flexión sin carga axial 0.90 
Carga axial y carga axial con flexión 

Tensión axial y tensión axial con flexión 0.90 
Compresión axial y compresión axial con flexión 

Elementos con refuerzo en espiral 0.75 
Otros elementos 0.70 

excepto para los casos de cargas axiales 
bajas en los cuales el valor de q5 puede 
incrementarse de acuerdo con lo siguiente:" 

Para elementos en los cuales< no excede 
60,000 psi, con refuerzo simétrico y con 
(h - d'- ds)lh no menor que 0.70, q5 puede 
incrementarse linealmente hasta 0.90 para q5Pn 
disminuyendo desde 0.10 flAg hasta cero. 

Para otros elementos reforzado @ puede 
incrementarse healmente hasta 0.90 para @Pn 
disminuyendo desde 0.10 ffAg o, q5Pn, 
el que sea menor, hasta cero. 

Cortante y torsión 0.85 
Contacto sobre el concreto 0.70 

a Los detalles de y las razones para estos incrementos admisibles se discuten en el capítulo 8. 



La aplicación conjunta de los factores de carga de resistencias (tabla 1.3) y de los factores de 
mayoración de cargas (tabla 1.2) está dirigida a obtener en forma aproximada probabilidades de 
bajas resistencias del orden de 11100 y probabilidades de sobrecargas de 1/1000. Esto resulta en 
una probabilidad de falla estructural del orden de 1/100,000. 

El cuerpo principal del Código ACI está formulado en términos del diseño a la resistencia 
con los factores de mayoración de cargas y de reducción de resistencias presentados anteriormen- 
te. Un apéndice especial del Código, apéndice A: "Altemate Design MethodY7, permite el uso del 
método de diseño para cargas de servicio para aquellos que prefieren este método más antiguo. 
Este apéndice especifica esfuerzos admisibles para flexión, cortante, contacto, etc., que deben 
utilizarse en conjunto con los efectos internos (M, V, P, etc.) de las cargas muertas no mayoradas y 
de las cargas de servicio específicas. Para muchas situaciones, considerando específicamente los 
aceros y concretos de mayor resistencia disponibles en la actualidad, este método de diseño alter- 
no es menos económico que el método de diseño a la resistencia. 

Adicionalmente, el apéndice C del Código ACI, "Alternative Load and Strength Reduction 
Factors", tiene como objetivo facilitar el diseño de estructuras "mixtas", es decir, estructuras que 
combinan elementos de acero estructural y de concreto reforzado. Éste sigue el formato del cuer- 
po principal del Código (diseño a la resistencia) pero le permite al diseñador utilizar los factores 
de carga y las combinaciones de cargas mayoradas del ASCE 7-93 (ver la referencia 1.1). Los 
factores de carga de resistencia alternativos del apéndice C fueron calibrados de manera que si se 
usan conjuntamente con las combinaciones de cargas de diseño mínimas de la referencia 1.1, los 
diseños resultan comparables con aquellos que se obtendrían utilizando los factores de carga y los 
factores de reducción de resistencia especificados en el cuerpo principal del Código ACI. 

SUPOSICIONES FUNDAMENTALES PARA EL COMPORTAMIENTO 
DEL CONCRETO REFORZADO 

La labor principal del ingeniero estructural es el diseño de estructuras. El diseño significa la deter- 
minación de la forma general y de todas las dimensiones específicas de una estructura en particu- 
lar, de manera que ésta cumpla con las funciones para las cuales se ha creado y resista en forma 
segura los efectos que actuarán sobre ella a través de su vida útil. Estos efectos son principalmente 
las cargas y otras fuerzas a las que se verá sometida, al igual que a otros agentes perjudiciales, tales 
como fluctuaciones de temperatura, asentamientos de la cimentación y agentes corrosivos. La 
mecánica estructural es una de las herramientas principales en el proceso de diseño y, en el presen- 
te contexto, es el cuerpo del conocimiento científico que permite la predicción, con un buen grado 
de certeza, de la manera como una estructura de forma y dimensiones dadas se comportará cuan- 
do esté sometida a fuerzas conocidas y a otros efectos mecánicos. Los principales aspectos de 
interés práctico en el comportamiento de una estructura son (1) la resistencia de la estructura, es 
decir, la magnitud de las cargas con una distribución dada que causarán la falla de la estructura y 
(2) las deformaciones traducidas en deflexiones y agrietamientos que van a presentarse en la es- 
tructura cuando esté cargada bajo condiciones de servicio. 

La mecánica del concreto reforzado se basa en las siguientes premisas fundamentales: 

1. Las fuerzas internas, tales como momentos flectores, fuerzas de corte y esfuerzos normales y 
cortantes en una sección cualquiera de un elemento, están en equilibrio con los efectos de las 
cargas externas en esta sección. Esta premisa no es una suposición sino una realidad, debido a 
que cualquier cuerpo o parte de éste estará en reposo sólo si todas las fuerzas que actúan sobre 
él están en equilibrio. 

2. La deformación unitaria en una barra de refuerzo embebida (a tensión o a compresión) es la 
misma que la del concreto circundante. Expresado de otra manera, se supone que existe una 
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adherencia perfecta en la interfase entre el concreto y el acero de manera que no ocurre desli- 
zamiento entre los dos materiales. Mí en la medida en que uno se deforme, lo mismo debe 
ocurrir con el otro. Con las barras corrugadas modernas (ver la sección 2.13) se dispone de un 
alto grado de traba mecánica adicional a la adhesión natural superficial, de manera que esta 
suposición está muy cerca de la realidad. 

3. Las secciones transversales planas antes de la aplicación de la carga siguen siendo planas para el 
elemento cargado. Mediciones precisas han demostrado que cuando un elemento de concreto 
reforzado está cargado muy cerca de la falla esta suposición no es absolutamente correcta. Sin 
embargo, las desviaciones son usualmente menores y los resultados de la teoría basada en esta 
suposición coinciden bien con la amplia información de ensayos disponible. 

4. Debido a que la resistencia a la tensión del concreto es tan sólo una pequeña fracción de su 
resistencia a la comprensión (ver la sección 2.8), el concreto en aquella parte del elemento 
sometido a tensión estará usualmente fisurado, Aunque para elementos bien diseñados estas 
fisuras son en general tan delgadas que resultan apenas visibles (a veces se les llaman grietas 
capilares), éstas evidentemente obligan a que el concreto fisurado sea incapaz de resistir esfuer- 
zos de tensión. De acuerdo con esto, se supone en general que el concreto no es capaz de resistir 
ningún esfuerzo de tensión. Esta suposición es una simpliiicación de la situación real debido a 
que, de hecho, el concreto antes del agrietamiento, al igual que el concreto localizado entre 
fisuras, sí resiste esfuerzos de tensión de pequeña magnitud. Más adelante, en discusiones sobre 
la resistencia a cortante de vigas de concreto reforzado, resultará claro que bajo ciertas condi- 
ciones esta suposición particular se desprecia y se toma en consideración la modesta resistencia 
a la tensión que puede desarrollar el concreto. 

5. La teoría se basa en las relaciones esfuerzo-deformación reales y en las propiedades de resisten- 
cia de los dos materiales constituyentes (ver las secciones 2.8 y 2.13) o en alguna simplificación 
razonable relacionada. Debido a que en la teoría moderna se considera el comportamiento 
inelástico, a que el concreto se supone inefectivo a tensión y a que se toma la acción conjunta de 
los dos materiales, los métodos analíticos aplicables resultan considerablemente más complejos 
y también más desafiantes que aquéllos adecuados para elementos hechos de un solo material 
esencialmente elástico. 

Estas cinco premisas permiten predecir mediante cálculos el comportamiento de elementos 
de concreto reforzado únicamente para algunas situaciones simples. En realidad, la acción conjun- 
ta de dos materiales tan distintos y complicados como el concreto y el acero es tan compleja que no 
ha sido posible llevarla a un tratamiento analítico. Por esta razón, los métodos de diseño y análisis, 
aunque utilizan estas suposiciones, están basados ampliamente en los resultados de una intensa 
investigación experimental. Estos métodos se modifican y mejoran en la medida en que se dispone 
de nuevas evidencias experimentales. 

COMPORTAMIENTO DE ELEMENTOS SOMETIDOS A CARGAS AXIALES 
Muchos de los fundamentos del comportamiento del concreto reforzado, para todo el rango comple- 
to de cargas desde cero hasta la carga última, pueden ilustrarse en forma clara en el contexto de 
elementos sometidos a comprensión o tensión axial simple. Los conceptos básicos ilustrados a conti- 
nuación se reconocerán en los capítulos siguientes en el análisis y diseño de vigas, losas, columnas 
cargadas excéntricamente y otros elementos sometidos a situaciones de carga más complejas. 

a. Compresión axial 
En elementos que soportan principal o exclusivamente cargas axiales de compresión, tales como 
columnas de edificios, resulta económico hacer que el concreto lleve la mayor parte de la carga. 
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Aun así es siempre recomendable incluir acero de refuerzo por varias razones. En primer lugar, 
muy pocos elementos estarán realmente sometidos a cargas axiales puras; el acero es esencial para 
resistir cualquier flexión que pueda presentarse. Por otro lado, si el acero con mucho mayor resis- 
tencia que el concreto toma parte de la carga total, las dimensiones de la sección transversal del 
elemento podrán reducirse en mayor grado cuanto mayor sea la cantidad de refuerzo incluido en 
la sección. 

Las dos formas principales de columnas de concreto reforzado se muestran en la figura 1.14. 
En la columna cuadrada, las cuatro barras longitudinales sirven de refuerzo principal; ellas se 
mantienen en su sitio mediante flejes de acero transversales de pequeño diámetro que evitan el 
desplazamiento de las barras principales durante las operaciones de construcción y contrarrestan 
cualquier tendencia de las barras sometidas a compresión a pandearse hacia afuera produciendo la 
ruptura del delgado recubrimiento exterior del concreto. A la izquierda se muestra una columna 
circuIar con ocho barras principales de refuerzo; éstas están rodeadas por un espiral con muy poco 
espaciamiento que tiene el mismo propósito que los flejes más espaciados y que también propor- 
ciona confinamiento al concreto aumentando así la resistencia axial a la compresión. La discusión 
que se presenta más adelante se aplica únicamente a columnas con flejes. 

Cuando se aplica carga axial a un elemento, la deformación unitaria a compresión es igual 
sobre toda la secci6n transversal y es la misma para el concreto y el acero gracias a la adherencia 
entre los dos materiales (ver las premisas 2 y 3 en la sección 1.8). Para ilustrar el comportamiento 
de un elemento a medida que se aplica carga axial, se presenta la figura 1.15 con dos curvas tipicas 
esfuerzo-deformación, una para un concreto con resistencia a la compresión fi= 4000 1blpulg2 y la 
otra para un acero con esfuerzo de fluenciah = 60,000 1blpulg2. Las curvas para los dos materiales 
están dibujadas en la misma gráfica utilizando diferentes escalas verticales para el esfuerzo. La 
curva b tiene la forma que se obtendría en un ensayo de un cilindro de concreto. La velocidad de 
carga en la mayoría de las estructuras es considerablemente menor que la de un ensayo de cilin- 
dros y esto afecta la forma de la curva. Por esto se ha dibujado la curva c, la cual sería característica 
del comportamiento del concreto cargado lentamente. Bajo estas condiciones, los ensayos han 
demostrado que la resistencia a compresión máxima confiable del concreto reforzado es aproxi- 
madamente 0.85 f,', como se muestra en la figura 1.15. 

COMPORTAMIENTO ELÁSTICO. Para esfuerzos inferiores a aproximadamente fi12, el concre- 
to parece tener un comportamiento prácticamente elástico, es decir, los esfuerzos y las deforma- 
ciones unitarias se mantienen proporcionales; la línea recta d representa este rango de 

Barras longitudinales Barras longitudinales 
y aros en espiral y flejes transversales 

FIGURA 1.14 
Columnas de concreto reforzado. 
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FIGURA 1.15 
Curvas de esfueno en concreto y acero. 

comportamiento con muy pequeño error para las dos velocidades de carga. Para el concreto consi- 
derado, este rango se extiende hasta deformaciones unitarias de cerca de 0.0005. Por otro lado, el 
acero parece permanecer prácticamente elástico hasta su punto de fluencia de 60 1blpulg2 equiva- 
lente a una deformación unitaria mucho mayor que aproximadamente 0.002. 

Debido a que la deformación unitaria a compresión en el concreto para una carga dada es 
igual a la deformación a compresión en el acero, 

a partir de lo cual se puede obtener una relación entre el esfuerzo en el acero f, y el esfuerzo en el 
concreto f,, así: 

donde n = EJE, se conoce como la relación modular. 

Sea A,= área neta de concreto, es decir, área bruta menos área ocupada por las barras de refuer- 
zo 

Ag = área bruta 
A, = área de las barras de refuerzo 
P = carga axial 

Entonces, 



Sección real Sección transformada Sección transformada 

FIGURA 1.16 
Sección transformada para compresión axial. 

El término A, + nAs puede interpretarse como el área de una sección transversal ficticia de 
concreto, llamada área transformada, la cual cuando está sometida al esfuerzo particular del concre- 
to f, da la misma carga axial P que la sección real compuesta de acero y concreto. Esta área transfor- 
mada de concreto consiste en el área real de concreto más n veces el área del refuerzo. Esto puede 
visualizarse en la figura 1.16. En la figura 1.16b las tres barras a lo largo de cada una de las dos caras 
se eliminan y se remplazan con áreas adicionales de concreto ficticio iguales a nA, en total, localiza- 
das a la misma distancia desde el eje de la sección. Alternativamente, como se muestra en la figura 
1.16c, se podría pensar que el área de las barras de acero ha sido remplazada con concreto, en cuyo 
caso se requiere adicionar únicamente (n - 1)A, al área bruta de concretoAg así obtenida, con el fin 
de obtener la misma área transformada total. De esta manera, en forma alternativa, 

Si la carga y las dimensiones de la sección transversal se conocen, los esfuerzos en el concreto 
pueden determinarse encontrando el valor de f, a partir de las ecuaciones (1.7) o (1.8), y los esfuer- 
zos en el acero pueden calcularse a partir de la ecuación (1.6). Estas relaciones son válidas en el 
rango para el cual el concreto se comporta casi elásticamente, es decir, hasta aproximadamente el 
50 ó 60 por ciento de f,'. Por razones de seguridad y funcionalidad, los esfuerzos en el concreto 
para estructuras en condiciones normales se mantienen en este rango. De esta manera, estas rela- 
ciones permiten calcular los esfuerzos para cargas de servicio. 

Ejemplo 1.1. Una columna con los materiales definidos en la figura 1.15 tiene una sección transversal 
de 16 por 20 pulgadas y está reforzada con 6 barras No.9 dispuestas como se muestra en la figura 1.16 
(ver las tablas A.l y A.2 del apéndice A para diámetros y áreas de las barras). Determinar la carga axial 
que produciría un esfuerzo en el concreto de 1200 lb/pulg2. La relación modular n puede suponerse 
igual a 8. (Debido a la dispersión inherente a E,, se acostumbra y es satisfactorio redondear el valor de 
n al entero más cercano.) 

Solución. Se encuentraAg = 16 x 20 = 320 ~ ~ 1 ~ 2  y del apéndice A, tabla A.2, A, = 6.00 pulg2. La carga 
en la columna, de la ecuación (1.8), es P = 1200 [320 + (8 - 1)6.00] = 434,000 lb. De esta carga total 
el concreto toma P, = f, A, = f, (A -A,) = 1200(320 - 6) = 377,000 lb, y el acero P, = f, A, = (nf,)A, 
= 9600 x 6 = 57,600 lb, que es 13.j por ciento de la carga axial total. 

RANGO INELÁSTICO. La inspección de la figura 1.15 demuestra que las relaciones elásticas que 
se han utilizado hasta el momento no pueden aplicarse para deformaciones unitarias en el concre- 
to superiores a aproximadamente 0.0005. Para obtener información referente al comportamiento 
del elemento ante deformaciones unitarias mayores y, por tanto, ante cargas mayores, se requiere 
entonces hacer uso directo de la información de la figura 1.15. 
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Ejemplo 1.2. Se puede tratar de calcular la magnitud de la carga axial que va a producir una deforma- 
ción unitaria o acortamiento unitario E, = E, = 0.0010 en la columna del ejemplo anterior. Para esta 
nueva deformación, el acero está aún elástico, de manera que el esfuerzo en el acero es igual a 
fs = eFs = 0.001 x 29,000,000 = 29,000 lb/pulg2. El concreto está en el rango inelástico, de manera 
que sus esfuerzos no pueden calcularse directamente, pero pueden leerse a partir de la curva 
esfuerzo-deformación unitaria para el valor dado de deformación unitaria. 

1. Si la velocidad de carga del elemento es relativamente alta, puede aplicarse la curva b para el 
instante en que se ha aplicado la totalidad de la carga. El esfuerzo para E = 0.001 puede leerse 
igual a fc = 3200 lb/pulg2. En consecuencia, la carga total se puede obtener a partir de 

que evidentemente aplica tanto en el rango inelástico como en el rango elástico. De esta manera, 
P = 3200(320 - 6) + 29,000 x 6 = 1,005,000 + 174,000 = 1,179,000 lb. De esta carga total, el acero 
toma 174,000 lb o sea el 14.7 por ciento. 

2. Cuando las cargas se aplican lentamente, o para el caso de cargas permanentes, la curva c es la que 
representa el comportamiento del concreto. El esfuerzo en el concreto para una deformación 
unitaria de 0.001 puede leerse como f, = 2400 lb/pulg2. Entonces P = 2400 x 314 + 29,000 X 6 = 
754,000 + 174,000 = 928,000 lb. De esta carga total, el acero toma el 18.8 por ciento. 

La comparación de los resultados para cargas aplicadas rápida y lentamente muestra lo si- 
guiente: debido al flujo plástico del concreto, una carga dada aplicada en forma lenta o sostenida 
durante algún intervalo de tiempo, produce un acortamiento mayor en la columna que una carga 
equivalente aplicada en forma rápida. Más importante aún, mientras mayor sea el esfuerzo con 
respecto al límite de proporcionalidad del concreto, y mientras más lentamente se aplique la carga 
o cuando se mantenga aplicada durante un mayor intervalo de tiempo, más pequeña será la parte 
de la carga total tomada por el concreto y mayor la parte de la carga tomada por el acero. En la 
columna del ejemplo anterior, el acero toma el 13.3 por ciento de la carga en el rango elástico, el 
14.7 por ciento para una deformación unitaria de 0.001 bajo carga rápida y el 18.8 por ciento a la 
misma deformación unitaria para una carga lenta o sostenida. 

RESISTENCIA. El parámetro de mayor importancia para el ingeniero diseñador es la resistencia 
última, es decir, la carga máxima que la estructura o elemento puede soportar. La información 
relacionada con esfuerzos, deformaciones y cantidades similares sirve como una herramienta para 
determinar la capacidad portante. El comportamiento de la columna discutido hasta ahora indica 
dos cosas: (1) en el rango de esfuerzos y deformaciones unitarias elevadas que precede a la resis- 
tencia última y la falla subsecuente, no pueden utilizarse las relaciones elásticas; (2) el elemento se 
comporta en forma diferente cuando está sometido a cargas rápidas en comparación con cargas 
lentas o sostenidas y muestra una resistencia menor ante las segundas que ante las primeras. Para 
construcciones corrientes, diversos tipos de cargas (como las debidas a peso propio y a equipos 
instalados con carácter permanente) son sostenidas y otras se aplican lentamente. Por esta razón, 
para calcular una magnitud confiable de la resistencia última, debe utilizarse la curva c de la figura 
1.15, en lo que se refiere a la participación del concreto. 

Para el caso del acero, éste alcanza su resistencia última (pico de la curva) para deformacio- 
nes unitarias del orden de 0.08 (ver la figura 2.13). Por otro lado, el concreto falla por aplastamien- 
to para deformaciones unitarias mucho más bajas, del orden de 0.003, y tal como se aprecia en la 
figura 1.15 (curva c), alcanza su resistencia última para deformaciones unitarias en el rango de 
0.002 a 0.003. Debido a que las deformaciones unitarias en el acero y en el concreto son iguales 
para compresión axial, se puede calcular la carga para la cual el acero comienza a fluir utilizando la 
información de la figura 1.15. 

Si se desprecia la pequeña curvatura antes de la fluencia del acero, es decir, si el acero se 
supone perfectamente elastoplástico, la deformación unitaria de fluencia será: 



Para esta deformación unitaria, la curva c de la figura 1.15 indica un esfuerzo en el concreto de 3200 
lblpulg2; de esta manera, utilizando la ecuación (1.9), la carga en el elemento cuando el acero empieza 
a fluir es Py = 3200 x 314 + 60,000 x 6 = 1,365,000 lb. Para esta carga el concreto no ha alcanzado aún 
su resistencia última la cual, como se mencionó anteriormente, se puede suponer igual a 0.85 f,' = 3400 
1blpulg2 para cargas lentas o sostenidas y, por tanto, la carga en el elemento puede aumentarse un poco 
más. Durante esta etapa de carga, el acero se mantiene fluyendo bajo esfuerzo constante. Finalmente, la 
carga Última? del elemento se alcanza cuando el concreto falla por aplastamiento mientras que el acero 
sigue en fluencia, es decir, 

Numerosos ensayos bien controlados han demostrado la confiabilidad de la ecuación (1.11) para 
predecir la resistencia última de una columna en concreto reforzado cargada concéntricamente, 
siempre y cuando su relación de esbeltez sea tan pequeña que los efectos del pandeo no reduzcan 
su resistencia. 

Para el ejemplo numérico particular, Pn = 3400 x 314 + 60,000 x 6 = 1,068,000 + 360,000 = 
1,428,000 lb. Para este nivel de carga, el acero toma hasta el 25 por ciento de la carga total de la 
columna. 

RESUMEN. Para un elemento sometido a cargas de compresión axial y que se mantiene en el 
rango elástico con esfuerzos en niveles bajos, el acero toma una porción relativamente pequeña de 
la carga total. A medida que la carga se aproxima a la resistencia última, ocurre una redistribución 
en la participación relativa de las cargas tomadas por el concreto y por el acero respectivamente, y 
éste último toma una mayor cantidad. La carga última para la cual el elemento alcanza el punto de 
falla consiste en la contribución del acero cuando su esfuerzo ha llegado hasta su punto de fluencia 
más aquélla del concreto cuando su esfuerzo ha alcanzado la resistencia última de 0.85 f,', tal como 
se refleja en la ecuación (1.11). 

b. Tensión axial 
La resistencia a la tensión del concreto es apenas una pequeña fracción de su resistencia a la 
compresión. Se concluye que el concreto reforzado no está bien condicionado para ser utilizado en 
elementos sometidos a tensión debido a la baja contribución del concreto, si es que existe, a su 
resistencia. Aún así, se presentan situaciones en las cuales el concreto reforzado está sometido a 
tensión, principalmente en elementos de unión en arco o estructuras similares. Tales elementos 
están compuestos por una o más barras embebidas en el concreto en un arreglo simétrico similar al 
de los elementos a compresión (figuras 1.14 y 1.16). 

t A lo largo de este libro las cantidades que hagan referencia a la resistencia última de los elementos, calculadas mediante métodos aceptados 
de análisis a la resistencia, se indican mediante un subíndice n, que significa "nominal". Esta notación está de acuerdo con la edición del 
Código ACI de 1995. Se trata de transmitir que la resistencia última real de cualquier elemento está limitada a desviarse hasta cierto punto a 
partir del valor calculado nominal, debido a variaciones inevitables en las dimensiones, propiedades de materiales y otros parámetros. El 
diseño está basado en todos los casos en esta resistencia nominal, la cual representa el mejor estimativo disponible de la resistencia real del 
elemento. 
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Cuando la fuerza de tensión en el elemento se mantiene en niveles suficientemente bajos de 
manera que el esfuerzo en el concreto no alcanza su resistencia a la tensión, tanto el acero como el 
concreto se comportan elásticamente. En esta situación, todas las expresiones derivadas para el 
comportamiento elástico en compresión de la sección 1 . 9 ~ ~  son igualmente válidas para tensión. En 
particular, la ecuación (1.7) se transforma en 

donde fct es el esfuerzo a tensión en el concreto. 
Sin embargo, al aumentar la carga, el concreto alcanza su resistencia a la tensión para un 

esfuerzo y deformación unitaria en el orden de un décimo de lo que pueden llegar a alcanzar a 
compresión. En este estado, el concreto se agrieta a través de toda la sección transversal. Cuando 
esto ocurre, el concreto deja de resistir cualquier porción de la fuerza de tensión aplicada, ya que, 
evidentemente, ninguna fuerza puede transmitirse a través del espacio de aire en la grieta. Para 
cualquier carga mayor que aquella que causó el agrietamiento del concreto se requiere que el 
acero resista la totalidad de la fuerza de tensión. Entonces para este estado, 

Para un aumento adicional de la carga, el esfuerzo a tensión en el acero fs alcanza el punto de 
fluencia fy. Cuando esto ocurre, el elemento a tensión sobrepasa las deformaciones pequeñas y 
elásticas, y en cambio se evidencia un alargamiento considerable y permanente para cargas prácti- 
camente constantes. Esto no afecta la resistencia del elemento. Sin embargo, su elongación puede 
llegar a ser tan alta (en el orden del uno por ciento o más de su longitud) que lo vuelve inutilizable. 
Por tanto, para un elemento sometido a tensión la resistencia máxima útil Pnt es aquella fuerza que 
produce un esfuerzo en el acero justamente igual al de fluencia. Esto es, 

Para mantener un margen de seguridad adecuado, la fuerza permitida en un elemento sometido a 
tensión para cargas de servicio normales debe estar en el orden de 112 Pn,. Debido a que para este 
nivel de carga el concreto ya ha presentado fisuras, éste no contribuye a la capacidad portante del 
elemento en servicio. No obstante, el concreto sigue cumpliendo la función de protección contra el 
fuego y contra la corrosión, y mejora frecuentemente la apariencia de la estructura. 

Existen situaciones en las cuales el concreto reforzado se utiliza en tensión axial, bajo condi- 
ciones en las cuales debe evitarse la ocurrencia de grietas de tensión. Un caso relacionado sería el 
de un tanque circular (ver la figura 1.11). Para garantizar la impermeabilidad del tanque debe 
evitarse que la tensión circular causada por la presión del fluido ocasione agrietamientos en el 
concreto. En este caso puede utilizarse la ecuación (1.12) para determinar un valor seguro de la 
fuerza de tensión axial P tomando, para el esfuerzo a tensión del concreto fc,, una fracción apro- 
piada de la resistencia a la tensión del concreto, es decir, de aquel esfuerzo que produciría el 
agrietamiento del mismo. 
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PROBLEMAS 
1.1. Una columna de 16 x 20 pulgadas está hecha del mismo concreto y reforzada con las mismas 6 barras NO. 

9 que la columna de los ejemplos 1.1 y 1.2 excepto que se utiliza un acero con resistencia a la fluencia f 
= 40 k l b ~ ~ u l ~ ~ .  La curva esfuerzo-deformación de este acero de refuerzo se muestra en la figura 2.13 
para& = 40 klblpulg2. Para esta columna determinar (a) la carga axial que producirá un esfuerzo en el 
concreto de 1200 1blpulg2; (b) la carga para la cual el acero comienza a fluir; (c) la resistencia última; (d) 
la parte de la carga total tomada por el refuerzo para los tres estados de carga anteriores. Comparar los 
resultados con aquéllos calculados en los ejemplos para fy = 60 klblpulg2, teniendo en mente con rela- 
ción a la economía relativa, que el precio por kilo para los aceros de refuerzo de 40 y 60 klblpulg2 es 
aproximadamente el mismo. 

1.2. Para la columna del problema 1.1, el área de acero, expresada como un porcentaje del área bruta de 
concreto, es menor que lo que se usaría comúnmente en la práctica. Volver a calcular las comparaciones 
del problema 1.1 utilizando unfy de 40 klblpulg2 y de 60 klblpulg2 como antes, pero para una columna 
de 16 x 20 pulgadas reforzada con 8 barras No. 11. Comparar los resultados con los del problema 1.1 

1.3. Una columna de concreto cuadrada con dimensiones 22 x 22 pulgadas está reforzada con un total de 8 
barras No. 10 distribuidas uniformemente alrededor del perímetro de la columna. Las resistencias de 
los materiales sonfy = 60 klblpulg2 y fi = 4000 1blpulg2, con las curvas esfuerzo-deformación dadas por 
las curvas a y c de la figura 1.15. Calcular los porcentajes de la carga total tomados por el concreto y por 
el acero en la medida en que la carga se incrementa gradualmente desde cero hasta la falla, la cual se 
supone que ocurre cuando la deformación unitaria del concreto alcanza el valor límite de 0.0030. Deter- 
minar las cargas para incrementos de deformación unitaria de 0.0005 hasta la deformación unitaria de 
falla, y graficar los resultados, dibujando porcentajes de carga vs. deformaciones unitarias. Para estos 
materiales la relación modular puede suponerse igual a n = 8. 



Las estructuras y los elementos que las conforman, cuyo análisis se presenta en este texto, están 
compuestas de concreto reforzado con barras de acero y, en algunos casos, preesforzado con 
alambrones de acero, torones o barras de aleación. Entender las características y el comporta- 
miento de los materiales bajo carga resulta fundamental para comprender el comportamiento del 
concreto estructural y para diseñar estructuras de concreto en forma segura, económica y funcio- 
nal. En este capítulo se presenta apenas un breve resumen sobre los fundamentos del material, al 
igual que una descripción de los tipos de barras de refuerzo y de acero de preesfuerzo más utiliza- 
dos, ya que se supone que el lector ha realizado estudios previos en este tema. Al final del capitulo 
se incluyen numerosas referencias a manera de guía para aquellos que buscan mayor información 
sobre los temas aquí analizados. 

CEMENTO 

Un material cementante es aquel que tiene las propiedades de adhesión y cohesión necesarias 
para unir agregados inertes y conformar una masa sólida de resistencia y durabilidad adecuadas. 
Esta categoría tecnológicamente importante de materiales incluye no sólo el cemento sino tam- 
bién limos, asfaltos y alquitranes, tal como se usan en la construcción de carreteras y otros. Para la 
fabricación del concreto estructural se utilizan exclusivamente los llamados cementos hidráulicos. 
Para completar el proceso químico (hidratación) mediante el cual el polvo de cemento fragua y 
endurece para convertirse en una masa sólida se requiere la adición de agua. De los diferentes 
cementos hidráulicos desarrollados, el cemento Portland, patentado por primera vez en Inglaterra 
en 1824, es el más común de todos. 

El cemento Portland es un material grisáceo finamente pulverizado, conformado fundamen- 
talmente por silicatos de calcio y aluminio?. Las materias primas usuales a partir de las cuales se 
fabrica son calizas que proporcionan el CaO y arcillas y esquitos que proveen el Si02 y el A1203. 
Estos materiales se muelen, se mezclan, se funden en hornos hasta obtener el llamado clinker, y se 
enfrían y se muelen de nuevo para lograr la finura requerida. El material es despachado a granel o 
en bultos que contienen 94 libras de cemento. 

t Ver la norma ASTM C150 "Standard Specif'ication for Portland Cement". La American Society for Testing and Materials de Philadelphia 
(EE.UU.) publica y actualiza periódicamente ésta y otras referencias de la ASTM. 



A lo largo del tiempo se han desarrollado cinco tipos de cemento Portland. Elcemento Portland 
cowz'ente, el tipo 1, se ha utilizado en más del 90% de las construcciones en Estados Unidos. Los 
concretos hechos a base de cemento Portland tipo 1 requieren generalmente dos semanas para 
alcanzar la resistencia suficiente para poder retirar las formaletas de vigas y losas y aplicar cargas 
razonables; estos elementos alcanzan su resistencia de diseño después de 28 días y continúan ga- 
nando resistencia de ahí en adelante a una tasa descendente. Para los casos en que se requiere 
acelerar la construcción se han desarrollado cementos de alta resistencia inicial, tales como el tipo 
111; éstos son más costosos que el cemento Portland ordinario, pero alcanzan entre los siete y los 
catorce días la resistencia que tendría el cemento Portland tipo 1 al cabo de 28 días. El cemento 
Portland tipo 111 tiene la misma composición básica de los cementos Portland tipo 1, pero ha sido 
mezclado en forma más cuidadosay molido hasta obtener partículas más finas. 

Cuando el cemento se mezcla con el agua para conformar una pasta suave, ésta se rigidiza 
gradualmente hasta conformar una masa sólida. Este proceso se conoce como fraguado y endureci- 
miento. Se dice que el cemento ha fraguado cuando ha ganado suficiente rigidez para resistir una 
presión arbitrariamente definida, punto a partir del cual continúa endureciendo durante un largo 
tiempo, o sea que sigue ganando resistencia. El agua en la pasta disuelve el material en la superficie 
de los granos de cemento y forma un gel que aumenta gradualmente en volumen y rigidez, lo que 
lleva a una rigidización rápida de la pasta entre dos y cuatro horas después de agregada el agua al 
cemento. La hidratación continúa avanzando dentro de los granos de cemento a velocidad decrecien- 
te con rigidización y endurecimiento continuo de la masa. En concretos comunes, el cemento proba- 
blemente nunca termina el proceso de hidratación. La estructura de gel de la pasta endurecida parece 
ser la razón principal para los cambios de volumen que se producen en el concreto ante variaciones 
de la humedad, como la retracción que ocurre en los concretos cuando se secan. 

De acuerdo con H. Rüsch, para completar la hidratación de una cantidad dada de cemento 
se requiere químicamente una cantidad de agua con peso igual a aproximadamente el 25 por cien- 
to del cemento, es decir, una relación agua cemento de 0.25. Sin embargo, durante el proceso de 
hidratación debe estar presente una cantidad adicional de agua para proporcionarle movilidad al 
agua misma dentro de la pasta de cemento, de manera que ésta pueda alcanzar las partículas de 
cemento y proporcione la manejabilidad necesaria en la mezcla de concreto. Para concretos nor- 
males la relación agua-cemento varía por lo general en el intervalo de 0.40 a 0.60, aunque para los 
concretos de alta resistencia se han utilizado relaciones tan bajas como 0.25. En este caso, la 
manejabilidad necesaria se obtiene mediante el uso de aditivos. 

Cualquier cantidad de agua por encima del 25 por ciento que se consuma en la reacción 
química produce poros en la pasta de cemento. La resistencia de la pasta endurecida disminuye en 
proporción inversa a la fracción del volumen total ocupado por los poros. Dicho de otra manera, 
debido a que los sólidos y no los vacíos son los que resisten los esfuerzos, la resistencia aumenta 
directamente con la fracción ocupada por los sólidos en el volumen total. Ésta es la razón por la 
cual la resistencia de la pasta de cemento depende principalmente, y disminuye de manera directa, 
de un incremento en la relación agua-cemento. 

El proceso químico involucrado en el fraguado y en el endurecimiento libera calor, el cual es 
conocido como calor de hidratación. Cuando se funden grandes masas de concreto, como en el caso 
de las presas, este calor se disipa muy lentamente, lo cual lleva a un incremento de la temperatura 
y a una expansión del volumen de concreto durante el proceso de hidratación con el enfriamiento 
y contracción posteriores. Para evitar el intenso agrietamiento y el consecuente debilitamiento que 
puede resultar de este proceso deben tomarse medidas especiales de control. 

Para concretos estructurales comunes, los agregados ocupan aproximadamente entre el 70 y el 75 
por ciento del volumen de la masa endurecida. El resto está conformado por la pasta de cemento 
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endurecida, agua no combinada (es decir, agua no utilizada en la hidratación del cemento) y vacíos 
de aire. Evidentemente, los últimos dos no contribuyen a la resistencia del concreto. En general, 
mientras más densamente pueda empaquetarse el agregado, mejor será el refuerzo, la resistencia 
a la intemperie y la economía del concreto. Por esta razón, resulta de fundamental importancia la 
gradación del tamaño de las partículas en los agregados, con el fin de producir este empaquetamiento 
compacto. También es importante que el agregado tenga buena resistencia, durabilidad y resisten- 
cia a la intemperie; que su superficie esté libre de impurezas como arcillas, limos o materia orgáni- 
ca las cuales pueden debilitar la unión con la pasta de cemento; y que no se produzca una reacción 
química desfavorable entre éste y el cemento. 

Los agregados naturales se clasifican generalmente en finos y gruesos. Un agregado @o o 
arena es cualquier material que pasa el tamiz No. 4, es decir, un tamiz con cuatro aberturas por 
pulgada lineal. El material más grueso que éste se clasifica como agregado grueso o grava. Cuando 
se desea una gradación óptima, los agregados se separan mediante tamizado, en dos o tres grupos 
de diferente tamaño para las arenas y en varios grupos de diferente tamaño para las gravas. Con 
posterioridad éstos pueden combinarse de acuerdo con tablas de gradación que permiten obtener 
un agregado densamente empaquetado. El tamaño máximo de agregado grueso para concreto re- 
forzado está controlado por la facilidad con que éste debe entrar en las formaletas y en los espacios 
entre barras de refuerzo. Con este fin el agregado no debe ser mayor que un quinto de la dimen- 
sión más pequeña de las formaletas o un tercio del espesor de la losa, ni tres cuartos de la distancia 
mínima entre barras de refuerzo. La norma ASTM C33, "Standard Specification for Concrete 
Aggregates" presenta requisitos para agregados de buena calidad y la referencia 2.1 incluye infor- 
mación oficial sobre propiedades de agregados y su influencia en las propiedades del concreto, al 
igual que una guía en su selección, preparación y manejo. 

El peso unitario del concreto normal, es decir, el concreto con agregados de piedras natur $ les, varía aproximadamente entre 2250 y 2450 kg/m3) y puede generalmente suponerse igual a 23 O 
kg/m3. Los concretos livianos y los concretos pesados se han venido utilizando cada vez con mayor 
frecuencia para propósitos especiales. 

'Existen varios tipos de agregados livianos. Algunos agregados no procesados tales como la 
piedra pómez o las cenizas son adecuados para concretos de aislamiento, pero para concreto es- 
tructural ligero se utilizan preferiblemente los agregados procesados debido a su mejor control. 
Éstos pueden ser lutitas expandidas, arcillas, pizarras, escoria o cenizas volantes en trozos. Son de 
bajo peso por la estructura porosa y celular de las partículas individuales del agregado, lo cual se 
logra mediante la formación de gas o vapor durante el procesamiento de los agregados en los 
hornos rotatorios a altas temperaturas (generalmente por encima de los 1100°C). En la norma 
ASTM C330 "Standard Specification for Lightweight Aggregates for Structural Concrete" se en- 
cuentran los requisitos para agregados livianos de buena calidad. 

La referencia 2.2 señala tres tipos de concretos livianos: concretos de baja densidad que se 
emplean principalmente para aislamiento y cuyo peso unitario raramente excede 800 kg/m3; concre- 
tos de resistencia moderada cuyos pesos unitarios varían entre aproximadamente 960 a 1360 kg/m3 y 
cuyas resistencias a la compresión están entre 7 y 18 MPa y se utilizan principalmente como relle- 
no, por ejemplo sobre láminas de acero de bajo calibre para entrepisos; y concretos estructurales 
con pesos unitarios entre 1440 y 1920 kg/m3 y con resistencias a la compresión comparables a las 
obtenidas para los concretos de piedra. Las similitudes y diferencias en las características estructu- 
rales de los concretos livianos y los concretos de piedra se discuten en las secciones 2.8 y 2.9. 

Los concretospesados se requieren en algunos casos para protección contra rayos gamma y X 
en reactores nucleares e instalaciones similares, para estructuras de protección y propósitos espe- 
ciales tales como contrapesos en puentes colgantes. Para estos concretos se utilizan agregados 
pesados que consisten en minerales pesados de hierro o rocas de sulfato de bario (baritas) tritura- 
das en tamaños adecuados. También se utilizan aceros en forma de fragmentos, esquirlas o perdi- 
gones (a manera de finos). Los pesos unitarios para los concretos pesados con agregados naturales 
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de roca pesada varían aproximadamente entre 3200 y 3690 kg/m3; si se agregan fragmentos de 
hierro a los minerales de alta densidad pueden alcanzarse pesos hasta de 4330 kg/m3. El peso 
puede llegar casi hasta 5300 kg/m3 si se utilizan únicamente minerales de hierro para los finos y 
aceros para los agregados gruesos. 

DOSIFICACION Y MEZCLA DEL CONCRETO 

Los componentes de una mezcla se dosifican de manera que el concreto resultante tenga una 
resistencia adecuada, una manejabilidad apropiada para su vaciado y un bajo costo. Este último 
factor obliga a la utilización de la mínima cantidad de cemento (el más costoso de 10s componen- 
tes) que asegure unas propiedades adecuadas. Mientras mejor sea la gradación de los agregados, 
es decir, mientras menor sea el volumen de vacíos, menor será la pasta de cemento necesaria para 
llenar estos vacíos. Adicionalmente al agua requerida para la hidratación se necesita agua para 
humedecer la superficie de los agregados. A medida que se adiciona agua, la plasticidad y la fluidez 
de la mezcla aumentan (es decir, su manejabilidad mejora), pero su resistencia disminuye debido 
al mayor volumen de vacíos creados por el agua libre. Para reducir el agua libre y mantener la 
manejabilidad, es necesario agregar cemento; de esta manera, desde el punto de vista de la pasta 
de cemento, la relación agua-cemento es el factor principal que controla la resistencia del concreto. 
Para una relación agua-cemento dada se selecciona la mínima cantidad de cemento que asegure la 
manejabilidad deseada. 

La figura 2.1 muestra la influencia decisiva de la relación agua-cemento en la resistencia a la 
compresión del concreto. Su influencia sobre la resistencia a la tensión, medida a través de la 
resistencia nominal a flexión o módulo de rotura, es pronunciada pero mucho menor que su efecto 
sobre la resistencia a la compresión. Esto parece ser así porque, además de la relación de vacíos, la 
resistencia a la tensión depende en gran medida de la resistencia de adherencia entre el agregado 
grueso y el mortero de cemento (es decir, la pasta de cemento más los agregados finos). De acuer- 
do con ensayos realizados en la Universidad de Cornell, la resistencia de adherencia se ve relativa- 
mente poco afectada por la relación agua-cemento (ver la referencia 2.3). 

Ha sido costumbre definir las proporciones de una mezcla de concreto mediante la relación, 
en volumen o en peso, de cemento a la arena y a la grava, por ejemplo 1:2:4. Este método se refiere 
únicamente a los componentes sólidos y, a menos que la relación agua-cemento se especifique en 
forma separada, es insuficiente para definir las propiedades del concreto resultante ya sea en su 
estado fresco o cuando ha fraguado y endurecido. Para una definición completa de las proporcio- 
nes ahora es usual especificar el peso de agua, arena y agregado grueso por bulto de cemento de 
50 kg. De esta manera, una mezcla puede definirse como aquella que contenga 24 kg de agua, 122 
kg de arena y 202 kg de agregado grueso (para un bulto de cemento de 50 kg). Como alternativa, 
las cantidades para una mezcla se definen usualmente en términos del peso total de cada compo- 
nente necesario para fabricar un metro cúbico de concreto húmedo, es decir 290 kg de cemento, 
170 kg de agua, 713 kg de arena seca y 1088 kg de agregado grueso seco. 

Para obtener mezclas con las propiedades deseadas a partir de los cementos y agregados 
disponibles se utilizan varios métodos de dosificación. Uno de éstos es el llamado método de la 
mezcla tentativa (triul-batch method). Seleccionando una relación agua-cemento a partir de la in- 
formación que aparece en la figura 2.1 se pueden producir varias mezclas tentativas con diferentes 
cantidades de agregados para obtener la resistencia, la consistencia y otras propiedades requeridas 
con una cantidad mínima de pasta. La consistencia del concreto se mide con mayor frecuencia 
mediante el ensayo de asentamiento (slump test). Un molde metálico con la forma de un cono 
truncado de 12 pulgadas de altura se llena cuidadosamente con concreto fresco de una manera 
especificada. Una vez lleno el molde, éste se levanta y el asentamiento del concreto se mide como 
la diferencia de altura entre el molde y la pila de concreto. El asentamiento es una buena medida 
de la cantidad total de agua en la mezcla y debe mantenerse tan bajo como sea compatible con la 
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Relación agua-cemento, en peso 

FIGURA 2.1 
Efecto de la relación agua-cemento en la resistencia 
a la compresión y a la tensión por flexión a los 28 
días (adaptado de la referencia 2.4). 

Relación agua-cemento, galones por bulto 

manejabilidad. Los concretos utilizados en la construcción de edificios tienen asentamientos que 
varían generalmente entre 2 y 6 pulgadas. 

El llamado método de dosificación del ACI utiliza el asentamiento en conexión con un con- 
junto de tablas para lograr un estimativo de las proporciones que resultan en las propiedades 
deseadas (ver la referencia 2.4) para diferentes condiciones (tipos de estructuras, dimensiones de 
los elementos, grados de exposición a la intemperie, etc.). Estas proporciones seleccionadas preli- 
minarmente se revisan y ajustan mediante mezclas de prueba para obtener al final el concreto con 
la calidad deseada. Las propiedades de resistencia de un concreto con proporciones definidas 
varían de manera inevitable de una mezcla a otra. Por tanto, es necesario seleccionar las propor- 
ciones que aseguren una resistencia promedio superior a la resistencia especificada de diseño, 
para que incluso las mezclas accidentalmente débiles resulten de una calidad adecuada (para deta- 
lles ver la sección 2.6). Un estudio detallado de los métodos prácticos de dosificación del concreto 
está por fuera del alcance de este libro; las referencias 2.5 y 2.6 tratan ampliamente este tema, 
tanto para concretos de piedra como para concretos de agregados livianos. 

Si el resultado de las mezclas de prueba o la experiencia de campo no están disponibles, el 
Código ACI incluye un método conservador para dosificación del concreto con base en la relación 
agua-cemento. 

En todos los trabajos, excepto en los más pequeños, el mezclado se lleva a cabo en plantas 
especiales de proporcionamiento. Tolvas independientes proporcionan el cemento y las diferentes 
fracciones del agregado. Las proporciones se controlan por peso, mediante balanzas operadas 
manual o automáticamente y conectadas a las tolvas. El agua de mezcla se adiciona ya sea median- 
te tanques calibrados o medidores de agua. 

El principal propósito de1 mezclado es producir una mezcla íntima entre el cemento, el agua, 
los agregados finos y gruesos y los posibles aditivos, y lograr así una consistencia uniforme para las 
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distintas mezclas, Esto se logra utilizando máquinas mezcladoras del tipo tambor rotatorio, El 
tiempo mínimo de mezclado es de un minuto y quince segundos para mezcladoras con capacidad 
inferior a 1 m3, con 20 segundos adicionales por cada 112 m3 adicional. El mezclado puede prolon- 
garse durante un tiempo considerable sin que se produzcan efectos adversos. Esta caracteristica es 
particularmente importante con relación al concreto premezclado. 

En grandes proyectos, particularmente los ubicados en el campo, con amplios espacios dis- 
ponibles, se instalan y operan plantas de mezclado móviles en el sitio mismo de construcción. Por 
otro lado, en construcciones urbanas congestionadas, en trabajos pequeños y con frecuencia en la 
construcción de carreteras, se utiliza el concretopremezclado. Este concreto se mezcla en una plan- 
ta estacionaria y se transporta al sitio en camiones, de tres maneras: (1) mezclado completamente 
en Ia planta estacionaria y transportado en un camión agitador, (2) mezclado en tránsito, es decir, 
proporcionado en la planta pero mezclado en el camión mezclador, o (3) mezclado parcialmente 
en la planta y terminando el proceso en el camión mezclador. El concreto debe descargarse del 
camión mezclador o agitador hora y media después de agregar el agua a la mezcla. 

Mayor información sobre la dosificación y otros aspectos del diseño y control de las mezclas 
de concreto puede encontrarse en la referencia 2.7. 

TRANSPORTE, VACIADO, COMPACTACIÓN Y CURADO 

El transporte del concreto para construcción desde el camión mezclador a la formaleta se realiza 
mediante contenedores con vaciado de fondo, con carretillas o mediante bombeo a través de con- 
ductos metálicos. El.principai peligro durante el transporte es la segregación. Los componentes 
individuales del concreto tienden a segregarse debido a su heterogeneidad. En el concreto hume- 
decido en exceso y que permanece en contenedores o en las formaletas, los componentes de grava 
más pesados tienden a asentarse y los materiales livianos, particularmente el agua, tienden a subir. 
Los movimientos laterales, como por ejemplo el flujo dentro de las formaletas, tienden a separar el 
agregado grueso de los componentes finos de la mezcla. El peligro de la segregación ha hecho 
descartar algunos medios de transporte muy comunes tales como los vertederos y las bandas trans- 
portadoras, por otros que minimicen esta tendencia. 

El vaciado es el proceso de transferir el concreto fresco, del dispositivo de conducción a su 
sitio final de colocación en las formaletas. Antes de la colocación se debe remover el óxido suelto 
del refuerzo, limpiar las formaletas y depurar y tratar en forma adecuada las superficies endureci- 
das de concreto previamente colocado. El vaciado y la compactación son actividades decisivas por 
el efecto que tienen sobre la calidad final del concreto. Un vaciado adecuado debe evitar la segre- 
gación, el desplazamiento de las formaletas o del refuerzo, y la adherencia deficiente entre capas 
sucesivas de concreto. Inmediatamente terminado el vaciado, el concreto debe compactarse, usual- 
mente mediante vibradores. Esta compactación evita la formación de vacíos, asegura un contacto 
cercano con las formaletas y con el refuerzo, y sirve como remedio parcial a una posible segrega- 
ción previa. La compactación se logra mediante la utilización de vibradores mecánicos de alta 
frecuencia. Éstos pueden ser de tipo interno, que se sumergen en el concreto, o de tipo externo, que 
se sujetan a las formaletas. Son preferibles los primeros aunque deben complementarse con los 
segundos cuando se presentan formaletas muy delgadas o cuando algunos obstáculos hacen impo- 
sible sumergir el dispositivo (ver la referencia 2.8). 

El concreto fresco gana resistencia más rápidamente durante las primeras semanas. El dise- 
ño estructural se basa generalmente en la resistencia a los 28 días, de la cual cerca del 70 por ciento 
se logra al final de la primera semana después de Ia colocación. La resistencia final del concreto 
depende en forma importante de las condiciones de humedad y temperatura durante este periodo 
inicial. El mantenimiento de las condiciones adecuadas durante este tiempo se conoce como cura- 
do. El 30 por ciento de la resistencia o más puede perderse por secado prematuro del concreto; 
cantidades similares pueden perderse si se permite que la temperatura del concreto caiga a 40°F o 



menos, durante los primeros días, a menos que después de esto el concreto se mantenga continua- 
mente húmedo durante un buen periodo. El congelamiento del concreto fresco puede reducir su 
resistencia hasta en un 50 por ciento. 

Para evitar tales daños, el concreto debe protegerse de la pérdida de humedad al menos por 
siete días y en trabajos más delicados, hasta 14 días. Cuando se utilizan cementos de alta resisten- 
cia inicial, los periodos de curado pueden reducirse a la mitad. El curado se puede lograr mante- 
niendo continuamente húmedas las superficies expuestas mediante rociado, empozamiento, 
recubriendo con láminas de plástico o mediante la aplicación de componentes sellantes que, usa- 
dos de manera adecuada, forman membranas retardantes de la evaporación. Adicionalmente al 
mejoramiento de la resistencia, un curado húmedo adecuado permite un mejor control de la re- 
tracción de fraguado. Para proteger el concreto contra bajas temperaturas en climas fríos, se pue- 
de calentar el agua de mezcla y ocasionalmente los agregados, se pueden emplear métodos de 
aislamiento térmico cuando sea posible o se pueden utilizar aditivos especiales. Cuando las tempe- 
raturas del aire son muy bajas, puede requerirse el suministro de calor, además del aislamiento 
térmico (ver las referencias 2.7,2.9 y 2.10). 

CONTROL DE CALIDAD 

La calidad de materiales producidos en planta, tales como aceros estructurales o de refuerzo, es 
garantizada por el productor quien practica controles sistemáticos de calidad especificados usual- 
mente por las normas ASTM pertinentes. En contraste, el concreto es producido en o muy cerca 
del sitio de construcción y su calidad final se ve afectada.por factores que han sido discutidos 
brevemente. Por tanto, el control de calidad sistemático debe instituirse en el sitio de construcción. 

La principal medida de la calidad estructural del concreto es su reszktencia a la compresión. Los 
ensayos para medir esta propiedad se realizan sobre especímenes cilíndricos de altura igual a dos 
veces el diámetro, usualmente 6 x 12 pulgadas. Los moldes impermeables de esta configuración se 
llenan con concreto durante la operación de colocación tal como lo especifica la norma ASTM C172, 
"Standard Method of Sampling Freshly Mixed Concrete" y la norma ASTM C31, "Standard Practice 
for Making and Curing Concrete Test Specimens in the Field. Los cilindros se curan al vapor a 
aproximadamente 21°C, generalmente por 28 días, y posteriormente se ensayan en el laboratorio a 
una tasa de carga especificada. La resistencia a la compresión obtenida de tales ensayos se conoce 
como reszktencia del cilindro f,' y es la principal propiedad especificada para propósitos de diseño. 

Para garantizar la seguridad estructural es necesario un control continuo que asegure que la 
resistencia del concreto suministrado coincida satisfactoriamente con el valor especificado por el 
ingeniero diseñador. El Código ACI especifica que deben ensayarse un par de cilindros por cada 
150 yd3 de concreto o por cada 5000 pie2 de área superficial colocada, pero no menos de una vez al 
día. Como se mencionó en la sección 2.4, el resultado de los ensayos de resistencia de diferentes 
mezclas con dosificaciones idénticas muestra una dispersión inevitable. Esta dispersión puede re- 
ducirse mediante controles más estrictos pero no es posible evitar que ocasionalmente se presen- 
ten resultados por debajo de la resistencia especificada del cilindro. Para asegurar una resistencia 
adecuada del concreto a pesar de esta dispersión, el Código ACI estipula que la calidad del concre- 
to es satisfactoria si (1) ningún resultado de un ensayo de resistencia individual (el promedio de un 
par de ensayos sobre cilindros) está por debajo del valor de f,' requerido en más de 3.5 MPa y (2) 
el promedio de todos los conjuntos de tres ensayos de resistencia consecutivos es igual o mayor al 
valor requerido de fi. 

Es evidente que si el concreto se dosificara de manera que su resistencia media fuera sola- 
mente igual a la resistencia requerida f,', éste no cumpliría los requisitos de calidad debido a que 
aproximadamente la mitad de los resultados de ensayos de resistencia estarían por debajo del valor 
requerido de f,'. Por tanto, es necesario dosificar el concreto de manera que su resistencia media 
fir, usada como base para la selección de proporciones satisfactorias, sobrepase la resistencia re- 
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querida f,' en una cantidad suficiente para garantizar el cumplimiento de los dos requisitos men- 
cionados. La resistencia media requerida debe exceder el valor de f,' en una cantidad mínima que 
puede determinarse únicamente mediante métodos estadísticos debido a la naturaleza aleatoria 
de la dispersión de 10s resultados de 10s ensayos. Con base en análisis estadísticos se han desarro- 
llado requisitos para ser utilizados como guía para una dosificación adecuada del concreto en 
planta, de manera que la probabilidad de obtener una resistencia deficiente en el sitio de construc- 
ción sea aceptablemente baja. 

La base para estos requisitos se ilustra en la figura 2.2, la cual muestra tres curvas de frecuen- 
cia normal que indican la distribución de resultados de ensayos de resistencia. La resistencia espe- 
cificada de diseño es f,'. Las curvas corresponden a tres grados diferentes de control de calidad; la 
curva A representa el mejor control, es decir, la menor dispersión, y la curva C el peor control, o 
sea, la mayor dispersión. El grado de control se mide estadísticamente mediante la desviación 
estándar o (oa para la curva A, ob para la curva B y o, para la curva C), la cual es relativamente 
pequeña para el productor A y relativamente grande para el productor C. Las tres distribuciones 
tienen la misma probabilidad de que la resistencia sea menor que el valor especificado f,', e; decir, 
todas tienen la misma fracción del área bajo la curva total a la izquierda de f,'. Para cualquier curva 
de distribución normal, esta fracción se define mediante el índice&, un multiplicador que se aplica 
a la desviación estándar o; BS es el mismo para las tres distribuciones de la figura 2.2. Se puede ver 
que, con el fin de satisfacer el requisito de que por ejemplo uno de cada 100 ensayos va a dar por 
debajo de f,' (con el valor de Bs determinado de esta manera), la resistencia media f,'r del produc- 
tor A con el mejor control de calidad puede estar mucho más cercana al valor especificado f,', que 
la del productor C con la operación más pobremente controlada. 

Con base en tales estudios, el Código ACI exige que las instalaciones para producción de 
concreto mantengan registros que sirvan de base para determinar las desviaciones estándar alcan- 
zadas en una instalación específica. También establece la cantidad mínima en que la resistencia 
promedio fir a la que se desea llegar cuando se seleccionan las proporciones del concreto, debe 
exceder la resistencia especificada f,' dependiendo de la desviación estándar o, como sigue: 

fC, = f,' + 1.340 (2.1) 

fir = f,' + 2.330 - 500 (2.2) 

-4 .4 -4 
Resistencia a la comprensión 

FIGURA 2.2 
Curvas de frecuencia y resistencias promedio para 
varios grados de control del concreto con resistencia 
especificada de diseño f,' . (adaptado de la referencia 
2.11). 
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La ecuación 2.1 resulta en una probabilidad de 1 en 100 de que el promedio de tres ensayos 
consecutivos esté por debajo de la resistencia especificada f,', y la ecuación 2.2 resulta en una 
probabilidad de 1 en 100 de que un ensayo individual esté por debajo de la resistencia especificada 
fi en más de 500 lblpulg2. De acuerdo con et Código ACI, en caso de que no existan registros 
disponibles relacionados con el comportamiento de la planta de concreto, la resistencia promedio 
debe sobrepasar el valor de f,' en por lo menos 1000 ib/pulg2 para un f,' igual a 3000 1blpulg2, en por 
lo menos 1200 1blpulg2 para un f,' entre 3000 y 5000 1blpulg2 y en 1400 1blpulg2 para un f,' por 
encima de 5000 1blpulg2. 

Puede observarse que este método de control reconoce el hecho de que en ocasiones son 
inevitables algunas mezclas deficientes. Los requisitos garantizan (1) una pequeña probabilidad de 
que tales deficiencias en resistencia, cuya ocurrencia ha sido limitada, sean tan grandes como para 
representar un peligro serio y (2) una probabilidad igualmente pequeña de que una porción consi- 
derable de la estructura, representada por tres ensayos de resistencia consecutivos, se construya 
con concreto de resistencia deficiente. 

A pesar de los avances científicos, la construcción en general y la fabricación de concreto en 
particular mantienen algunos elementos propios de un arte. Ellos dependen de muchas habilida- 
des e imponderables. El ob3etivo de la inspección sistemática es asegurar una correspondencia 
entre los planos, las especificaciones y la estructura terminada. Durante la construcción, la inspec- 
ción la debe llevar a cabo un ingeniero competente, preferiblemente aquel que produjo el diseño o 
alguno que represente directamente al ingeniero de diseño. Las principales funciones del inspec- 
tor con relación a la calidad de materiales son el muestreo, el examen y el ensayo en campo de 
materiales, el control de la dosificación del concreto, la inspección del proporcionamiento, el mez- 
clado, el transporte, el vaciado, la compactación y el curado, y la supervisión en la preparación de 
los especímenes para los ensayos de laboratorio. Adicionalmente, el inspector debe inspeccionar 
la cimentación, la formaletería, la colocación del acero de refuerzo y otros aspectos pertinentes al 
progreso general del trabajo; debe mantener registros de todos los aspectos inspeccionados y pre- 
parar reportes periódicos. Se debe hacer énfasis en la importancia de una inspección intensa para 
lograr una calidad correcta y adecuada de la estructura terminada. 

Este recuento de la tecnología del concreto representa un rápido esbozo de un tema impor- 
tante. En la práctica, cualquier persona que sea responsable de cualquiera de las fases de produc- 
ción y colocación del concreto debe familiarizarse con los detalles con mucha mayor profundidad. 

ADITIVOS 
Además de los principales componentes del concreto, usualmente se utilizan aditivos para mejorar 
el comportamiento del mismo. Existen aditivos para acelerar o retardar el fraguado y el endureci- 
miento, para mejorar la manejabilidad, para aumentar la resistencia, para mejorar la durabilidad, 
para disminuir la permeabilidad y para proporcionar o afectar otras propiedades (ver la referencia 
2.12). Los efectos benéficos de algunos aditivos son bien conocidos. Los aditivos químicos deben 
cumplir los requisitos de la norma ASTM C494, "Standard Specification for Chemical Admixtures 
for Concrete". 

Los agentes incopradores de aire son en la actualidad los aditivos más ampliamente utiliza- 
dos. Ellos producen la inclusión de aire en el concreto en forma de pequeñas burbujas dispersas. 
Esto mejora la manejabilidad y la durabilidad (principalmente la resistencia al congelamiento y a 
la abrasión) y reduce la segregación durante la colocación. Estos aditivos disminuyen la densidad 
del concreto debido a que aumentan la relación devacíos y por tanto disminuyen su resistencia; sin 
embargo, esta disminución puede balancearse parcialmente mediante la reducción del agua de 
mezcla sin que se pierda manejabilidad. El principal uso de los concretos con aire incorporado es 
en pavimentos, pero también se utilizan para estructuras, particularmente en elementos expuestos 
(ver la referencia 2.13). 
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Los aditivos acelerantes se utilizan. para reducir el tiempo de fraguado y acelerar el desarrollo 
inicial de resistencia. El acelerante más utilizado es el cloruro de calcio gracias a su bajo costo, 
pero debe ser utilizado con precaución en concreto preesforzado o en concreto reforzado en am- 
bientes húmedos, debido a SU tendencia a suscitar la corrosión del acero. Existen aditivos acelerantes 
patentados, sin cloruros y sin agentes corrosivos (ver la referencia 2.12). 

LOS aditivos retardantes delfraguado se utilizan principalmente para contrarrestar 10s efectos 
acelerantes de altas temperaturas ambientales y para mantener la trabajabilidad del concreto du- 
rante todo el periodo de colocación. Esto ayuda a eliminar el agrietamiento debido a deflexiones 
de la formaleta y también mantiene la trabajabilidad del concreto permitiendo el vaciado de con- 
creto adicional sin el desarrollo de juntas "frías". 

Algunos compuestos orgánicos e inorgánicos se utilizan para reducir el agua requerida en 
una mezcla de concreto para un asentamiento dado; estos compuestos se llaman plastificantes. 
Una reducción en la demanda de agua puede resultar bien sea en una reducción en la relación 
agua-cemento para un asentamiento y contenido de cemento dado, o en un aumento del asenta- 
miento para la misma relación agua-cemento y contenido de cemento. Los plastificantes trabajan 
reduciendo la fuerza entre partículas que existe entre los granos de cemento en la pasta fresca, 
aumentando así la fluidez de la pasta. Los aditivos reductores de agua de alto rango, o 
superplastifcantes, se utilizan para producir concretos de alta resistencia (ver la sección 2.12) con 
una baja relación agua-cemento manteniendo los altos asentamientos requeridos para una ade- 
cuada colocación y compactación del concreto. Los superplastificantes se diferencian de los aditi- 
vos reductores de agua convencionales en que no afectan la tensión superficial del agua en forma 
significativa; de esta manera pueden utilizarse en dosis más altas sin producir una excesiva incor- 
poración de aire (ver las referencias 2.12, 2.14 y 2.15). Los efectos particulares de los aditivos 
reductores de agua varían con los diferentes cementos, con cambios en la relación agua-cemento, 
con la temperatura de mezclado, con la temperatura ambiente y con otras condiciones del trabajo 
por lo cual se requieren en general mezclas de prueba. 

Las cenizas volantes y la microsílica no son estrictamente aditivos para el concreto pero se 
utilizan para remplazar una parte del cemento Portland en mezclas de concreto. Las cenizas 
volantes son subproductos de la precipitación electrostática de los gases producidos en plantas 
generadoras de energía que utilizan carbón. Están muy finamente divididas y reaccionan con el 
hidróxido de calcio en presencia de humedad para formar un material cementante. Tienden a 
aumentar la resistencia del concreto a edades superiores a los 28 días. La microsílica es un 
subproducto que resulta de la fabricación de aleaciones ferro-silíceas o metal sílice, en altos 
hornos de arco eléctrico. Está dividida en partículas extremadamente finas y es altamente 
cementante. En contraste con las cenizas volantes, la microsílica contribuye con la ganancia de 
resistencia a edades tempranas entre 3 y 28 días. Las cenizas volantes y la microsílica, particular- 
mente ésta última, han sido importantes en la producción de concreto de alta resistencia (ver la 
sección 2.12). Cuando se utilizan cenizas volantes o microsílica, o ambas, se acostumbra referir- 
se a la relación agua-materiales cementantes en lugar de la relación agua-cemento. Ésta puede 
llegar a ser tan baja como 0.25 para concretos de alta resistencia y han llegado a utilizarse rela- 
ciones de hasta 0.21 (ver las referencias 2.16 y 2.17). 

a. Cargas de corta duración 
El comportamiento de una estructura bajo carga depende en alto grado de las relaciones 
esfuerzo-deformación del material con el cual está construida, para el tipo de esfuerzo al que está 
sometido el material dentro de la estructura. Debido a que el concreto se utiliza principalmente en 
compresión, resulta de interés fundamental su curva esfuerzo-deformación unitaria a la compre- 
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sión. Esta curva se obtiene mediante mediciones apropiadas de la deformación unitaria en ensayos 
de cilindros (ver la sección 2.6) o en la zona de compresión de vigas. La figura 2.3 muestra un 
conjunto típico de estas curvas para concreto de densidad normal y de 28 días de edad, obtenidas 
a parfir de ensayos de compresión uniaxial realizados con velocidades de carga normales y mode- 
radas. La figura 2.4 muestra las curvas correspondientes para concretos livianos con densidades de 
1600 kg/m3. 

Todas las curvas tienen características similares. Todas tienen una porción inicial relativa- 
mente elástica y lineal en la cual el esfuerzo y la deformación unitaria son proporcionales, luego 
comienzan a inclinarse hacia la horizontal alcanzando el esfuerzo máximo, o sea la resistencia a la 
compresión para una deformación unitaria que varía aproximadamente entre 0.002 a 0.003, para 
concretos de densidad normal, y entre aproximadamente 0.003 y 0.0035 para concretos livianos 
(ver las referencias 2.18 y 2.19), donde los mayores valores en cada caso corresponden a las mayo- 
res resistencias. Todas las curvas muestran un tramo descendente después de que se ha alcanzado 

Deformación unitaria pulg/pulg 

FIGURA 2.3 
Curvas esfuerzo-deformación unitaria a la compresión, 
típicas para concreto de densidad normal con w, = 2300 
kg/m3 (adaptada de las referencias 2.18 y 2.19). 

FIGURA 2.4 
Curvas esfuerzo-deformación unitaria a la compresión, 
típicas para concretos livianos con w, = 1600 kg/m3 
(adaptada de las referencia 2.18 y 2.19). 

Deformación unitaria E, pulg/pulg 
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el esfuerzo pico; sin embargo, las características de las curvas después del esfuerzo pico dependen 
en alto grado del método de ensayo. Si se siguen procedimientos especiales en el ensayo para 
asegurar una tasa de deformación constante mientras que la resistencia del cilindro disminuye, 
pueden obtenerse largos tramos descendentes y estables (ver la referencia 2.20). Ante la ausencia 
de tales dispositivos especiales, la descarga puede llegar a ser muy rápida una vez pasado el punto 
de esfuerzo pico, en particular para los concretos de mayor resistencia, que son generalmente más 
frágiles que los de baja resistencia. 

En la práctica actual, la resistencia a la compresión especificada f,' para concretos de densi- 
dad normal fundidos en el sitio está comúnmente en el rango de 3000 a 5000 lb/pulg2 y puede llegar 
hasta aproximadamente 6000 1blpulg2 para elementos de concreto prefabricados y preesforzados. 
Las resistencias para concretos livianos están generalmente por debajo de estos valores. Los con- 
cretos de alta resistencia, con valores de f,' de hasta 12,000 1blpulg2, se utilizan cada vez con mayor 
frecuencia en particular para columnas muy cargadas en edificios de concreto de gran altura y en 
puentes de largas luces (la mayoría preesforzados) donde puede lograrse una reducción significa- 
tiva en la carga muerta mediante la minimización de las secciones transversales de los elementos 
(ver la sección 2.12). 

El módulo de elasticidad E, (en unidades 1blpulg2), es decir la pendiente del tramo recto 
inicial de la curva esfuerzo-deformación unitaria, aumenta con la resistencia del concreto. Para 
concretos con resistencias de aproximadamente 6000 1blpulg2, éste puede calcularse con suficiente 
precisión a partir de la siguiente ecuación empírica dada por el Código ACI: 

donde w, es el peso unitario del concreto endurecido en 1blpie3 y f,' es la resistencia en 1blpulg2. La 
ecuación 2.3 se determinó mediante el ensayo de concretos estructurales con valores de w, entre 
90 y 155 1blpie3. Para concretos corrientes de arena y piedra con w, = 145 1blpie3, el valor de E, 
puede calcularse como: 

Para resistencias a la compresión en el rango de 6000 a 12,000 1blpulg2, la ecuación del Código ACI 
sobreestima el valor de E, hasta en un 20 por ciento, tanto para materiales de peso normal como 
para materiales livianos. Con base en una investigación reciente en la Universidad de Cornell (ver 
las referencias 2.18 y 2.19), se recomienda aplicar la siguiente ecuación para los concretos de den- 
sidad normal con f,' en el rango de 3000 a 12,000 1blpulg2 y para concretos livianos entre 3000 y 
9000 1blpulg2: 

donde los términos y las unidades son iguales a los definidos anteriormente para las ecuaciones del 
Código ACI. 

La información relativa a las propiedades de resistencia del concreto, tal como la ya presen- 
tada, se obtiene usualmente mediante ensayos realizados sobre muestras de 28 días de edad. Sin 
embargo, el cemento continúa su hidratación y por tanto su endurecimiento, durante mucho tiem- 
po a una tasa cada vez menor. La figura 2.5 muestra una curva típica del aumento en la resistencia 
del concreto con la edad para concretos que utilizan cemento tipo 1 (normal) y cemento tipo 111 
(alta resistencia inicial), cada curva normalizada con respecto a la resistencia a la compresión a los 
28 días. Como se puede observar en la figura, los cementos de alta resistencia inicial producen un 
aumento más rápido en la resistencia a edades tempranas, aunque la tasa de aumento de resisten- 
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Días Años 

Edad (escala logarítmica) 

FIGURA 2.5 
Efectos de la edad en la resistencia a compre- 
sión f: para concretos curados al vapor (adapta- 
da de la referencia 2.21). 

cia disminuye generalmente para edades mayores. En plantas de prefabricación se utilizan con- 
cretos con cementos tipo 111, y su resistencia f,' se especifica a veces a los siete días en lugar de 
los 28 días. 

Debe observarse que la forma de la curva esfuerzo-deformación unitaria presenta impor- 
tantes variaciones al considerar varios concretos con la misma resistencia de cilindro y aún para 
el mismo concreto sometido a diferentes condiciones de carga. Un ejemplo de esto se muestra 
en la figura 2.6, donde se presentan las curvas para diferentes especímenes del mismo concreto 
cargados a diferentes tasas de deformación unitaria, desde uno que corresponde a una aplica- 
ción de carga relativamente rápida (0.001 pulglpulg por minuto) hasta uno que corresponde a 
una aplicación de carga extremadamente lenta (0.001 pulglpulg por 100 días). Se observa que el 
tramo descendente de la curva que indica la desintegración interna del material es mucho más 
pronunciado para las velocidades rápidas de carga que para las lentas. También puede verse que 
los picos de las curvas, es decir, las resistencias máximas alcanzadas, son un poco menores para 
tasas más lentas de deformación. 

Deformación unitaria en el concreto 

FIGURA 2.6 
Chvas esfuerzo-deformación unitaria para varias tasas de deformación 
en compresión concéntrica (adaptada de la referencia 2.22). 
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Al igual que otros materiales, cuando el concreto se comprime en una dirección se expande 
en la dirección transversal a aquélla de la aplicación del esfuerzo. La relación entre la deformación 
unitaria transversal y la longitudinal se conoce como relación de Poisson y depende de la resisten- 
cia, de la composición y de otros factores. Para esfuerzos menores a aproximadamente 0.7f,', la 
relación de Poisson para el concreto está entre 0.15 y 0.20. 

b. Cargas actuantes a largo plazo 
Para algunos materiales de ingeniería, como el acero, la resistencia y las relaciones 
esfuerzo-deformación unitaria son independientes de la velocidad y de la duración de la carga, 
por lo menos para los intervalos usuales de cambios de esfuerzos, temperaturas y otras variables. 
En contraste, la figura 2.6 ilustra la pronunciada influencia del tiempo, en este caso relacionado 
con la velocidad de aplicación de la carga, sobre el comportamiento del concreto bajo carga. La 
principal razón para esto es que el concreto fluye bajo carga, mientras que el acero no presenta 
flujo plástico bajo condiciones prevalecientes en edificios, puentes y construcciones similares. 

Elj7ujoplástico es la propiedad mediante la cual el material se deforma continuamente en el 
tiempo cuando está sometido a esfuerzo o carga constante. La naturaleza del proceso de flujo 
plástico se presenta esquemáticamente en la figura 2.7. Este concreto específico fue sometido a 
carga después de 28 días obteniéndose una deformación unitaria instantánea einSt' La carga se 
mantuvo por 230 días durante los cuales el flujo plástico aumentó la deformación unitaria total 
hasta casi tres veces la deformación unitaria instantánea. Si la carga se hubiera mantenido, la 
deformación hubiera continuado por la curva sólida. Si la carga se retira, como se muestra en la 
curva punteada, la mayor parte de la deformación instantánea se recupera, y se observa algu- 
na recuperación de la parte correspondiente al flujo plástico. Si el concreto vuelve a cargarse en 
una fecha posterior, las deformaciones instantánea y de flujo plástico vuelven a desarrollarse tal 
como se muestra. 

Para un concreto dado las deformaciones por flujo plástico son prácticamente proporciona- 
les a la magnitud del esfuerzo aplicado; para cualquier esfuerzo dado, los concretos de alta resis- 
tencia muestran menos flujo plástico que los de baja resistencia. Como se muestra en la figura 2.7, 

Edad, días 

FIGURA 2.7 
Curva típica de flujo plástico (concreto sometido a un esfuerzo de 600 1blpulg2 a una edad 
de 28 días). 

www.elsolucionario.org
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el flujo plástico continúa en el tiempo a una tasa cada vez menor y termina después de unos dos a 
cinco años en un valor final que, dependiendo de la resistencia del concreto y otros factores, alcan- 
za aproximadamente 1.2 a 3 veces la magnitud de la deformación unitaria instantánea. Si en lugar 
de aplicar la carga rápidamente y luego mantenerla constante, ésta se incrementa lenta y gradual- 
mente como es el caso en muchas estructuras durante y después de la construcción, las deforma- 
ciones unitarias instantánea y de flujo plástico ocurren de manera simultánea. Este efecto es el que 
se muestra en la figura 2.6, es decir, que las diferencias en la forma de la curva esfuerzo-deformación 
unitaria para diferentes velocidades de aplicación de carga son principalmente el resultado de las 
deformaciones por flujo plástico del concreto. 

Para esfuerzos que no exceden la mitad de la resistencia del cilindro, las deformaciones uni- 
tarias por flujo plástico son directamente proporcionales al esfuerzo. Debido a que las deforma- 
ciones unitarias elásticas iniciales son también proporcionales al esfuerzo en este rango, se puede 
definir el coeficiente de flujo plástico (creep coeficient): 

donde E,, es el valor asintótico final de la deformación unitaria adicional por flujo plástico, y es 
la deformación unitaria inicial instantánea cuando la carga se aplica por primera vez. El flujo 
plástico también se puede expresar en términos de flujo plástico espec@co d,,, definido como la 
deformación unitaria adicional en el tiempo por unidad de esfuerzo (1blpulg2). Puede demostrarse 
que 

c c u  = EcScu (2.7) 

Adicionalmente al nivel de esfuerzo, el flujo plástico depende de la humedad ambiente relativa 
promedio, siendo más del doble para el 50 que para el 100 por ciento de humedad (ver la referen- 
cia 2.4). La razón de esto es que, en parte, la reducción en volumen para carga sostenida se produ- 
ce por la migración del agua libre de los poros hacia el exterior, para evaporarse en la atmósfera 
circundante. Otros factores de importancia incluyen el tipo de cemento y agregados, la edad del 
concreto cuando se aplica la primera carga y la resistencia del concreto (ver la referencia 2.23). El 
coeficiente de flujo plástico es mucho menor para concretos de alta resistencia que para concretos 
de baja resistencia. Sin embargo, para concretos de alta resistencia los esfuerzos para cargas soste- 
nidas tienden a ser mayores, de manera que las deformaciones por flujo plástico pueden ser igual- 
mente altas, aunque el coeficiente de flujo plástico sea bajo. 

Los valores de la tabla 2.1, tomados de la referencia 2.24 y ampliados para concretos de alta 
resistencia con base en investigaciones recientes en la Universidad de Cornell, representan valores 
típicos para condiciones promedio de humedad y para concretos sometidos a carga a una edad de 
siete días. 

Como ilustración, si el concreto en una columna con f: = 4000 1blpulg2 está sometido a una 
carga que actúa a largo plazo con un esfuerzo sostenido de 1200 ~ b / ~ u l ~ ~ ,  después de varios años 

TABLA 2.1 
Parámetros típicos de flujo plástico 

Resistencia a la comprensión Flujo plástico especíñco dCu 
Coeficiente de 

Ib/pulg2 MPa 10d por Ib/pulg2 10d por MPa flujo plástico Ccu 

3000 21 1 .O0 145 3.1 
4000 28 0.80 116 2.9 
6000 41 0.55 80 2.4 
8000 . 55 0.40 58 2.0 
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bajo carga el valor final de la deformación unitaria por flujo plástico va a ser aproximadamente 
1200 x 0.80 x 1u6 = 0.00096 pulglpulg. Entonces, si la columna tuviera 20 pies de longitud, el 
flujo plástico produciría un acortamiento de aproximadamente 114 de pulgada. 

El coeficiente de flujo plástico para un tiempo dado C,,, puede relacionarse con el coeficien- 
te de flujo plástico último C,,. En la referencia 2.21, Branson sugiere la siguiente ecuación: 

donde t = tiempo en días después de la aplicación de la carga. 
En muchas situaciones especiales como por ejemplo para elementos o pórticos esbeltos o para 
construcción preesforzada, el diseñador debe tomar en cuenta el efecto combinado del flujo plás- 
tico y de la retracción de fraguado (ver la sección 2.11). En tales casos, en lugar de confiar en los 
valores dados en la tabla 2.1, debe obtener información más precisa sobre los parámetros del flujo 
plástico tales como los que se presentan en las referencias 2.21 ó 2.24. 

Las cargas sostenidas afectan no sólo la deformación unitaria sino también la resistencia del 
concreto. La resistencia de cilindros f,' se determina mediante ensayos con velocidades de aplica- 
ción de la carga normales (aproximadamente 35 1blpblg2 por segundo). Ensayos realizados por 
Rüsch (ver la referencia 2.22) y en la Universidad de Cornell (ver las referencias 2.25 y 2.26) han 
demostrado que para prismas y cilindros de concreto no reforzado, sometidos a cargas concéntricas, 
la resistencia bajo carga sostenida es significativamente menor que f,', en el orden de 75 a 85 por 
ciento de f,', para cargas que se mantienen por un año o más. De esta manera, un elemento some- 
tido a una sobrecarga sostenida que causa esfuerzos de compresión de por ejemplo el 85 por ciento 
de f,', puede fallar después de cierto tiempo aunque la carga no se haya aumentado. 

c. Fatiga 
Cuando el concreto está sometido a cargas fluctuantes en lugar de cargas sostenidas, su resistencia 
a la fatiga, al igual que para otros materiales, es considerablemente menor que su resistencia está- 
tica. Cuando en concretos simples se introducen esfuerzos cíclicos de compresión variando desde 
cero hasta el máximo esfuerzo, el límite de fatiga está entre el 50 y el 60 por ciento de la resistencia 
a la compresión estática, para 2,000,000 de ciclos. Para otros rangos de esfuerzos pueden realizarse 
estimativos razonables utilizando los diagrarnas modificados de Goodman (ver la referencia 2.24). 
Para otros tipos de esfuerzos aplicados, tales como esfuerzo de compresión por flexión en vigas de 
concreto reforzado o tensión por flexión en vigas no reforzadas o en el lado de tensión de vigas 
reforzadas, el límite de fatiga parece ser aproximadamente el 55 por ciento de la resistencia estáti- 
ca correspondiente. Sin embargo, estos datos deben usarse únicamente como guías generales. Se 
sabe que la resistencia a la fatiga del concreto no solamente depende de su resistencia estática sino 
también de las condiciones de humedad, de la edad y de la velocidad de aplicación de la carga (ver 
la referencia 2.27). 

RESISTENCIA A LA TENSIÓN 

Aunque el concreto se emplea de mejor manera cuando se utiliza su buena resistencia a la compre- 
sión, su resistencia a la tensión también es de importancia en varias situaciones. La formación y 
propagación de las grietas en el lado de tensión de elementos de concreto reforzado sometidos a 
flexión dependen principalmente de la resistencia a la tensión. También ocurren esfuerzos de ten- 
sión en el concreto como resultado de cortante, torsión y otras acciones, y en la mayoría de los 
casos el comportamiento del elemento cambia después de ocurrido el agrietamiento. Como resul- 
tado de lo anterior, es de fundamental importancia una predicción suficientemente precisa de la 
resistencia a la tensión del concreto. 
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La determinación de la resistencia a la tensión real del concreto tiene dificultades experi- 
mentales considerables. En los ensayos de tensión directa, pequeños desalineamientos y concentra- 
ciones de esfuerzos en las mordazas de agarre pueden llegar a estropear los resultados. Durante 
muchos años, la resistencia a la tensión se ha medido en términos del módulo de rotura f,., es decir, 
el esfuerzo de tensión por flexión calculado a partir de la carga de fractura de una viga de prueba 
en concreto simple. Debido a que este esfuerzo nominal se calcula bajo la suposición de que el 
concreto es un material elástico, y dado que este esfuerzo de flexión está localizado en la superficie 
exterior, éste tiende a ser mayor que la resistencia del concreto en tensión axial uniforme. Este 
esfuerzo es entonces una medida de la resistencia a la tensión axial real pero no es idéntica a ella. 

Más recientemente se ha propuesto el resultado del llamado ensayo de tensión indirecta (split- 
cylinder test) como una medida de la resistencia a la tensión del concreto. Un cilindro de concreto 
de 6 x 12 pulgadas, igual al utilizado para los ensayos de compresión, se introduce en una máquina 
para ensayos de compresión en posición horizontal, de manera que la compresión se aplique uni- 
formemente a lo largo de dos líneas generadoras opuestas. Entre las platinas de compresión de la 
máquina y el cilindro se insertan cojinetes con el fin de uniformar y distribuir la presión. Puede 
demostrarse que para un cilindro elástico sometido a carga de esta manera, se genera un esfuerzo 
de tensión aproximadamente uniforme y de magnitud 2PldL en dirección perpendicular al plano 
de aplicación de la carga. Correspondientemente, los cilindros sometidos a este ensayo se parten 
en dos mitades a lo largo de este plano para un esfuerzo f,, que puede calcularse a partir de la 
expresión anterior. P es la carga de compresión aplicada cuando ocurre la falla y d y L son el 
diámetro y la longitud del cilindro, respectivamente. Debido a las condiciones locales de esfuerzo 
en las líneas de carga y a la presencia de esfuerzos perpendiculares a los esfuerzos de tensión antes 
mencionados, los resultados de los ensayos de tensión indirecta no son idénticos a la resistencia a 
la tensión axial real, pero se cree que son una buena medida de ella. Los resultados de todos los 
tipos de ensayos para determinar la resistencia a la tensión muestran una dispersión considerable- 
mente mayor que la de los ensayos a compresión. 

La resistencia a la tensión determinada con cualquiera de los ensayos anteriores no presenta 
una buena correlación con la resistencia a la compresión f,'. En apariencia, la resistencia a la 
tensión para concretos de arena y grava depende principalmente de la resistencia de la unión entre 
la pasta de cemento endurecida y el agregado, mientras que para concretos livianos depende prin- 
cipalmente de la resistencia a la tensión de los agregados porosos. Por otro lado, la resistencia a la 
compresión depende menos de estas características particulares. 

Existe una mejor correlación entre las diferentes medidas de la resistencia a la tensión y la 
raíz cuadrada de la resistencia a la compresión. Por ejemplo, la resistencia a la tensión directa varía 
entre aproximadamente 3 y 5E para concretos de densidad normal, y entre aproximadamente 2 
y 3 f i  para concretos livianos de todo tipo. En la tabla 2.2 se resumen rangos de valores típicos 
para resistencias determinadas a partir de los ensayos de tensión indirecta y a partir del módulo de 
rotura. En estas expresiones, f,' está expresada en unidades de lb/pulg2 y las resistencias a la ten- 
sión resultantes se obtienen también en lb/pulg2. 

TABLA 2.2 
Rangos aproximados de resistencia a la tensión del concreto 

Concreto de Concreto de 
peso normal peso liviano 

(ib/puig2) ílb1pulg2) 

Resistencia a la tensión directa f: 3 a 5 E  2 a 3 E  

Resistencia a la tensión indirecta fct 6 a 8 E  4 a 6 E  

MóduIo de rotura fr  8 a 1 2 E  6 a 8 E  
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Estas expresiones aproximadas muestran que las resistencias a la tensión y a la compresión 
no son de ningún modo proporcionales y que cualquier incremento en la resistencia a la compre- 
sión, tal como el que se logra bajando la relación agua-cemento, está a@omp-do por un incre- 
mento porcentual mucho menor en la resistencia a la tensión. 

El Código ACI recomienda un módulo de rotura 6' igual a 7 5 f i  para concretos de peso 
normal, valor que debe multiplicarse por 0.85 para concretos hechos con arenas livianas y por 0.75 
para concretos hechos con agregados livianos de cualquier tipo, con valores de 6 . 4 E  y 5 . 6 E  

respectivamente, para estos materiales. 

RESISTENCIA BAJO ESFUERZOS COMBlNADOS 

En muchas situaciones estructurales, el concreto está sometido a la vez al efecto de varios esfuer- 
zos actuando en diferentes direcciones. Por ejemplo, en el caso de vigas, la mayor parte del concre- 
to está sometido simultáneamente a esfuerzos de compresión y de corte, y en losas y zapatas a 
compresión en dos direcciones perpendiculares más cortante. Mediante los métodos bien conoci- 
dos de estudio de la mecánica estructural, cualquier estado de esfuerzos combinados, sin importar 
qué tan complejo sea, puede reducirse a tres esfuerzos principales perpendiculares entre sí en un 
cubo elemental orientado adecuadamente en el material. Alguno o todos los esfuerzos principales 
pueden ser de tensión o de compresión. Si alguno de ellos es cero, se dice que existe un estado de 
esfuerzos biaxial; si dos de ellos son cero, el estado de esfuerzos es uniaxial, ya sea compresión 
simple o tensión simple. En la mayoría de los casos se conocen únicamente las propiedades de 
resistencia uniaxial del material a partir de ensayos simples tales como la resistencia del cilindro f,' 
y la resistencia a la tensión f;. Para predecir la resistencia de estructuras en las cuales el concreto 
está sometido a un estado de esfuerzos biaxial o triaxial, sería deseable poder calcular la resisten- 
cia del concreto en dicho estado de esfuerzos, conociendo únicamente los valores de f,' o de f,' y f; 
a partir de los ensayos simples. 

A pesar de la extensa y continua investigación, no ha emergido aún una teoría general de la 
resistencia del concreto bajo esfuerzos combinados. Se han adaptado varias teorías al concreto 
tales como la del esfuerzo máximo, la de la deformación máxima, la teoría de Mohr-Coulomb y la 
del esfuerzo cortante octaédrico, las cuales se discuten en los textos de mecánica estructural (ver 
las referencias 2.28 a 2.32), aunque ninguna de ellas ha tenido éxito completo. Investigaciones 
recientes indican que el enfoque de la mecánica de fracturas no lineal puede usarse con éxito para 
estudiar la propagación de grietas de tensión (ver la referencia 2.33). En el momento, ninguna de 
estas teorías ha sido aceptada en forma general y muchas tienen contradicciones internas obvias. 
La principal dificultad para el desarrollo de una teoría de resistencia general y adecuada radica en 
la naturaleza altamente heterogénea del concreto y en el grado en que su comportamiento, cuando 
está sometido a altos esfuerzos y en la fractura, está influenciado por la microfisuración y otros 
fenómenos discontinuos (ver la referencia 2.34). 

Sin embargo, diferentes ensayos han permitido establecer adecuadamente la resistencia del 
concreto, al menos para el estado de esfuerzos biaxial (ver las referencias 2.35 y 2.36). Los resulta- 
dos pueden presentarse en la forma de diagramas de interacción tal como el de la figura 2.8, el cual 
muestra la resistencia en la dirección 1 como una función del esfuerzo aplicado en la dirección 2. 
Todos los esfuerzos se han normalizado en términos de la resistencia a la compresión f,'. Puede 
observarse que en el cuadrante que representa la compresión biaxial se ha alcanzado un incremen- 
to en la resistencia de hasta aproximadamente el 20 por ciento con respecto al esfuerzo a la com- 
presión uniaxial, donde la magnitud del incremento depende de la relación entre f2 y fi. En el 
cuadrante de tensión biaxial, la resistencia en la direccibn 1 es prácticamente independiente del 
esfuerzo en la dirección 2. Cuando se combina tensión en la dirección 2 con compresión en la 
dirección 1, la resistencia a la compresión se reduce en forma lineal y viceversa. Por ejemplo, una 
compresión lateral de aproximadamente la mitad de la resistencia a la compresión uniaxial reduci- 
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rá la resistencia a la tensión a casi la mitad con relación al valor uniaxial. Este hecho es de gran 
importancia para predecir el agrietamiento a tensión diagonal, de por ejemplo, vigas de gran altu- 
ra o muros de corte. 

Son pocas las investigaciones experimentales relacionadas con la resistencia triaxial del con- 
creto, debido principalmente a la dificultad práctica de aplicar carga en tres direcciones simultá- 
neas sin introducir restricciones significativas con el equipo de carga (ver la referencia 2.37). A 
partir de la información disponible en el momento, pueden obtenerse las siguientes conclusiones 
tentativas con relación a la resistencia triaxial del concreto: (1) en un estado de compresión triaxial 
con esfuerzos iguales, la resistencia del concreto puede ser hasta de un orden de magnitud mayor 
que la resistencia a la compresión uniaxial; (2) para una compresión biaxial con esfuerzos iguales, 
combinada con un valor de compresión menor en la tercera dirección, puede esperarse un aumen- 
to mayor del 20 por ciento en la resistencia; y (3) para estados de esfuerzos que incluyen compre- 
sión combinada con tensión en por lo menos otra dirección, el esfuerzo principal intermedio tiene 
poca influencia y la resistencia a la compresión puede predecirse en forma segura con base en la 
figura 2.8. 

De hecho, la resistencia del concreto bajo esfuerzos combinados no puede aún calcularse en 
forma racional, e igualmente importante, en muchas situaciones en estructuras de concreto resulta 
imposible calcular todos los esfuerzos actuantes con sus respectivas direcciones; éstas son dos de 
las principales razones para seguir confiando en los ensayos experimentales. Debido a esto, el 
diseño de estructuras de concreto reforzado sigue basándose más en una amplia información expe- 
rimental que en una teoría analítica consistente, en particular para las muchas situaciones en que 
se presentan esfuerzos combinados. 

FIGURA 2.8 
Resistencia del concreto bajo esfuerzo biaxial (adaptada de la referencia 2.36). 
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EFECTOS DE RETRACCI~N Y TEMPERATURA 

Las deformaciones unitarias discutidas en la sección 2.8 eran inducidas por esfuerzos causados por 
cargas externas. Influencias de naturaleza diferente hacen que el concreto, aún libre de cualquier 
tipo de carga externa, sufra deformaciones y cambios de volumen. De éstas, las más importantes 
son la retracción de fraguado y los efectos de los cambios de temperatura. 

a. Retracción de fraguado 

Como se discutió en las secciones 2.2 y 2.4, cualquier mezcla de concreto trabajable contiene más 
agua que la requerida para hidratación. Si el concreto está expuesto al aire, la mayor parte de esta 
agua libre se evapora en el tiempo, la tasa y el grado de secado dependiendo de las condiciones de 
temperatura y humedad ambiente. En la medida en que el concreto se seca, se retrae en volumen 
probablemente debido a la tensión capilar que se desarrolla en el agua que permanece en el con- 
creto. Por el contrario, si el concreto seco se sumerge en el agua, se expande recuperando la mayor 
parte del volumen perdido en la retracción. La retracción, que continúa durante varios meses a 
tasas cada vez menores, puede ser una propiedad del concreto, perjudicial en varios aspectos, que 
depende de la configuración del elemento. Cuando no se controla de manera adecuada, puede 
causar grietas poco agradables a la vista y usualmente perjudiciales en losas, muros, etc. En estruc- 
turas estáticamente indeterminadas (como son la mayoría de las estructuras de concreto) la retrac- 
ción puede causar esfuerzos altos y potencialmente peligrosos. En concreto preesforzado, ésta 
lleva a pérdidas parciales en los esfuerzos iniciales. Por estas razones, es esencial minimizar y 
controlar la retracción de fraguado. 

Considerando la naturaleza misma del proceso, resulta claro que el factor determinante de la 
cantidad de retracción de fraguado final es el contenido de agua unitario del concreto fresco. Esto 
se ilustra en la figura 2.9, la cual muestra la cantidad de retracción de fraguado en unidades de 
0.001 pulglpulg para diferentes cantidades de agua de mezcla. En todos los ensayos se utilizaron 

FIGURA 2.9 
Efecto del contenido de.agua en la retracción 
de fraguado por secado (adaptado de la referen- 

Libras de agua por yarda cúbica de concreto fresco cia 2.4). 
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los mismos agregados, pero además del contenido de agua, la cantidad de cemento se modificó en 
forma independiente, desde cuatro hasta once bultos por yarda cúbica de concreto. Esta amplia 
variación en el contenido de cemento tuvo apenas efectos menores en la magnitud de la retracción 
de fraguado, en comparación con el efecto del contenido de agua; esto se hace evidente al observar 
el ancho de la franja que incluye todos los resultados de los ensayos para la amplia variación en los 
contenidos de cemento. A partir de lo anterior, es evidente que la mejor manera para disminuir la 
retracción de fraguado es reduciendo el contenido de agua del concreto fresco al mínimo compa- 
tible con la manejabilidad requerida. Adicionalmente, un curado prolongado y cuidadoso resulta 
benéfico para el control de dicha retracción. 

Para concretos normales, los valores de retracción de fraguado final están generalmente en 
el orden de 400 x low6 a 800 x 1w6 pulglpulg dependiendo del contenido inicial de agua, de la 
temperatura y humedad ambiente, y de la naturaleza de los agregados. Los valores de retracción 
de fraguado del concreto con agregados altamente absorbentes, tales como areniscas y pizarras, 
pueden ser dos y más veces mayores que los obtenidos con materiales menos absorbentes como 
son los granitos y algunas limolitas. Debido a su alta porosidad, los concretos producidos con algu- 
nos agregados livianos resultan fácilmente con valores de retracción de fraguado mucho mayores 
que los concretos normales. 

Para algunos propósitos, como la predicción de las pérdidas de fuerza en el tiempo en vigas 
de concreto preesforzado, es importante estimar la magnitud de la retracción de fraguado como 
función del tiempo. Estudios a largo plazo (ver la referencia 2.21) muestran que para concretos 
curados en ambiente húmedo, la retracción de fraguado ocurrida en un tiempo t después de los 
siete días iniciales, puede predecirse en forma satisfactoria mediante la ecuación 

donde esh,, es la deformación unitaria por retracción de fraguado en el tiempo t en días, y esh,, es el 
valor último después de un largo periodo. La ecuación 2.9 aplica para condiciones estándares, que 
según la referencia 2.21 corresponden a una humedad por debajo del 40 por ciento y para un 
espesor promedio del efemento de 6 pulgadas, y aplica tanto para concretos de peso normal como 
para concretos livianos. Para condiciones no estándares deben aplicarse unos factores de modifi- 
caci6n y para elementos curados al vapor se presentan ecuaciones adicionales. 

Para estructuras en las cuales resulte especialmente importante una reducción en el agrieta- 
miento, tales como tableros de puentes, losas de pavimento y tanques para almacenamiento de 
líquidos, resulta apropiado la utilización de concreto con cemento expansivo. El cemento compen- 
sado por retracción está constituido y dosificado de manera que el concreto aumente su volumen 
después del fraguado y durante el endurecimiento. Cuando el concreto está restringido por el 
refuerzo o por cualquier otro medio, la tendencia a la expansión se traduce en una compresión. 
Con el secado subsecuente, la retracción de fraguado generada, en lugar de causar un esfuerzo de 
tensión en el concreto que de otra manera produciría agrietamiento, simplemente reduce o relaja 
las deformaciones expansivas producidas por la expansión inicial (ver la referencia 2.38). El ce- 
mento expansivo se produce mediante la adición de una fuente de aluminato reactivo al cemento 
Portland corriente; aproximadamente el 90 por ciento del cemento compensado por retracción 
está fabricado con los componentes del cemento Portland convencional. De los tres tipos princi- 
pales de cemento expansivo que se producen, sólo el tipo K está disponible comercialmente en 
los Estados Unidos; es casi un 20 por ciento más costoso que el cemento Portland corriente (ver 
la referencia 2.39). La norma ASTM C845, "Standard Specification for Expansive Hydraulic 
Cement", establece los requisitos para el cemento expansivo. Los aditivos corrientes pueden 
utilizarse en concreto compensado por retracción, pero se requiere realizar mezclas de prueba 
debido a que algunos aditivos, particularmente algunos agentes incorporadores de aire, no son 
compatibles con ciertos cementos expansivos. 



b. Efectos de los cambios de temperatura 
Como muchos otros materiales, el concreto se expande con un aumento en la temperatura y se 
contrae con una disminución en la misma. Los efectos de tales cambios en el volumen son similares 
a aquéllos causados por la retracción de fraguado, es decir, la contracción por temperatura puede 
llevar a agrietamientos considerables, particularmente cuando se superpone a la retracción de 
fraguado. En estructuras indeterminadas, las deformaciones debidas a cambios de temperatura 
pueden causar esfuerzos altos y en ocasiones dañinos. 

El coeficiente de expansión y contracción térmica varía relativamente dependiendo de los 
tipos de agregados y de la riqueza de la mezcla. Éste está por lo general en el rango de 4 x lo4 a 
7 x 10-6 pulgípulg por "E Para efectos del cálculo de esfuerzos y deformaciones unitarias causadas 
por cambios de temperatura se acepta generalmente como satisfactorio un valor de 5.5 x lo4 (ver 
la referencia 2.4). 

CONCRETO DE ALTA RESISTENCIA 
En años recientes se ha venido presentando un interés creciente por los concretos de alta resisten- 
cia. Aunque la definición exacta es arbitraria, el término se refiere a concretos con resistencias a la 
compresión uniaxial en el rango de 6000 a 12,000 1blpulg2 o más. Estos concretos pueden fabricarse 
utilizando cementos, arena y piedras cuidadosamente seleccionadas pero por lo general disponi- 
bles; algunos aditivos, incluyendo superplastificantes reductores de agua de alto rango, cenizas 
volantes y microsílica; además de un control de calidad muy cuidadoso durante la producción (ver 
las referencias 2.40 y 2.41). Con lo anterior, además de lograr una mayor resistencia a la compre- 
sión, se mejoran casi todas las demás propiedades de ingeniería, lo que lleva a la utilización del 
término alternativo, concreto de alto desempeño. 

La aplicación más común del concreto de alta resistencia ha sido en las columnas de edifi- 
cios altos donde el concreto normal resultaría en secciones transversales inaceptablemente gran- 
des, con la pérdida de espacio valioso de piso útil. Se ha demostrado que la utilización de mezclas 
de concreto de alta resistencia, aunque más costosas, no solamente aumenta el área de piso 
utilizable, sino que también resulta más económico que aumentar la cantidad de acero de re- 
fuerzo. Concreto de hasta 12,000 lblpulg2 se especificó en las columnas de los pisos inferiores del 
311 South Wacker Drive en Chicago (ver figura 2.10), con una altura total de 946 pies, hasta hace 
poco tiempo el más alto del mundo, pero que ha sido superado por otros de mayor altura. En la 
actualidad el más alto es el Central Plaza de Hong Kong, con una altura total de 1230 pies (ver la 
referencia 2.42). 

Para el caso de puentes también se presentan ventajas significativas mediante la utilización 
de secciones transversales menores, con la reducción resultante en carga muerta lo cual permite 
mayores luces. El mayor módulo elástico y el menor coeficiente de flujo plástico resultan en 
deflexiones instantáneas y a largo plazo reducidas, y en el caso de puentes preesforzados se logran 
menores pérdidas en la fuerza de preesfuerzo tanto inicial como en el tiempo. Otras aplicaciones 

, recientes del concreto de alta resistencia incluyen estructuras costa afuera para explotación de 
petróleo, edificios para parqueo, realces en tableros de puentes, rebosaderos en presas, bodegas y 
losas industriales pesadas (ver la referencia 2.43). 

Un requisito esencial para el concreto de alta resistencia es una baja relación agua-cemento. 
Para concretos normales, ésta está usualmente en el intervalo de 0.40 a 0.60 en peso, en tanto que 
para mezclas de alta resistencia puede ser tan baja como 0.25 o aún menor. Con el fin de permitir 
un vaciado adecuado que de otra manera sería una mezcla con cero asentamiento, resultan esen- 
ciales los aditivos reductores de agua de amplio rango o "superplastificantes" que pueden aumen- 
tar los asentarnientos hasta valores de 6 u 8 pulgadas. Otros aditivos incluyen usualmente cenizas 
volantes y microsílica (ver sección 2.7). 
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FIGURA 2.10 
311 South Wacker Drive en Chicago, actual1 
te uno de los edificios más altos del mundo. 
las columnas de los primeros pisos se utilizó 
concreto de alta resitencia con fi = 12,000. 

nen- 
En 

Recientemente se ha dedicado mucha investigación al establecimiento de los fundamentos y 
propiedades de ingeniería de los concretos de alta resistencia, al igual que a las características de 
ingeniería de los elementos estructurales construidos utilizando este nuevo material (ver las refe- 
rencias 2.44 a 2.49). En la actualidad existe gran cantidad de información que le permite al ingenie- 
ro usar el concreto de alta resistencia con confianza, cuando sus ventajas justifican el alto costo. 
Las curvas de resistencia a la compresión que se muestran en las figuras 2.3 y 2.4 ilustran diferen- 
cias importantes en comparación con el concreto normal, incluyendo un mayor módulo de elastici- 
dad y un rango más extenso de respuesta lineal elástica; las desventajas incluyen comportamiento 
frágil (ver la figura 2.11) y una capacidad de deformación unitaria última algo reducida. Los coefi- 
cientes de flujo plástico son significativamente menores como lo indica la tabla 2.1. La resistencia 
bajo cargas sostenidas es una fracción mayor de la resistencia estándar del cilindro (ver las referen- 
cias 2.25 y 2.26) y la información ahora disponible confirma su durabilidad mejorada y su resisten- 
cia a la abrasión (ver las referencias 2.48 y 2.50). Con mayor experiencia en aplicaciones prácticas 
y con la actualización gradual de los códigos de diseño para reconocer las propiedades del concreto 
de alta resistencia ahora disponible, se puede esperar un uso mucho más amplio de este tipo de 
concretos. 

ACEROS DE REFUERZO PARA EL CONCRETO 
La resistencia útil tanto a tensión como a compresión de los aceros comunes, es decir, la resisten- 
cia a la fluencia, es aproximadamente quince veces la resistencia a la compresión del concreto 
estructural común y más de 100 veces su resistencia a la tensión. Por otro lado, el acero es un 
material mucho más costoso que el concreto. De esto resulta que los dos materiales se emplean 

www.elsolucionario.org
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FIGURA 2.11 
Cilindro de concreto de alta resistencia 
ensayo después de ser sometido a carga 
hasta la falla; nótese la superficie de fri 
típicamente lisa, con pocos contactos ei 
agregado. 

para 
i uniaxial 
ictura 
itre 

mejor en combinación si el concreto se utiliza para resistir los esfuerzos de compresión y el acero 
los esfuerzos de tensión. De esta manera, en vigas de concreto reforzado, el concreto resiste la 
fuerza de compresión, barras de acero de refuerzo longitudinal colocadas cerca a la cara de tensión 
resisten las fuerzas de tensión y barras de acero adicionales resisten los esfuerzos de tensión incli- 
nados causados por las fuerzas cortantes en las vigas. A pesar de esto, el refuerzo también se utiliza 
para resistir fuerzas de compresión, especialmente cuando se desea reducir la sección transversal 
de elementos a compresión, como es el caso de las columnas de los primeros pisos de edificios 
altos. Aún si esta necesidad no existiera, una mínima cantidad de refuerzo se coloca en todos los 
elementos a compresión para asegurarlos contra el efecto de pequeños momentos flectores acci- 
dentales que pueden agrietar y aún producir la falla de un elemento no reforzado. 

Para lograr una acción efectiva del refuerzo, es esencial que el acero y el concreto se defor- 
men en forma conjunta, es decir, es necesario que haya una adherencia suficientemente fuerte 
entre los dos materiales para asegurar que no ocurrirán movimientos relativos entre las barras de 
refuerzo y el concreto circundante. Esta unión se produce por la fuerte adhesión química que se 
desarrolla en la interface acero-concreto, por la rugosidad natural de la superficie de las barras de 
refuerzo laminadas en caliente y por los resaltes superjlciales poco espaciados que se forman en las 
barras de refuerzo (barras corrugadas) con el fin de proveer un alto grado de entrelazamiento 
entre los dos materiales. 

Las características adicionales que llevan a un comportamiento conjunto satisfactorio entre 
el concreto y el acero son las siguientes: 

1. Los coeficientes de expansión témica entre los dos materiales, aproximadamente 6.5 x lo4 " F  
(12 X para el acero vs. un promedio de 5.5 x "F1  (10 x lo4 "c-l) para el 
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concreto, están suficientemente cerca para no producir agrietamiento y otros efectos no desea- 
bles debidos a las deformaciones térmicas diferenciales. 

2. En tanto que la resistencia a la corrosión del acero descubierto es pobre, el concreto que rodea el 
acero de refuerzo provee una excelente protección minimizando los problemas de corrosión y 
los correspondientes costos de mantenimiento. 

3. La resistencia alfuego del acero desprotegido se ve empeorada por su alta conductividad térmi- 
ca y por el hecho de que su resistencia disminuye considerablemente a altas temperaturas. Por 
el contrario, la conductividad térmica del concreto es relativamente baja. De esta manera, los 
daños producidos por una exposición prolongada al fuego, si es que se presentan, están general- 
mente limitados a la superficie exterior del concreto y una moderada cantidad de recubrimiento 
de concreto proporciona suficiente aislamiento térmico al refuerzo embebido. 

El acero se utiliza de dos maneras en las estructuras de concreto: como acero de refuerzo y 
como acero de preesfuerzo. El acero de refuerzo se coloca en las formaletas antes de vaciar el 
concreto. Los esfuerzos en el acero, al igual que en el concreto endurecido, están causados única- 
mente por las cargas sobre la estructura, excepto por posibles esfuerzos parásitos generados a 
partir de la retracción de fraguado o causas similares. En contraste, en estructuras de concreto 
preesforzado se aplican altas fuerzas de tensión al refuerzo antes de que éste actúe en forma con- 
junta con el concreto para resistir las cargas externas. Los aceros para estos dos usos son muy 
diferentes y se discuten por separado. 

BARRAS DE REFUERZO 

El tipo más común de acero de refuerzo (distinguiéndolo de los aceros de preesfuerzo) viene en 
forma de barras circulares llamadas por lo general varillas y disponibles en un amplio intervalo de 
diámetros aproximadamente de # hasta 1; de pulgada para aplicaciones normales y en dos tama- 
ños de barra pesados de aproximadamente l$ y 2$ de pulgada. Estas barras vienen corrugadas 
para aumentar la resistencia al deslizamiento entre el acero y el concreto. Los requisitos mínimos 
para los resaltes superficiales (espaciamiento, proyección, etc). se han determinado mediante in- 
vestigación experimental. Diferentes fabricantes de barras utilizan diversos patrones, todos los 
cuales satisfacen estos requisitos. La figura 2.12 muestra diferentes tipos de barras corrugadas. 

FIGURA 2.12 
Tipos de barras de refuerzo corrugadas. 
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TABLA 2 3  
Resumen de requisitos mínimos de resistencia de la ASTM 

Parrilla de barras 
wrrugadas 

Producto 

Barras de refuerzo 

Barras recubiertas 
con zinc 

Alambre 
Liso 

Grado 
o tipo 

Grado 40 
Grado 60 
Grado 75 

Grado 50 
Grado 60 

Grado 40 
Grado 60 

Especificación 
ASMT 

A615 

A616 

A617 

A184 

Barras recubiertas 
con epóxico 

Igual que para barras 
de refuerzo 

A767 

Resistencia mínima 
a la fluencia 

Ub/pulg2 MPa 

40,000 (275) 
60,000 (415) 
75,000 (515) 

50,000 (345) 
60,000 (415) 

40,000 (275) 
60,000 (415) 

Igual que para barras 
de refuerzo 

A775 

Corrugado 

Malla electrosoldada 
de alambrón 
Liso 

W1.2 y mayor 
Menor que W1.2 

Alambre 

Resistencia máxima 
a la tensión 

klb/pulg2 MPa 

70,000 (480) 
90,000 (620) 

100,000 (690) 

80,000 (550) 
90,000 (620) 

70,000 (480) 
90,000 (620) 

Igual que para barras 
de refuerzo 

I I 

Corrugado 

Tendones de preesfuerzo 
Torón de siete 

alambres 

A496 

A185 

A497 

A416 Grado 250 
(libres de esfuerzos 
residuales) 

Grado 250 
(baja relajación) 

Grado 270 
(libres de esfuerzos 
residuales) 

Grado 270 
(baja relajación) 

75,000 (515) 

65,000 (450) 
56,000 (385) 

I A421 I 

85,000 (585) 

75,000 (515) 
70,000 (480) 

212,500 (1465) 

225,500 (1555) 

229,500 (1580) 

243,500 (1675) 

Libres de esfuerzos 
residuales 

Baja relajación 

a Peso no menos de 1.25 veces la resistencia a la frecuencia real. 
La resistencia mínima depende del tamaño del alambre. 
No incluido en el ACI 4. 

Fuente: de la referencia 2.51. 

250,000 (1725) 

250,000 (1725) 

270,000 (1860) 

270,000 (1860) 

199,750 (1375) a 
212,500 (1465)b 

211,500 (1455) a 
225,000 (1550)b 

Barras 

Torón compactoc 

235,000 (1620) a 
250,000 (1725)b 

235,000 (1620) a 
250,000 (1725)b 

Tipo liso 
Tipo corrugado 

Tipo 245 
Tipo 260 
Tipo 270 

A722 

A779 

127,500 (880) 
120,000 (825) 

241,900 (1480) 
228,800 (1575) 
234,900 (1620) 

150,000 (1035) 
150,000 (1035) 

247,000 (1700) 
263,000 (1810) 
270,000 (1860) 
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Los tamaños de las barras se denominan mediante números, siendo los más usados los núme- 
ros 3 a 11 y 14 y 18 que representan dos barras de tamaño especial tal como se mencionó previamen- 
te. La denominación mediante el número en lugar del diámetro se ha adoptado debido a que las 
estrías superficiales hacen imposible definir un solo valor medido del diámetro. Los números se 
han organizado de manera que el número de la denominación corresponde muy cercanamente al 
número de diámetros de de pulgada. Por ejemplo, una barra No. 5 tiene un diámetro nominal de 
8 de pulgada. La tabla A.l del apéndice A presenta las áreas, los perímetros y los pesos de las 
barras estándar. Las tablas A.2 a A.4 dan información similar para grupos de barras. 

a. Grados y resistencias 
En concreto reforzado existe una tendencia a largo plazo a la utilización de materiales de alta 
resistencia tanto para el acero como para el concreto. Las barras de refuerzo con esfuerzos de 
fluencia de 40 klblpulg2, de uso estándar 25 años atrás, han sido remplazadas casi en su totalidad 
por barras con esfuerzos de fluencia de 60 klblpulg2, debido a que éstas últimas son más económi- 
cas y tienden a reducir la congestión del acero en las formaletas. Barras con esfuerzos de fluencia 
de 75 klblpulg2 se están utilizando de manera creciente en columnas. En la tabla 2.3 se presentan 
todos los aceros de refuerzo actualmente disponibles, su grado o denominación, la especificación 
ASTM que define sus propiedades en detalle (incluyendo deformaciones) y sus dos valores míni- 
mos principales de resistencia especificada. Las barras grado 40 ya no están disponibles en tama- 
ños mayores que el No. 6, las barras grado 50 están disponibles hasta la No. 11 y las barras grado 75 
están disponibles en tamaños No. 6 y superior. 

La soldadura de barras para hacer empalmes o por conveniencia en la fabricación de 
entramados de refuerzo para colocación en las formaletas, puede resultar en cambios metalúrgi- 
cos que reducen tanto la resistencia como la ductilidad y, por tanto, deben establecerse restriccio- 
nes especiales sobre el tipo de acero utilizado y el procedimiento de soldadura. Las disposiciones 
de la ASTM A706 se refieren específicamente a la soldadura. 

El Código ACI permite aceros de refuerzo con fy de hasta 80 klblpulg2. Estos aceros de alta 
resistencia generalmente fluyen en forma gradual pero no tienen una plataforma de fluencia (ver 
la figura 2.14). Considerando esta situación, se exige que la deformación unitaria total para la 
resistencia a la fluencia mínima especificada no exceda de 0.0035. Esto es necesario para lograr 
que los métodos de diseño actuales, que fueron desarrollados para aceros de fluencia repentina 
con plataformas de fluencia, sean aplicables a estos aceros de alta resistencia. En'condiciones 
especiales, aceros en este rango de altas resistencias tienen su aplicación, por ejemplo, en las co- 
lumnas de los primeros pisos de edificios altos. 

Con el fin de distinguir en forma fácil los diferentes grados y tamaños de las barras, lo cual es 
necesario para evitar usos accidentales de barras de menor resistencia o menor tamaño que las 
requeridas en el diseño, todas las barras corrugadas se suministran contramarcadas. Estas marcas 
identifican la siderúrgica que las produce (usualmente una inicial), el número del tamaño de la 
barra (3 a 18), el tipo de acero (S para lingote, un signo para rieles de acero; A para aceros usados 
en ejes y W para acero de baja aleación correspondientes a las especificaciones ASTM A615, 
A616, A617 y A706, respectivamente) y una marca adicional para identificar los aceros de alta 
resistencia. Las barras grado 60 tienen una línea longitudinal o el número 60; las barras grado 75 
tienen dos líneas longitudinales o el número 75. Las marcas de identificación se muestran en la 
figura 2.13. 

b. Curvas esfuerzo-deformación unitaria 
Las dos características numéricas principales que determinan los rasgos de una barra de refuerzo 
son supunto defluencia (generalmente igual en tensión que en compresión) y su módulo de elasti- 
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Resaltes ~rinci~ales 

Resaltes ~rinci~ales . . 

o de la barra No. 

Línea del grado (dos líneas únicamente) 

(b) 

Resaltes principales 

Letra o símbolo de la siderúrgica productora 
- 

Tamaño de la barra No. 6 

Tipo de acero 

FIGURA 2.13 
Sistema de marcas para barras de refuerzo que cumplen las 
especificaciones ASTM A615, A616, A617 y A706: (a)  grado 

( c) 60 y A706; (b) grado 75; (c) grados 40 y 50 (adaptado de la 
referencia 2.39). 

cidad E,. Éste último es prácticamente el mismo para todos los aceros de refuerzo (pero no para 
los aceros de preesfuerzo) y se toma como E, = 29,000,000 1blpulg2. 

Adicionalmente, la forma de la curva esfuerzo-deformación unitaria, y en particular la del 
tramo inicial, tiene una influencia significativa en el comportamiento de elementos de concreto 
reforzado. Las curvas típicas esfuerzo-deformación unitaria de los aceros de refuerzo americanos 
se muestran en la figura 2.14. Las curvas completas se muestran en la parte izquierda de la figura; 
en la parte derecha se presentan los tramos iniciales de las curvas magnificados diez veces. 

Los aceros con bajo contenido de carbón, tipificados por la curva grado 40, muestran una 
porción elástica seguida de unaplatafoma defluencia, es decir, una porción horizontal de la curva 
donde la deformación unitaria aumenta continuamente bajo esfuerzo constante. Para estos ace- 
ros, el punto de fluencia es el esfuerzo para el cual la plataforma de fluencia queda claramente 
definida. Para deformaciones unitarias mayores, los esfuerzos comienzan a aumentar de nuevo 
pero a una tasa menor, un proceso que se conoce como endurecimiento por deformación. La curva 
tiende a hacerse horizontal cuando alcanza la resistencia a la tensión; ésta comienza a descender 
hasta que se llega a la rotura. Aceros de alta resistencia y con altos contenidos de carbón, es decir, 
aquéllos con esfuerzos de fluencia de 60 klblpulg2 o mayores, tienen una plataforma de fluencia de 
mucha menor longitud o inician el endurecimiento por deformación inmediatamente sin que se 
presente una fluencia continuada a esfuerzo constante. En este último caso, el Código ACI especi- 
fica que el esfuerzo de fluencia fy debe determinarse como el esfuerzo que corresponde a una 
deformación de 0.0035 pulg/pulg, tal como se muestra en la figura 2.14. Los aceros de baja aleación 
y alta resistencia rara vez presentan alguna plataforma de fluencia y a menudo entran en endure- 
cimiento por deformación inmediatamente después de iniciada la fluencia. 
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Deformación unitaria, 0.001 pulglpulg Deformación unitaria, 0.001 pulglpulg 

FIGURA 2.14 
Curvas típicas esfuerzo-deformación unitarias para barras de preesfuerzo. 

c. Resistencia a la fatiga 

En puentes vehiculares y en otras situaciones, tanto el acero como el concreto están sometidos 
a un gran número de ciclos de esfuerzos. Bajo estas condiciones el acero, al igual que el con- 
creto (ver la sección 2.8c), está sujeto a fatiga. En la fatiga de metales, una o más fisuras mi- 
croscópicas se forman después de que un ciclo de esfuerzos se ha repetido un número suficiente 
de veces. Estas fisuras de fatiga ocurren en puntos de concentración de esfuerzos u otras 
discontinuidades y aumentan gradualmente con el incremento en el número de ciclos de es- 
fuerzos. Esto reduce el área no fisurada de la sección transversal de la barra hasta que ésta 
resulta demasiado pequeña para resistir la fuerza aplicada. En este punto, la barra falla de una 
manera súbita y frágil. 

Para barras de refuerzo se ha encontrado (ver las referencias 2.27 y 2.53) que la resistencia 
a la fatiga, es decir, el esfuerzo para el cual una fluctuación de un esfuerzo dado entre f,, y fmi, 
puede aplicarse dos millones de veces o más sin que cause falla, es prácticamente independiente 
del grado del acero. También se ha encontrado que el rango de esfuerzos, es decir, la diferencia 
algebraica entre el esfuerzo máximo y mínimo, fi = f,, - fmin, que puede sostenerse sin falla 
por fatiga, depende de fmin. Adicionalmente, para barras corrugadas el grado de concentración 
de esfuerzos en los puntos donde los resaltes se unen al cuerpo cilíndrico principal de la barra 
tiende a reducir el rango seguro de esfuerzos. Esta concentración de esfuerzos depende de la 
relación rlh, donde r es el radio base de la estría y h su altura. El radio r es el radio de transición 
desde la superficie de la barra a la del resalte; se trata de un valor relativamente incierto que 
cambia con el desgaste de los rodillos en la medida que las barras se fabrican. 

Con base en muchos ensayos (ver la referencia 2.53) se desarrolló la siguiente fórmula para 
diseño: 

donde f, = rango seguro de esfuerzos, klblpulg2 
fmin = esfuerzo mínimo; positivo si es tensión, negativo si es compresión 

rlh = relación entre el radio base y la altura de la estría laminada con rodillo (en la situación 
común en que rlh no se conozca, se puede utilizar un valor de 0.3) 
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Cuando las barras estén expuestas a regímenes de fatiga, deben evitarse las concentraciones 
de esfuerzos como las producidas por soldaduras o doblamientos bruscos, ya que éstos pueden 
afectar la resistencia a la fatiga. 

d. Barras de refuerzo revestidas 
A menudo se especifican barras de refuerzo galvanizadas o revestidas con sustancias epóxicas con 
el fin de minimizar la corrosión del refuerzo y el consecuente descascaramiento del concreto bajo 
condiciones ambientales severas, tales como tableros de puentes o estacionamientos sometidos a 
la acción de productos químicos para descongelamiento, puertos y estructuras marítimas y plantas 
de tratamiento de aguas residuales (ver las referencias 2.52,2.54 y 2.55). 

La norma ASTM A767, "Standard Specification for Zinc-Coated (Galvanized) Steel Bars 
for Concrete Reinforcement", incluye requisitos para los materiales de revestimiento en zinc, el 
proceso de galvanización, la clase o peso del revestimiento, el terminado y la adherencia del reves- 
timiento y el método de fabricación. Las barras se galvanizan usualmente después del proceso de 
corte y doblamiento. Se establecen requisitos complementarios con referencia al revestimiento de 
bordes recortados y a la reparación de revestimientos dañados cuando las barras se fabrican des- 
pués del proceso de galvanización. 

Las barras revestidas con sustancias epóxicas, más utilizadas en la actualidad que las barras 
galvanizadas, están reguladas por la norma ASTM A775, "Standard Specification for Epoxy-Coated 
Reinforcing Steel Bars", la cual incluye requisitos para el material de revestimiento, la prepara- 
ción de la superficie antes del revestimiento, el método de aplicación y los límites de espesor del 
revestimiento, y por la norma ASTM A 934, "Standard Specification for Epoxy-Coated Prefabricated 
Steel Reinforcing Bars". Típicamente, el revestimiento se aplica a las barras rectas en una opera- 
ción en la línea de producción, y las barras se cortan y doblan después del revestimiento. Los 
bordes recortados y pequeños puntos con revestimiento defectuoso pueden repararse satisfacto- 
riamente después de la fabricación. En la obra debe tenerse especial cuidado para evitar daños 
sobre el revestimiento, ya sea durante el envío o durante la colocación, y para realizar efectiva- 
mente las reparaciones que se requieran. 

Además de las barras de refuerzo simples se utilizan las mallas electrosoldadas de alambrón para 
reforzar losas y otras superficies, tales como cascarones, y para reforzar a cortante el alma de vigas 
delgadas, particularmente en vigas preesforzadas. El refuerzo con alambrones soldados consta de 
un conjunto de alambrones de acero estruidos en frío, longitudinales y transversales a ángulos 
rectos el uno del otro, y soldados entre sí en todos los puntos de intersección. El tamaño y 
espaciamiento de los alambrones puede ser el mismo en las dos direcciones o puede ser diferente 
dependiendo de los requisitos del diseño. 

La nomenclatura convencional utilizada para describir el tipo y el tamaño de las mallas 
electrosoldadas de alambrón utiliza una combinación de letras y números. La ASTM utiliza la letra 
" W  para indicar alambrón liso y la letra "D" para describir alambrón corrugado. El número que sigue 
a la letra indica el área de la sección transversal del alambrón en centésimas de pulgada cuadrada. Por 
ejemplo, un alambrón W5.0 es un alambre liso con un área de la sección transversal igual a 0.05 pulg2. 
Un alambrón W5.5 tiene un área de 0.055 pulg2. D6.0 indica un alambrón corrugado con un área de 
0.06 pulg2. Una malla electrosoldada de alambrón con una designación 4 x 4 - W5.0 x W5.0, indica un 
espaciamiento de los alambrones de 4 pulg en cada dirección con alambrones lisos con área de sección 
transversal de 0.05 pulg2 en cada dirección. Los tamaños y espaciamientos de los alambrones para los 
tipos más comunes de mallas electrosoldadas de este material y las áreas de las secciones transversales 
de acero por pie, al igual que el peso para 100 pie2, se mutestran en la tabla A.13 del apéndice A. 
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Las especificaciones ASTM A185 y A497 se refieren a mallas electrosoldadas de alambrón liso 
y corrugado respectivamente como se muestra en la tabla 2.3. Debido a que los esfuerzos de fluencia 
indicados se especifican a una deformación unitaria de 0.005, el Código ACI exige que f y  se tome 
igual a 60 klblpulg2 a menos que el esfuerzo se utilice a una deformación unitaria de 0.0035. 

ACEROS DE PREESFUERZO 

Los aceros de preesfuerzo se utilizan en tres formas diferentes: alambrones de sección circular, 
torones y barras de acero aleado. Los alambrones para preesfuerzo varían en diámetros desde 
0.192 hasta 0.276 pulgadas; se fabrican mediante extrusión en frío de aceros con alto contenido 
de carbón, después de lo cual el alambrón se somete a un proceso de revenido en caliente para 
producir las propiedades mecánicas prescritas. Los alambrones se entrelazan en grupos de hasta 
aproximadamente 50 alambrones individuales para producir los tendones de preesfuerzo con la 
resistencia exigida. Los torones, más comunes que los alambrones en la práctica de los Estados 
Unidos, se fabrican usando seis alambrones enrollados alrededor de un séptimo cuyo diámetro 
es ligeramente mayor; el paso de la vuelta de la espiral está entre 12 y 16 veces el diámetro 
nominal del torón. Los diámetros de los torones varían desde 0.25 hasta 0.6 pulgadas. Las barras 
de acero aleado para preesfuerzo están disponibles en diámetros desde 0.75 hasta 1.375 pulga- 
das, usualmente como barras lisas circulares. Se pueden encontrar requisitos especiales para 
aceros de preesfuerzo en la norma ASTM A421, "Standard Specification for Uncoated 
Stress-Relieved Steel Wire for Prestressed Concrete", en la norma ASTM A416, "Standard 
Specification for Steel Strand, Uncoated Seven-Wire Stress-Relieved for Prestressed Concrete" 
y en la norma ASTM A722 "Standard Specification for Uncoated High-Strength Steel Bar for 
Prestressing Concrete". La tabla A.16 del apéndice A proporciona información de diseño rela- 
cionada con aceros de preesfuerzo en los Estados Unidos. 

a. Grados y resistencias 
Las resistencias a la tensión de los aceros de preesfuerzo varían desde aproximadamente 2.5 hasta 
seis veces el valor de la resistencia a la fluencia de las barras comunes. La designación del grado 
corresponde a la mínima resistencia a la tensión última especificada en klblpulg2. El torón de siete 
alambrones, ampliamente utilizado para preesfuerzo, está disponible en dos grados: grado 250 
Vpu = 250 klblpulg2) y grado 270. El torón de alta resistencia, grado 270, está desplazando gradual- 
mente al torón de resistencia ligeramente menor. Para barras de acero aleado se utilizan dos gra- 
dos: el grado regular 145 que es el más común, pero tambiCn pueden ordenarse barras con grado 
especial 160. Los alambrones de sección circular pueden obtenerse en grados 235,240 y 250 de- 
pendiendo del diámetro. 

b. Curvas esfuerzo-deformación 
En la figura 2.15 se presentan las curvas esfuerzo-deformación unitaria para los alambrones de 
preesfuerzo, los torones y las barras de acero aleado de varios grados. Para efectos de comparación 
también se muestra la curva esfuerzo-deformación unitaria para una barra de grado 60. Como se 
puede observar, en contraste con las barras de refuerzo, los aceros de preesfuerzo no muestran un 
punto de fluencia definido o plataforma de fluencia; es decir, ellos no fluyen bajo esfuerzos cons- 
tantes o prácticamente constantes. La fluencia se desarrolla gradualmente y la curva continúa 
aumentando poco a poco en el rango inelástico hasta que se alcanza la resistencia a la tensión. 
Debido a que en estos aceros no se presenta una fluencia bien definida, la resistencia a la fluencia 
se define en forma algo arbitraria como el esfuerzo para el cual la elongación total es del uno por 
ciento para torones y alambrones, y del 0.7 por ciento para barras de acero aleado. La figura 2.15 
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muestra que la resistencia a la fluencia definida de esta manera representa un buen límite por 
debajo del cual el esfuerzo y la deformación unitaria son más o menos proporcionales y por encima 
del cual las deformaciones aumentan de manera mucho más rápida con el incremento en el esfuer- 
zo. Puede verse que el'margen entre la resistencia a la tensión y la resistencia a la fluencia es menor 
en los aceros de preesfuerzo que en los aceros de refuerzo. También se observa que los aceros de 
preesfuerzo tienen una ductilidad significativamente menor. 

Mientras que el módulo de elasticidad Es para barras de refuerzo puede tomarse con 
29,000,000 lb/pulg2, el módulo efectivo para aceros de preesfuerzo varía según el tipo de acero 
(es decir, torones vs. alambrones o barras) y según el tipo de uso, y se determina preferiblemente 
mediante ensayos o datos suministrados por el fabricante. Para torones no adheridos (es decir, 
torones no embebidos en concreto), el módulo puede ser tan bajo como 26,000,000 lb/pulg2. 
Para torones adheridos, Es está usualmente alrededor de 27,000,000 1blpulg2, mientras que para 
alambrones lisos de sección circular Es es aproximadamente 29,000,000 lb/pulg2, el mismo valor 
que para las barras. El módulo elástico para barras de acero en aleación se toma comúnmente 
como Es = 27,000,000 lb/pulg2. 

c. Relajación 
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Cuando el acero de preesfuerzo se tensiona a los niveles que son usuales durante el tensionamiento 
inicial y en condiciones de carga de servicio, se presenta una propiedad conocida como relajación. La 
relajación se define como la pérdida del esfuerzo en un material sometido a esfuerzo y mantenido en 
longitud constante (el mismo fenómeno básico se conoce como flujo plástico, cuando se define en 
términos de cambio en la deformación unitaria de un material sometido a esfuerzo constante). En 
forma específica, si una longitud de acero de preesfuerzo se somete a un esfuerzo equivalente a una 
fracción considerable de su resistencia a la fluencia fpy (por ejemplo al 80 6 90 por ciento) y se 
mantiene a deformación constante entre puntos fijos, tales como los bordes de la viga, el esfuerzo en 
el acero& decrecerá gradualmente desde su valor inicial f . Para elementos de concreto preesforzado 

.pr 
esta relajación de esfuerzos es importante ya que modifica los esfuerzos internos en el concreto y 
cambia las deflexiones de la viga un tiempo después de que se aplica el esfuerzo inicial. 

Deformación unitaria, 0.001 pulglpulg típica de aceros de preesfuerzo. 

'O0 

O 
D 50 100 

- 

.- 

1 1 grado 60 
1 I 
I I 

e----- __--- ---A-- 
- 1 1  _ / # /  

* - I l / / /  
- 

I ' Extensión del 1% Ik > ;3t;Onsión del 

! !  I I l I I I 1 I I I I 

www.elsolucionario.org



60 DISENO DE ESTRU- DE CONCRETO 

La cantidad de relajación varía dependiendo del tipo y grado del acero, del tiempo bajo carga 
y del nivel de esfuerzo inicial. Un estimativo satisfactorio para torones y alambrones comunes 
puede obtenerse a partir de la ecuación 2.11, que se desarrolló con base en más de 400 ensayos de 
relajación efectuados durante nueve años: 

donde f p  es el esfuerzo final después de t horas, f p i  es el esfuerzo inicial y fm, es el esfuerzo a la 
fluencia nominal (ver la referencia 2.56). En la ecuación 2.11, log t está en base 10 yfpilfPy no debe 
ser menor que 0.55; por debajo de este valor, prácticamente no ocurre relajación. 

Los ensayos que sirvieron de base para la ecuación 2.11 se realizaron sobre alambrones de 
sección circular libres de esfuerzos residuales y se aplican igualmente a torones libres de esfuerzos 
residuales. Ante la ausencia de información adicional, estos resultados pueden aplicarse también a 
barras de acero en aleación. 

En la actualidad existen torones especiales de baja relajación y su uso se vuelve cada vez más 
común. De acuerdo con la norma ASTM A416, tales aceros deben exhibir una relajación de no 
más de 2.5 por ciento después de 1000 horas, cuando se han sometido a esfuerzos iniciales hasta 
del 70 por ciento de la resistencia especificada a la tensión y no mayor que el 3.5 por ciento cuando 
se han sometido a carga hasta el 80 por ciento de su resistencia a la tensión. 
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INTRODUCCI~N 

Los supuestos fundamentales en los cuales se basa el análisis y diseño de elementos de concreto 
reforzado se mencionaron en la sección 1.8 del capítulo 1, y su aplicación al caso simple de carga 
axial se desarrolló en la sección 1.9. En este punto, es recomendable que el estudiante repase 
dichas secciones. En este capítulo se aplicarán los mismos supuestos y se utilizarán conceptos 
idénticos en el desarrollo de los métodos para análisis y diseño de vigas. Esta parte tratará el 
análisis y el diseño a flexión, e incluye la medición de las secciones transversales de concreto, y la 
selección y ubicación del acero de refuerzo. Otros aspectos importantes en el diseño de vigas, que 
comprenden el refuerzo a cortante, la adherencia, el anclaje de las barras de refuerzo y los asuntos 
concernientes al funcionamiento (es decir, los límites en las deflexiones y el control del agrieta- 
miento del concreto) se analizarán en los capítulos 4,5 y 6. 

FLEXIÓN DE VIGAS HOMOGÉNEAS 
Las vigas de concreto reforzado no son homogéneas debido a que están hechas de dos materiales 
diferentes. Por consiguiente, los métodos usados en el análisis de vigas de concreto reforzado son 
distintos de aquéllos utilizados en el diseño o investigación de vigas elaboradas completamente de 
acero, madera o cualquier otro material estructural. Sin embargo, los principios fundamentales 
que los comprenden son esencialmente los mismos. En resumen, estos principios son: 

En cualquier sección transversal existen fuerzas internas que pueden descomponerse en fuer- 
zas normales y tangenciales a la sección. Las componentes normales a la sección son los esfuerzos 
deflexión (tensión en un lado del eje neutro y compresión en el otro); su función es la de resistir el 
momento flector que actúa en la sección. Las componentes tangenciales se conocen como esfuer- 
zos cortantes que resisten las fuerzas transversales o cortantes. 

Los supuestos fundamentales relacionados con la flexión y con el cortante por flexión son los 
siguientes: 

1. Una sección transversal plana antes de la aplicación de las cargas permanece igual al someterla 
a carga. Esto significa que las deformaciones unitarias en la viga, por encima y por debajo del 
eje neutro, son proporcionales a la distancia desde este eje. 

2. El esfuerzo de flexión f en cualquier punto depende de la deformación unitaria en aquel punto, de la 
misma manera que en el diagrama esfuerzo-deformación unitaria del material. Si laviga está hecha de un 
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material homogéneo cuyo diagrama esfuerzo-deformación unitaria en tensión y en compresión es 
como el que aparece en la figura 3.la, puede afirmarse lo siguiente: si la deformación unitaria 
máxima en la fibra exterior es menor que la deformación unitaria e ep, hasta la cual los esfuerzos y 
deformaciones son proporcionales para determinado material, los esfuerzos de compresión y ten- 
sión en cualquier lado del eje son proporcionales a la distancia desde el eje, como aparece en la 
figura 3.1 b. Sin embargo, si la deformación unitaria máxima en las fibras exteriores es mayor que ep, 
lo anterior ya no es válido. El resultado es el que aparece en la figura 3 . 1 ~ ~  es decir, en las porciones 
exteriores de la viga, donde e > ep, los esfuerzos y deformaciones unitarias ya no son proporcionales. 
En estas zonas, la magnitud del esfuerzo para cualquier nivel, como f2 en la figura 3.lc, depende de 
la deformación unitaria e2 a este nivel, de acuerdo con lo dado por el diagrama esfuerzo-deforma- 
ción unitaria del material. En otras palabras, para determinada deformación unitaria en laviga, el 
esfuerzo en un punto es el mismo del diagrama esfuerzo-deformación unitaria correspondiente a la 
misma deformación unitaria. 

3. La distribución de los esfuerzos cortantes v en la altura de la sección depende de la forma de la 
sección transversal y del diagrama esfuerzo-deformación unitaria. Estos esfuerzos cortantes son 
máximos en el eje neutro e iguales acero en las fibras exteriores. Los esfuerzos cortantes en planos 
horizontales y verticales através de cualquier punto son iguales. 

4. Debido a la acción combinada de los esfuerzos cortantes (horizontal yvertical) y de los esfuerzos de 
flexión, se presentan esfuerzos inclinados de tensión y compresión en cualquier punto de la viga, de 
los cuales el mayor forma un ángulo de 90° con el otro. La magnitud del máximo esfuerzo inclinado 
o esfuerzo principal en cualquier punto está dada por 

donde f = magnitud del esfuerzo normal en la fibra 
v = magnitud de los esfuerzos cortantes tangenciales 

El esfuerzo inclinado forma un ángulo a con la horizontal tal que tan 2a = 2vf. 
5. Puesto que en el plano neutro los esfuerzos cortantes horizontales y verticales son iguales entre 

sí, y los esfuerzos de flexión son iguales a cero, los esfuerzos inclinados de tensión y compresión 

'max < ' p  

f 

fmax < fp 

1 

fmax < fo 

(a) ( c) 

FIGURA 3.1 
Distribución de esfuerzos elásticos e inelásticos en vigas homogéneas. 
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en cualquier punto de este plano forman un ángulo de 45O (con la horizontal, donde la intensidad de 
cada uno de ellos es igual al valor del esfuerzo cortante unitario en el punto. 

6. Cuando los esfuerzos en las fibras exteriores son menores que el límite de proporcionalidad&, la 
viga se comporta elásticamente como aparece en la figura 3.lb. En este caso puede afirmarse que: 
(a) El eje neutro pasa a través del centro de gravedad de la sección transversal. 
(b) La magnitud de los esfuerzos de flexión normales a la sección aumenta directamente con la 

distancia desde el eje neutro y es máxima en las fibras extremas. El esfuerzo en cualquier 
punto de la sección transversal está representado por la ecuación 

donde f = esfuerzo de flexión a una distanciay medida desde el eje neutro 
M = momento flector externo en la sección 
I = momento de inercia de la sección transversal con respecto al del eje neutro 

El esfuerzo de flexión máximo ocurre en las fibras exteriores y es igual a 

donde c = distancia desde el eje neutro hasta la fibra exterior 
S = Ilc = módulo elástico de la sección transversal 

(c) El esfuerzo cortante (el longitudinal igual al transversal) v en cualquier punto de la sección 
transversal está dado por 

donde V = cortante total en la sección 
Q = momento estático con respecto al eje neutro de aquella porción de la sección 

transversal ubicada entre una línea que pasa por el punto en cuestión, paralela 
al-eje neutro, y la cara más cercana de la viga (superior o inferior) 

I = momento de inercia de la sección transversal con respecto al eje neutro 
b = ancho de la viga en determinado punto 

(d) La intensidad del esfuerzo cortante a través de una sección transversal vertical en una viga 
rectangular varía de acuerdo con la forma de las ordenadas de una parábola, donde la in- 
tensidad es cero en las fibras exteriores de la viga y máxima en el eje neutro. El valor máxi- 
mo es q ~ / b a ,  ya que en el eje neutro Q = ba2/8y 1 = ba3/12 en la ecuación (3.4). 

El resto de este capítulo se refiere únicamente a esfuerzos de flexión y sus efectos sobre vigas 
de concreto reforzado. Los esfuerzos cortantes y sus efectos se analizan en forma separada en el 
capítulo 4. 

COMPORTAMIENTO DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 
Las vigas de concreto simple son ineficientes como elementos sometidos a flexión debido a que la 
resistencia a la tensión en flexión (módulo de rotura, ver la sección 2.9) es una pequeña fracción de 
la resistencia a la compresión. En consecuencia, estas vigas fallan en el lado sometido a tensión a 
cargas bajas mucho antes de que se desarrolle la resistencia completa del concreto en el lado de 



ANÁLISIS Y DISENO A FLEXIÓN DE VIGAS 65 

compresión. Por esta razón se colocan barras de acero de refuerzo en el lado sometido a tensión tan 
cerca como sea posible del extremo de la fibra sometida a tensión, conservando en todo caso una 
protección adecuada del acero contra el fuego y la corrosión. En una viga de concreto así reforzada, el 
acero de refuerzo resiste la tensión causada por los momentos flectores, mientras que el concreto 
usualmente es capaz de resistir sólo la compresión correspondiente. Esta acción conjunta de los dos 
materiales se garantiza si se impide su deslizamiento relativo, lo que logra mediante la utilización de 
barras corrugadas con su alta resistencia por adherencia en la interfase acero-concreto (ver la sección 
2.13) y, si es necesario, mediante anclajes especiales en los extremos de las barras. En la figura 3.2 se 
presenta un ejemplo sencillo de una viga reforzada de esta manera y se indica la nomenclatura usual 
para las dimensiones de la sección transversal. Para simplificar, el análisis que sigue se relaciona 
únicamente convigas de sección transversal rectangular, aunque en la mayor parte de las estructuras de 
concreto son muy comunes los elementos con otras formas. 

Cuando la carga en dicha viga se incrementa de modo gradual desde cero hasta la magnitud 
que producirá su falla, claramente pueden distinguirse diferentes estados en su comportamiento. 
Para cargas bajas, mientras que el máximo esfuerzo de tensión en el concreto sea menor que el 
módulo de rotura, todo el concreto resulta efectivo para resistir los esfuerzos de compresión a un 
lado y de tensión al otro costado del eje neutro. Además, el refuerzo, que deforma la misma canti- 
dad que el concreto adyacente, también está sometido a esfuerzos de tensión. En esta etapa, todos 
los esfuerzos en el concreto son de pequeña magnitud y proporcionales a las deformaciones. La 
distribución de las deformaciones unitarias y de los esfuerzos en el acero y en el concreto en la 
altura de la sección aparece en la figura 3 .2~ .  

(b) Ect (c) fct 

FIGURA 3.2 
Comportamiento de vigas de 
concreto reforzado ante carga 

(e) creciente. 
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Cuando la carga se aumenta un poco más, pronto se alcanza la resistencia a la tensión del concreto 
y en esta etapa se desarrollan las grietas de tensión. Éstas se propagan con rapidez hacia arriba y muy 
cerca del nivel del plano neutro, que a su vez se desplaza hacia arriba con agrietamiento progresivo. La 
forma general y la distribución de estas grietas de tensión aparecen en la figura 3.2d. En vigas bien 
diseñadas la amplitud de estas grietas es tan pequeña (grietas capilares) que no tienen objeción desde el 
punto de vista de la protección contra la corrosión o de la apariencia. Su presencia, sin embargo, afecta 
profundamente el comportamiento de la viga sometida a carga. Evidentemente, en una sección fisurada, 
es decir, en una sección transversal localizada en una grieta como la sección a-a en la figura 3.2d, el 
concreto no transmite ningún esfuerzo de tensión; de ahí que, al igual que en los elementos sometidos 
a tensión (ver la sección 1.9b), al acero le corresponde resistir toda la tensión. Para cargas moderadas, 
si el esfuerzo en el concreto no excede aproximadamente f22, los esfuerzos y las deformaciones unita- 
rias continúan siendo proporcionales (ver la figura 1.15). La distribución de deformaciones unitarias y 
esfuerzos en la sección fisurada o cerca de ella es, en consecuencia, la que aparece en la figura 3 . 2 .  
Cuando la carga se incrementa aún más, el esfuerzo y las deformaciones aumentan en forma correspon- 
diente y desaparece la proporcionalidad. La relación no lineal entre esfuerzos y deformaciones unita- 
rias que sigue es la determinada por la curva esfuerzo-deformación unitaria del concreto. Por 
consiguiente, al igual que en vigas homogéneas (ver la figura 3.1), la distribución de los esfuerzos en el 
concreto en el lado de compresión de la viga, tiene la misma forma que la curva esfuerzo-deformación 
unitaria. La figura 3.2f señala la distribución de esfuerzos y deformaciones unitarias cerca de la carga 
última. 

En algún momento se alcanza la capacidad de carga de la viga. La falla se puede presentar de 
dos maneras. Cuando se emplea una cantidad de refuerzo relativamente moderada, el acero alcan- 
za su punto de fluencia con determinado valor para la carga. Para este esfuerzo, el acero de refuer- 
zo fluye en forma súbita y se alarga de manera considerable (ver la figura 2.13), entonces las grietas 
de tensión en el concreto se ensanchan de manera visible y se propagan hacia arriba, presentándo- 
se simultáneamente una deflexión significativa de la viga. Cuando esto ocurre, las deformaciones 
unitarias en la zona de compresión restante del concreto se incrementan hasta tal punto que sobre- 
viene el aplastamiento del concreto, o sea una falla por compresión secundaria con una carga sólo 
ligeramente superior que la carga que causó la fluencia en el acero. En consecuencia, la realización 
efectiva del punto de fluencia en el acero determina la capacidad de carga de las vigas moderada- 
mente reforzadas. Esta falla por fluencia es gradual y está precedida por signos visibles de peligro, 
como el ensanchamiento y alargamiento de las grietas y el aumento notorio en la deflexión. 

De otra parte, si se emplean grandes cantidades de refuerzo o cantidades normales de acero 
de muy alta resistencia, la resistencia a la compresión del concreto puede agotarse antes de que el 
acero comience a fluir. El concreto falla por aplastamiento cuando las deformaciones unitarias son 
tan grandes que destruyen su integridad. Todavía no se conocen las razones para la presencia de 
este tipo de falla, pero se ha observado que las vigas rectangulares fallan en compresión cuando el 
concreto alcanza valores de deformación unitaria del orden de 0.003 a 0.004. La falla por compre- 
sión debida al aplastamiento del concreto es repentina, de naturaleza casi explosiva y ocurre sin 
ningún aviso. Por esta razón, es aconsejable calcular las dimensiones de las vigas de tal manera que, 
si se sobrecargan, la falla se inicie por fluencia del acero en vez del aplastamiento del concreto. 

El análisis de esfuerzos y resistencias en los diferentes estados que se acaban de describir se 
hará en las siguientes secciones. 

a. Esfuerzos elásticos y sección no fisurada 
Mientras el esfuerzo de tensión en el concreto se mantenga por debajo del módulo de rotura, de 
manera que no se desarrollen grietas de tensión, la distribución de deformaciones unitarias y es- 
fuerzos que aparece en la figura 3 . 2  es esencialmente la misma que en una viga elástica y homogé- 
nea (ver la figura 3.1 b). La única diferencia es la presencia de otro material: el acero de refuerzo. 
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FIGURA 3.3 
Sección transformada no fisurada 
de una viga. 

Como se demostró en la sección 1 . 9 ~ ~  el esfuerzo en el acero para determinado valor de deformación 
unitaria en el intervalo elástico, es n veces el del concreto [ecuación 1.61. En la misma sección se 
demostró que se puede tomar ventaja de este hecho en los cálculos, con el remplazo de la sección real 
transversal acero-concreto por una sección ficticia conformada únicamente de concreto. En esta "sec- 
ción transformada" el área real del refuerzo se remplaza por un área equivalente de concreto igual a 
rzA,, localizada al nivel del acero. La sección transformada no fisurada de la viga de la figura 3% 
aparece en la figura 3.3. 

Una vez obtenida la sección transformada, pueden aplicarse los métodos usuales de análisis 
de vigas elásticas homogéneas. Es decir que las propiedades de la sección (localización del eje 
neutro, momento de inercia, módulo de sección, etc.) se calculan de manera usual, y los esfuerzos, 
en particular, con las ecuaciones (3.2) a (3.4). 

Ejemplo 3.1. Una viga rectangular tiene las dimensiones (ver la figura 3.21) b = 10 pulg, h = 25 pulg y 
d = 23 pulg y está reforzada con tres barras No. 8 de manera que A, = 2.35 pulg2. La resistencia del 
cilindro del concreto f,' es 4000 lb/pulg2 y la resistencia a la tensión en flexión (módulo de rotura) es 
475 lb/pulg2. El punto de fluencia del acero es& = 60,000 lb/pulg2, y las curvas esfuerzo-deformación 
unitaria de los materiales son las que aparecen en la figura 1.15. Determine los esfuerzos causados por 
un momento flector M = 45 Mb-pie. 

Solución. Con un valor n = EJE, = 29,000,000/3,600,000 = 8, es necesario adicionar a la forma rectan- 
gular de la sección un área (n - 1)A, = 7x 2.35 = 16.45 pulg2, dispuesta como aparece en la figura 3.4, 
con el fin de obtener la sección transformada no fisurada. Cálculos convencionales demuestran que la 
localización del eje neutro en esta sección está dada por y = 13.2 pulg y que su momento de inercia 
con respecto a este eje es de 14,710 pulg4. Para M = 45 klb-pie = 540,000 lb-pulg, el esfuerzo de 
compresión en el concreto en la fibra superior se puede obtener a partir de la ecuación (3.3), 

y en forma similar, el esfuerzo de tensión del concreto en la fibra inferior es 
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Puesto que este valor está por debajo de la resistencia a la tensión por flexión dada para el concreto 
(475 lb/pulg2), no se generan grietas de tensión y se justifican los cálculos mediante la sección 
transformada no fisurada. A partir de las ecuaciones (1.6) y (3.2), el esfuerzo en el acero es: 

Al comparar f, y f, con la resistencia del cilindro y con el punto de fluencia, respectivamente, se 
puede observar que para este estado los esfuerzos reales son bastante pequeños en comparación con 
las resistencias disponibles de los dos materiales. 

b. Esfuerzos elásticos y sección fisurada 
Cuando el esfuerzo de tensión fc, excede el módulo de rotura, se forman grietas como aparece en la 
figura 3.2d. Si el esfuerzo de compresión en el concreto es menor que aproximadamente 4f; y el 
esfuerzo en el acero no alcanza el punto de fluencia, ambos materiales siguen comportándose en forma 
elástica o casi elástica. Esta situación es la que se obtiene generalmente en estructuras bajo cargas y 
condiciones normales de servicio, ya que para estas cargas los esfuerzos en general son de la magnitud 
que se acaba de analizar. Para este estado, para simplificar y con un margen mínimo de error, se supone 
que las grietas de tensión progresan hasta el eje neutro y que las secciones planas antes de la flexión 
continúan iguales en el elemento flexionado. La situación con relación a la distribución de las deforma- 
ciones unitarias y esfuerzos es la que aparece en la figura 3.2e. 

Para calcular los esfuerzos, y si se desea hacerlo con las deformaciones unitarias, puede utilizarse 
el artificio de la sección transformada. Sólo es necesario tener en cuenta el hecho de que todo el concre- 
to sometido a esfuerzos de tensión se supone agrietado y, en consecuencia, efectivamente ausente. 
Como aparece en la figura 3.5a, la sección transformada consiste, entonces, en el concreto sometido a 
compresión en un lado del eje y n veces el área de acero de tensión en el otro. La distancia hasta el eje 
neutro en este estado se expresa convencionalmente como una fracción kd de la altura efectiva d. (Una 
vez que el concreto esté fisurado, el material localizado por debajo del acero se hace ineficaz; por esto 
d es la altura efectiva de la viga.) Para determinar la ubicación del eje neutro se iguala el momento del 
área de tensión con respecto al eje, con el momento del área de compresión, lo que da como resultado 

(MI2 b- - nA,(d - kd) = O 
2 

Con el valor de kd que se obtiene mediante la solución de la ecuación cuadrática indicada, se 
pueden determinar el momento de inercia y las otras propiedades de la sección transformada como 
en el caso precedente. Como alternativa, es posible proceder a partir de los principios básicos para 
tener en cuenta directamente las fuerzas que actúan sobre la sección transversal. Éstas aparecen 
en la figura 3.5b. El esfuerzo en el concreto, con un valor máximo fc en la fibra exterior, se distribu- 

FIGURA 3.5 
Sección transformada y fisurada. 
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ye de modo lineal como se indica. La totalidad del área de acero A, está sometida a un esfuerzo&. En 
forma correspondiente, la fuerza total de compresión C y la de tensión Tson 

f c  C = - b k d  y T = A s f ,  
2 (3.6) 

El requisito de que estas dos fuerzas sean numéricamente iguales se satisface según la manera como se 
determine la ubicación del eje neutro. 

El equilibrio requiere que el par constituido por las dos fuerzas C y T sea numéricamente 
igual al momento flector externo M. De esta manera, los momentos con respecto a C dan como 
resultado 

M = Tjd = As f, jd (3.7) 

donde jd es el brazo de palanca interno entre C y T. A partir de la ecuación (3.7), el esfuerzo en el 
acero es 

En forma análoga, tomando momentos con respecto a T se obtiene, 

f c  f c  M = Cjd = -bkdjd 2 = -kjbd2 2 (3.9) 

a partir de lo cual el esfuerzo en el concreto es 

Para utilizarlas ecuaciones (3.6) a (3.10), es conveniente tener ecuaciones en las cuales k y j  puedan 
evaluarse en forma directa, con el fin de establecer la distancia al eje neutro kd y el brazo interno 
jd, definiendo primero la cuantía de refuerzo 

se sustituye luego A, = pbd en la ecuación (3.5) y con la solución para k, se obtiene 

A partir de la figura 3.5b, se observa que jd = d - kd/3, o 

En la tabla A.7 del apéndice A se presentan valores de k y j para el análisis de la sección elástica 
fisurada, para las cuantías de acero y para las relaciones modulares usuales. 

Ejemplo 3.2. La viga del ejemplo 3.1 está sometida a un momento flector M = 90 klb-pie (en vez de los 
45 klb-pie del ejemplo anterior). Calcule las propiedades y esfuerzos importantes. 

Solución. Si la sección permaneciera no fisurada, el esfuerzo de tensión en el concreto ahora sería el 
doble del valor anterior, es decir 866 lb/pulg2. Puesto que este valor excede en gran cantidad al 
módulo de rotura dado para el concreto (475 lb/pulg2), se habrán formado grietas y en consecuencia 
será necesario adaptar apropiadamente el análisis. Se remplazan los valores conocidos de b, n y A, en 
la ecuación (3.5) y se obtiene la distancia hasta el eje neutro kd = 7.6 pulg, o k = 7.6123 = 0.33. A partir 
de la ecuación (3.13), j = 1 - 0.3313 = 0.89. Con estos valores el esfuerzo en el acero se obtiene de la 
ecuación (3.8) como f, = 22,400 lblpulg2, y el esfuerzo máximo en el concreto a partir de la ecuación 
(3.10) como f, = 1390 lblpulg2. 
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Si se comparan estos resultados con los valores pertinentes para la misma viga cuando está 
sometida a la mitad del momento, calculados previamente, se puede observar que (1) el plano neutro 
se desplaza hacia arriba de manera que su distancia desde la fibra superior cambió de 13.2 a 7.6 pulg; 
(2) aunque el momento flector sólo se duplicó, el esfuerzo en el acero aumentó de 2880 a 22,400 
lb/pulg2, o sea, aproximadamente 7.8 veces, y el esfuerzo a compresión del concreto se incrementó de 
485 hasta 1390 lb/pulg2, es decir, 2.9 veces; (3) el momento de inercia de la sección transformada con 
la fisura se puede calcular fácilmente y resulta igual a 5910 pulg4, en comparación con las 14,710 pulg4 

de la sección no fisurada; esto afecta la magnitud de la deflexión como se analiza en el capítulo 6. De 
esta manera se aprecia la influencia radical de la formación de las grietas de tensión en el comporta- 
miento de las vigas de concreto reforzado. 

En la práctica estructural es de interés calcular aquellos esfuerzos y deformaciones unitarias que 
ocurren en la estructura en servicio sometida a las cargas de diseño. Para las vigas de concreto 
reforzado esto puede hacerse mediante los métodos ya descritos, que suponen un comportamiento 
elástico en ambos materiales. De igual manera, es importante que el ingeniero estructural sea 
capaz de predecir con suficiente precisión la resistencia última de una estructura o de un elemento 
estructural. Hacer que esta resistencia sea mayor que las mayores cargas que puedan presentarse 
durante la vida de la estructura en una cantidad apropiada, garantiza un margen adecuado de 
seguridad. Antes se utilizaban para este propósito métodos basados en el análisis elástico, como los 
presentados previamente, o variaciones de los mismos. Está claro, sin embargo, que para la carga 
última o cerca de ella, los esfuerzos dejan de ser proporcionales a las deformaciones unitarias. La 
compresión axial se analizó en detalle en la sección 1.9, y en cuanto a la flexión, se puntualizó que 
para cargas altas, que están cercanas a las últimas, la distribución de esfuerzos y deformaciones 
unitarias es la que aparece en la figura 3.2f en lugar de la distribución elástica de la figura 3.2.  Se 
han desarrollado métodos de análisis más realistas para estimar la resistencia última basados en el 
comportamiento inelástico real (en vez de suponer el comportamiento elástico de los materiales) y 
en los resultados de una investigación experimental bastante amplia. Estos métodos se utilizan 
actualmente, en forma casi exclusiva, en la práctica del diseño estructural. 

Si la distribución de los esfuerzos de compresión del concreto en la carga última o cerca de 
ella (ver la figura 3.2J), tuviera una forma bien definida e invariable, parabólica, trapezoidal u otra, 
sería posible desarrollar una teoría racional y directa para la resistencia última a flexión, tal como 
la teoría de la flexión elástica con su forma triangular de distribución de esfuerzos (ver las figuras 3.lb, 
3 . 2  y 3.2). De hecho, mediante la inspección de las figuras 2.3,2.4 y 2.6, y de muchas otras curvas 
esfuerzo-deformación unitaria del concreto que han sido publicadas, se hace evidente que la forma 
geométrica de la distribución de esfuerzos varía mucho dependiendo de una cantidad de factores como 
la resistencia del cilindro y la tasa de aplicación y la duración de la carga. Por éstas y otras razones, no 
se ha desarrollado aún una teoría racional para la flexión del concreto reforzado (ver las referencias 3.1. 
a 3.3). Por esto, los actuales métodos de análisis se fundamentan en parte en leyes conocidas de la 
mecánica y se complementan, cuando es necesario, con una extensa información experimental. 

Supongamos que la figura 3.6 representa la distribución de esfuerzos y deformaciones unitarias 
internas cuando la viga está próxima a la falla. Se desea disponer de un método para calcular el momen- 
to M, (momento último nominal) para el cual la viga fallará bien sea por fluencia del acero sometido 
a tensión o por aplastamiento del concreto en la fibra extrema a compresión. Para el primer modo de 
falla, el criterio consiste en que el esfuerzo en el acero sea igual al punto de fluencia, f, =h. Anterior- 
mente se mencionó que no se conoce todavía un criterio exacto para la faila del concreto a compresión, 
pero que se han medido deformaciones unitarias paravigas rectangulares del orden de 0.003 a 0.004 
pulglpulg justo antes de la falla. Si se supone, usualmente en forma algo conservadora, que el concreto 
está próximo al aplastamiento cuando la máxima deformación unitaria alcanza E, = 0.003, la compa- 
ración con una gran cantidad de ensayos sobre vigas y columnas de una variedad considerable de 
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FIGURA 3.6 
Distribución de esfuerzos para la carga última. 

formas y condiciones de carga demuestra que puede realizarse una predicción suficientemente precisa 
y segura de la resistencia última (ver la referencia 3.4). Además de estos dos criterios (fluencia del 
acero para un esfuerzo igual afy y aplastamiento del concreto para una deformación unitaria de 0.003), 
en realidad no es necesario conocer la forma exacta de la distribución de esfuerzos en el concreto de la 
figura 3.6. Lo que sí es imprescindible conocer para determinada distancia c del eje neutro es (1) la 
fuerza resultante total a compresión en el concreto C y (2) su localización vertical, es decir, su distancia 
desde la fibra extrema a compresión. 

Para una viga rectangular, el área que está en compresión es b,, y la fuerza total que está en 
compresión en esta área puede expresarse como C = fa,bc, donde fa, es el esfuerzo promedio a 
compresión sobre el área bc. Evidentemente, el esfuerzo promedio a compresión que puede desa- 
rrollarse antes de que ocurra la falla resulta tanto mayor en cuanto sea mayor la resistencia del 
cilindro f,' del concreto en particular. Sea 

Entonces, 

Para cierta distancia c hasta el eje neutro, la localización de C puede definirse como una f%acción/3 de 
esta distancia. Entonces, como se indica en la figura 3.6, para un concreto con determinada resistencia 
es necesario conocer sólo a y con el fin de definir completamente el efecto de los esfuerzos de 
compresión en el concreto. 

Muchos procedimientos de mediciones directas, así como evaluaciones indirectas en bastan- 
tes ensayos de vigas, demuestran que los siguientes valores de a y /3 son suficientemente precisos 
(ver la referencia 3.5, donde a se designa como klk3 y/3 como k2): 

a es igual a 0.72 para f,' 14000 lb/pulg2 y disminuye en 0.04 por cada 1000 lb/pulg2 por encima 
de 4000 y hasta 8000 lb/pulg2. Para f,' > 8000 lb/pulg2, a = 0.56. 

/3 es igual a 0.425 para f,' I 4000 lb/pulg2y disminuye en 0.025 por cada 1000 lb/pulg2 por encima 
de 4000 y hasta 8000 lb/pulg2. Para f,' 8000 lb/pulg2, /3 = 0.325. 

La disminución en los valores de a y/3 para concretos de alta resistencia se relaciona con el hecho 
de que estos concretos son más frágiles, es decir, presentan una curva esfuerzo-deformación unitaria 
con curvatura más pronunciada y con una menor porción casi horizontal (ver las figuras 2.3 y 2.4). La 
figura 3.7 señala estas relaciones simples. 
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FIGURA 3.7 
Variaciones de a y con la resistencia 
del concreto f,'. 

Si se acepta esta información experimental, la resistencia última puede calcularse a partir de las 
leyes de equilibrio y del supuesto de que las secciones transversales planas permanecen en esta condi- 
ción. El equilibrio exige que 

Entonces el momento flector, con el par conformado por las fuerzas C y T, puede escribirse como 

Para la falla a tensión por fluencia del acero, fs = JL. Con la sustitución de este valor en la 
ecuación (3.16), se obtiene la distancia hasta el eje neutro 

Como alternativa, usandoA, = pbd, la distancia al eje neutro es 

que proporciona la distancia hasta el eje neutro cuando ocurre la falla a tensión. El momento último M, 
se obtiene, entonces, a partir de la ecuación (3.17) con elvalor de c determinado previamente yf, =fy, 
es decir, 

M,, = pfybd2 1 - - ( :$c:) 

Con los valores específicos obtenidos experimentalmente paraa yp, dados anteriormente, esta ecua- 
ción da como resultado: 

M,, = pfybd2 1 - O 59& ( f , ' )  

Por otro lado, para la falla a compresión el criterio consiste en que la deformación unitaria por 
compresión en el concreto alcance el valor = 0.003, como se analizó previamente. El esfuerzo en el 
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acero fs que todavía no alcanza su punto de fluencia es proporcional a la deformación unitaria en el 
acero es, es decir, de acuerdo con la ley de Hooke 

A partir de la distribución de las deformaciones unitarias de la figura 3.6, la deformación unitaria en el 
acero es puede expresarse en términos de la distancia c por consideración de triángulos semejantes, que 
conduce a 

d - c  fs = €,,Es- 
C 

Entonces, a partir de la ecuación (3.16), 

d - c  
(~f ibc  = A,E~ES- 

C 

y esta ecuación cuadrática puede resolverse parac, la única incógnita para la viga dada. Con los valores de 
c y&, el momento Último para una viga, tan fuertemente reforzada que la falla ocurre por aplastamiento 
del concreto, puede encontrarse a partir de la ecuación (3.17) o de la ecuación (3.18). 

Como se anotó, la falla a compresión ocurre en forma explosiva y sin aviso; por esta razón es 
buena práctica mantener la cantidad de refuerzo suficientemente pequeña para asegurar que, en el 
caso de que el elemento sevea sobreesforzado, éste dé aviso al fallar de manera gradual por fluencia del 
acero en vez de hacerlo por aplastamiento del concreto. Esto puede lograrse manteniendo la cuantía de 
refuerzo p = Aslbd por debajo de determinado valor límite. Este valor conocido como la cuantía 
balanceada de aceropb, representa la cantidad de refuerzo necesaria para hacer que la viga falle por 
aplastamiento del concreto al mismo tiempo que se produce la fluencia del acero, lo que significa que 
el eje neutro debe estar localizado de tal manera que el concreto alcance la deformación unitaria a 
compresión límite para la misma carga a la cual el acero comienza a fluir. De acuerdo con esto, al 
establecer fs = f y  en la ecuación (3.21), y sustituir la deformación unitaria de fluencia porfylEs, se 
obtiene el valor de c que define la posición única del eje neutro correspondiente a un aplastamiento del 
concreto simultáneo con el inicio de la fluencia en el acero, 

sustituyendo este valor de c en la ecuación (3.16) conAs fs = pbdfy, para la cuantía balanceada de acero 
se obtiene 

En un elemento bien diseñado, la cuantía real de acero se mantiene muy por debajo de la cuantía 
balanceada que especifica la ecuación (3.24). 

Ejemplo 3.3. Determine el momento último M,, para el cual la viga de los ejemplos 3.1 y 3.2 presenta 
falla. 

Solución. Para esta viga la cuantía de acerop = A,lbd = 2.35110 x 23 = 0.0102. La cuantía balanceada 
de acero se determina a partir de la ecuación (3.24) que da como resultado 0.0284. Puesto que la 
cantidad del acero en la viga es menor que la que produciría una falla por aplastamiento del concreto, 
la viga va a fallar a tensión por fluencia del acero. Su momento último, obtenido con la ecuación 

= 2,950,000 pulg-lb = 246 klb-pie 
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Cuando la viga alcanza su resistencia última, la distancia hasta el eje neutro se determina a partir de 
la ecuación (3.19b) como 

Resulta interesante comparar este último valor con los de los ejemplos 3.1 y 3.2. En los cálcu- 
los anteriores se encontró que para cargas bajas, cuando el concreto aún no se había agrietado a 
tensión, el eje neutro estaba localizado a una distancia de 13.2 pulgadas desde el borde de compre- 
sión; para cargas mayores, cuando el concreto en tensión se agrietaba pero los esfuerzos eran aún 
suficientemente bajos para mantenerse elásticos, esta distancia era de 7.6 pulgadas. Como se acaba 
de mostrar, inmediatamente antes de la falla de la viga esta distancia diminuyó aún más, hasta 4.9 
pulgadas. Esta migración del eje neutro hacia el borde de compresión a medida que la carga se 
incrementa ilustra la diferencia entre los diversos estados de comportamiento por los cuales pasa 
una viga de concreto reforzado, a medida que la carga se incrementa desde cero hasta el valor que 
produce su falla. Los ejemplos también ilustran el hecho de que el momento último no puede 
determinarse en forma precisa mediante cálculos elásticos. 

DISENO DE VIGAS RECTANGULARES REFORZADAS A TENSIÓN 
Por las razones explicadas en el capítulo 1, el diseño de estructuras de concreto reforzado se funda- 
menta actualmente en el concepto de proporcionar suficiente resistencia para sostener sobrecar- 
gas hipotéticas. La resistencia nominal de un elemento dado se calcula con base en el mejor conocimiento 
actual del comportamiento del elemento y del material; esta resistencia nominal se modifica mediante 
un coeficiente de reducción de resistencia $, menor que la unidad, para obtener la resistencia de diseño. 
La resistencia requerida, en caso de que se alcance realmente el estado hipotético de sobrecarga, se 
encuentra aplicando factores y, mayores que la umdad, a las cargas realmente esperadas. Estas calgas 
de servicio esperadas incluyen la carga muerta calculada, la carga viva calculada o especificada legal- 
mente y las cargas ambientales como aquéllas ocasionadas por la accióri de sismos por la temperatura. 
De esta manera, los elementos de concreto reforzado se diseñan de manera que, como se demostró en 
la ecuación (1.5), 

Mu 5 $4 
P u  s$Pn 

v, 5 $ vn 
donde los subíndices n denotan las resistencias nominales en flexión, axial y cortante respectivamen- 
te, y los subíndices u denotan los valores mayorados de momento, axial y cortante. Los coeficientes 
de reducción de resistencia $ varían normalmente dependiendo del tipo de resistencia por calcular, 
de la importancia del elemento dentro de la estructura y de otros aspectos analizados en detalle en el 
capítulo 1. 

Un elemento diseñado con base en una resistencia adecuada para un estado hipotético de 
sobrecarga, también debe comportarse en forma satisfactoria bajo condiciones normales de car- 
gas de servicio. En términos específicos, la deflexión debe limitarse a un valor aceptable y las 
grietas de tensión en el concreto, que ocurren inevitablemente, deben ser de poco espesor y bien 
distribuidas a lo largo de la zona de tensión. Antes, la práctica consistía en limitar el ancho de las 
grietas y las deflexiones en forma indirecta, limitando los esfuerzos en el concreto y en el acero 
para estados de cargas de servicio. El método conocido como diseño elástico o diseño para cargas 
de servicio mediante el cual las dimensiones de los elementos se determinan según los límites en 
los esfuerzos, que a su vez controlan indirectamente el agrietamiento y las deflexiones, puede 
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utilizarse aún como alternativa, de acuerdo con el Código ACI de 1995 (ver el Código ACI, apéndice 
A). Sin embargo, debido a las limitaciones e inconsistencias asociadas con el método de diseño para 
cargas de servicio, se prefiere el método de la resistencia. Después de calcular las dimensiones para 
obtener una resistencia adecuada, las deflexiones se calculan y comparan con valores límites (o se 
controlan de otra manera), y el ancho de las grietas se limita mediante métodos específicos. Este 
enfoque de diseño llamado en Europa y con alguna frecuencia en la práctica en los Estados Unidos, 
diseñopara estados límites, es la base principal del Código ACI de 1995 y es el enfoque que se seguirá 
en éste y en posteriores capítulos. 

a. Distribución rectangular equivalente de esfuerzos 
El método presentado en la sección 3 . 3 ~  para calcular la resistencia última a la flexión de vigas de 
concreto reforzado, desarrollado a partir de conceptos básicos de la mecánica estructural y de informa- 
ción pertinente de investigaciones experimentales, también se aplica a diferentes situaciones de las de 
vigas rectangulares reforzadas en el lado de tensión. Puede utilizarse y da resultados válidos para el caso 
de vigas con otras formas de sección transversal, para vigas reforzadas de otra manera y  para elementos 
sometidos no sólo a flexión simple sino también a la acción simultánea de flexión y fuerza axial 
(compresión o tensión). Sin embargo, las ecuaciones pertinentes para estos casos más complejos resul- 
tan cada vez más complicadas y  largas, y  lo que es más importante, resulta cada vez más difícil para el 
diseñador visualizar las bases físicas para los métodos y fórmulas de diseño; esto puede llevar a una 
confianza ciega en las fórmulas y a generar una mala interpretación. Lo anterior no es solamente 
indeseable, en términos generales, sino que en la práctica es más probable que conduzca a cometer 
errores numéricos en el trabajo de diseño que cuando el diseñador cuenta con una imagen clara de la 
situación física del elemento que calcula o analiza en determinado momento. Afortunadamente resulta 
posible, mediante un artificio conceptual, formular de otro modo el análisis de la resistencia de ele- 
mentos de concreto reforzado, que proporciona las mismas respuestas que el análisis general descrito 
anteriormente, pero que se puede visualizar mucho mejor y  aplicar con mayor dificultad a casos de 
mayor complejidad que el de una viga rectangular simple. Su consistencia está demostrada, y  su aplica- 
ción a casos más complejos se ha calibrado con los resultados de una gran cantidad de ensayos sobre 
una diversidad de tipos de elementos y  condiciones de carga (ver la referencia 3.4). 

En la sección precedente se anotó que la forma geométrica real de la distribución de esfuer- 
zos de compresión en el concreto varía considerablemente y  que, de hecho, no se requiere conocer 
la forma exacta, siempre y  cuando se sepan dos cosas: (1) la magnitud C de la resultante de los 
esfuerzos a compresión en el concreto y (2) la localización de esta resultante. A partir de resulta- 
dos de investigaciones experimentales se obtuvo información relativa a estas dos cantidades, que 
fue expresada mediante los dos parámetros a y a .  

Evidentemente, se puede pensar entonces en remplazar la compleja distribución real de es- 
fuerzos mediante una distribución ficticia con una forma geométrica simple, siempre y  cuando esta 
distribución ficticia produzca la misma fuerza total de compresión C aplicada en la misma ubica- 
ción que en el elemento real cuando está en el punto de falla. Históricamente, investigadores de 
varios países han propuesto una cantidad simplificada de distribuciones ficticias de esfuerzos equi- 
valentes. La distribución de esfuerzos ampliamente aceptada en los Estados Unidos, y  cada vez 
más en otros países, fue propuesta inicialmente por C. S. Whitney y  después fue desarrollada y  
revisada de modo experimental por otros (ver, por ejemplo, la referencia 3.4). En la figura 3.8 
aparecen la distribución real de esfuerzos inmediatamente antes de la falla y  la distribución ficticia 
equivalente. 

Se puede observar que la distribución real de esfuerzos se remplaza por una distribución 
equivalente con forma rectangular simple. La intensidad y f: de este esfuerzo constante equivalente, Y 
su profundidad a = Pie, se pueden calcular a partir de que (1) la fuerza total de compresión CY (2) su 
ubicación, es decir, su distancia desde la fibra superior, sean las mismas, tanto para la distribución 
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C = aficb 
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equivalente rectangular como para la distribución real de esfuerzos. A partir de las figuras 3 . 8 ~  y 3.8b 
la primera condición da como resultado 

C = a ficb = y f,'ab a partir de lo cual y = a 

Con a = Blc esto da y = a/B1. La segunda condición requiere simplemente que la fuerza C en el bloque 
rectangular equivalente de esfuerzos esté localizada a la misma distanciapc tanto desde la fibra supe- 
rior, como en la distribución real. Se concluye que& = 28. 

Para proporcionar los detalles, las dos líneas superiores de la tabla 3.1 presentan la evidencia 
experimental de la figura 3.7 en forma tabular. Las dos líneas inferiores muestran los anteriores 
parámetrosPl y y para el bloque rectangular de esfuerzos. Se puede observar que el factor de intensidad 
del esfuerzo y es esencialmente independiente de f,' y se puede tomar siempre igual a 0.85. De ahí que, 
independientemente de f,', la fuerza de compresión en el concreto en la falla para unaviga rectangular 
de ancho b es 

También para los concretos comunes con f,'r 4000 lb/pulg2, la altura del bloque rectangular de esfuer- 
zos es a = 0 . 8 5 ~ ~  donde c es la distancia hasta el eje neutro. Para concretos de mayor resistencia, la 
distancia es a = B1c; los valores deBl se muestran en la tabla 3.1. Esto ha sido estipulado por el Código 
ACI, en el artículo 10.2.7.3, de la siguiente manera: p1 debe tomarse igual a 0.85 para concretos con 
resistencias hasta de 4000 1blpulg2 inclusive; para resistencias mayores a 4000 lb/pulg2, P1 debe redu- 
cirse continuamente a una tasa de 0.05 por cada 1000 lb/pulg2 de resistencia por encima de 4000 
lb/pulg2, pero& no debe ser menor que 0.65. En términos matemáticos, la relación entreal y f,' puede 
expresarse como 

TABLA 3.1 
Parámetros del bloque de esfuerzos en el concreto 
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La distribución rectangular equivalente de esfuerzos puede utilizarse para deducir las ecuaciones desa- 
rrolladas en la sección 3.3~. Desde luego, los criterios de faila son los mismos de antes: fluencia del 
acero para f, = f y  o aplastamiento del concreto para E, = 0.003. Puesto que el bloque rectangular de 
esfuerzos se visualiza fácilmente y sus propiedades geométricas son sencillas en extremo, muchos 
cálculos se llevan a cabo en forma directa sin hacer referencia a las ecuaciones derivadas formalmente, 
como aparece en las siguientes secciones. 

b. Cuantía balanceada de acero 
La cuantía balanceada de acero puede determinarse con base en las condiciones de que en la falla 
balanceada la deformación en el acero sea exactamente igual a y la deformación en el concreto 
alcance en forma simultánea la deformación por aplastamiento de E, = 0.003. Con referencia a la 
figura 3.6, 

que resulta idéntica a la ecuación (3.23). Entonces, a partir del requisito de equilibrio que exige 
que C = T 

a partir de lo cual 

Como se observa, esta ecuación es equivalente a la ecuación (3.24). Con la sustitución de E, = 0.003 y 
E, = 29,000,000 lb/pulg2 en la ecuación (3.28U), la expresión para la cuantía balanceada de acero 
puede reescribirse de manera alternativa como, 

c. Vigas subreforzadas 
En la sección 3 . 3 ~  se subrayó que una falla a compresión por flexión, en caso de que se presente, 
genera muy poco o ningún aviso de peligro, en tanto que una falla a tensión iniciada por fluencia 
del acero se presenta, por lo general, en forma gradual. El peligro resulta evidente a partir de la 
aparición de deflexiones grandes y del ensanchamiento de grietas en el concreto asociadas con la 
fluencia del acero de refuerzo, ante lo cual pueden tomarse las medidas correspondientes para 
evitar el colapso total. Además, la mayor parte de las vigas para las cuales la falla se inicia por 
fluencia posee una reserva sustancial de resistencia debida al endurecimiento por deformación de 
las barras, que no se ha tenido en cuenta en los cálculos de M,. 

A causa de estas diferencias en el comportamiento, resulta prudente exigir que las vigas se 
diseñen de tal forma que la falla, en caso de que ocurra, sea por fluencia del acero y no por aplas- 
tamiento del concreto. Esto puede lograrse, en teoría, exigiendo que la cuantía de acero p sea 
menor que la cuantía balanceadapb determinada por la ecuación (3.28~) o la (3.283). 

En la práctica, el límite superior de p debería ser un poco menor que pb, por las siguientes 
razones: (1) para una viga con una cuantíap exactamente igual apb, el límite de la deformación de 
compresión en el concreto se alcanzará teóricamente en el mismo momento en que el acero alcan- 
ce su esfuerzo de fluencia, sin que se produzca una fluencia significativa antes de la falla; (2) las 
propiedades de los materiales no se conocen nunca en forma precisa; (3) el endurecimiento por 
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deformación del acero de refuerzo, no incluido en el diseño, puede acarrear una faila frágil por compre- 
sión en el concreto aunquep se encuentre un poco por debajo de&, y (4) el área de acero realmente 
suministrada, que tiene en cuenta los tamaños estándares de las barras, va a ser siempre igual o mayor 
que la requerida con base en la cuantía seleccionada de acerop, siempre con tendencia a reforzar en 
exceso. Por estas razones, el Código ACI 10.3.3 especifica que 

De esta manera, para todos los elementos diseñados de acuerdo con el Código ACI,f, = f y  en la falla y 
la resistencia nominal a la flexión (con referencia a la figura 3.9) está determinada por 

donde 

Ejemplo 3.4. Utilizando la distribución rectangular equivalente de esfuerzos, calcule directamente la 
resistencia última de la viga analizada en el ejemplo 3.3. 

Solución. La distribución de esfuerzos, de fuerzas internas y de deformaciones unitarias es como apa- 
rece en la figura 3.9. La cuantía balanceada de acero se calcula a partir de la ecuación (3.2%) como 

y mediante comparación con la cuantía real de acero de 0.0102 se confirma que el elemento está 
subreforzado y que fallará por fluencia del acero. La profundidad del bloque equivalente de esfuerzos 
se encuentra a partir de la condición de equilibrio que exige que C = T. De esta manera, 0.85 fiab = 
A f o a = 2.35 x 60,000/0.85 x 4000 x 10 = 4.15. La distancia al eje neutro, de acuerdo con la 
dlfhción del bloque rectangular de esfuerzos, es c = a/pi = 4.1510.85 = 4.89. El momento último es 

M. = Asfy (d - o) = 2.35 X 60,WO(23 - 2.07) = 2,950,000 lb-pulg = 246 klb-pie 
2 

Los resultados de este análisis numérico simple y directo, con base en la distribución rectangular 
equivalente de esfuerzos, son idénticos a aquéllos previamente determinados a partir del análisis gene- 
ral de resistencia última de la sección 3.3~. 

Para el diseño rutinario resulta conveniente combinar las ecuaciones (3.30) y (3.31) como 
sigue. Si se observa que A, = pbd, la ecuación (3.31) puede reescribirse como 

FIGURA 3.9 
Viga rectangular simplemente reforzada. 
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Entonces, ésta puede sustituirse en la ecuación (3.30) para obtener 

que es idéntica a la ecuación (3.20b) deducida en la sección 3.3~. Esta ecuación básica puede simplificarse 
aún más como sigue: 

en la cual 

El factor de resistencia a la jlexión R depende sólo de la cuantía de acero y de las resistencias de los 
materiales, y puede tabularse fácilmente. Las tablas A.6a y A.6b del apéndice A dan los valores de 
R para combinaciones normales de acero y concreto, y para el intervalo completo de cuantías de 
acero usadas en la práctica. 

De acuerdo con las disposiciones de seguridad del Código ACI, la resistencia nominal a la 
flexión M, debe reducirse imponiendo un coeficiente de reducción de resistencia $ = 0.90 para 
flexión y así obtener la resistencia de diseño: 

o, como alternativa, 

d. Cuantía mínima de acero 
Otra modalidad de falla puede ocurrir en vigas con muy poco refuerzo. Si la resistencia a la flexión de 
la sección fisurada es menor que el momento que produce agrietamiento de la sección no fisurada con 
anticipación, la viga va a fallar de inmediato y sin ningún aviso de peligro una vez que se forme la 
primera grieta de flexión. Para protegerse contra este tipo de falla se puede establecer un límite inferior 
para la cuantía de acero igualando el momento de agrietamiento, calculado a partir del módulo de 
rotura del concreto (ver la sección 2.9), con la resistencia de la sección fisurada. 

Para una sección rectangular con un ancho b, un espesor total h y un espesor efectivo d (ver la 
figura 3.2b), el módulo elástico de la sección con respecto a la fibra a tensión es bh2/6. Para las 
secciones transversales típicas puede suponerse de manera satisfactoria que h/d = 1.1 y el brazo interno 
de palanca para la falla a flexión es 0.95d. Si el módulo de rotura se toma como f, = 7 . 5 E  como es 
usual, el análisis, al igualar el momento de agrietamiento a la resistencia a la flexión, resulta en 

Este desarrollo puede generalizarse para aplicarlo a vigas con una sección transversal en forma de T 
(ver, la sección 3.8 y la figura 3.13). Las ecuaciones correspondientes dependen de las dimensiones de 
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la sección transversal y de si la viga sometida a flexión tiene la aleta en tensión (losa) o en compresión. 
Mediante análisis se puede confirmar que paravigas T con dimensiones típicas que están sometidas a 
flexión con el ala en compresión, el área mínima de acero debe ser 

2'7&bwd As, min = - 
fy 

donde b, es el ancho del alma que se proyecta por debajo de la losa. A partir de un análisis similar 
puede establecerse que para vigas T sometidas a flexión con el ala en tensión, el área mínima de acero 
es 

Los requisitos del código ACI para áreas mínima de acero se fundamentan en los anteriores resultados 
pero incluyen algunas diferencias. De acuerdo con el código ACI 10.5, en cualquier sección donde por 
análisis se requiera refuerzo a tensión, con algunas excepciones como se anota más adelante, el áreaAs 
que se proporciona no debe ser menor que 

- 3& 200bwd 
As, min - - bwd r - 

f~ fy 

Esto se aplica tanto a secciones en flexión positiva como negativa. La consideración del límite adicio- 
nal de 200b,,,d& se hace únicamente por razones históricas; esta ecuación da las mismas cuantías 
mínimas de acero de 0.005 que se establecían en los códigos anteriores para las resistencias de materia- 
les usuales en ese momento. Obsérvese que en la ecuación 3.40a se utiliza el ancho de la sección b,; se 
entiende que para secciones rectangulares, b, = b. Además, obsérvese que el coeficiente del ACI de 3 
es un valor redondeado conservadoramente en comparación con el valor de 2.7 de la ecuación 3.393 
para vigas T con la aleta en compresión, y es muy conservador cuando se aplica a vigas de sección 
rectangular, para las cuales un análisis racional da unvalor de 1.8 según la ecuación 3.39a. Esto refleja 
probablemente el punto de vista de que el acero mínimo para las secciones en fleróón negativa de una 
viga T continua (que son de hecho secciones rectangulares como se analizó en la sección 3.8~) no debe 
ser menor que para las secciones en flexión positiva, donde los momentos son por lo general menores. 

El código ACI 10.5 trata el caso de vigas T estáticamente determinadas con la aleta en tensión 
como un caso especial, para el cual el área mínima de acero es la menor de 

o el valor dado por la ecuación 3.40~1 con b, tomado igual al ancho de la aleta. El coeficiente 6 del ACI 
en la ecuación 3.40b coincide aceptablemente bien con el valor obtenido de la ecuación 3.39~. 

Obsérvese que las ecuaciones 3.40~ y 3.40b del código ACI se expresan de manera conveniente 
en términos de una cuantía mínima de acero a tensión pmin dividiendo a ambos lados por bwd. 

De acuerdo con el código ACI 10.5, los requisitos de las ecuaciones 3.40a y 3.40b no necesitan 
imponerse si, en todas las secciones, el área de refuerzo a tensión suministrada es al menos un tercio 
mayor que la requerida por análisis. Esto proporciona refuerzo suficiente para elementos relativa- 
mente grandes tales como vigas sobre el terreno, donde las ecuaciones usuales exigirían cantidades 
excesivas de acero. 

Para losas y zapatas estructurales de espesor uniforme, el área mínima de refuerzo a tensión en 
la dirección de la luz es la que se exige para retracción de refraguado y temperatura (ver la sección 
12.3 y la tabla 12.2), y los valores mínimos anteriores no son obligatorios. El espaciamiento máximo 
de este acero debe ser el menor entre tres veces el espesor total de la losa y 18 pulgadas. 

' 
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e. Ejemplos de revisión y diseño de vigas rectangulares 
Los problemas de flexión pueden clasificarse en forma general enproblemas de revisión oproblemas de 
diseño. En los problemas de revisión se conocen las dimensiones de la sección, el refuerzo y las resisten- 
cias de los materiales, y se requiere calcular la capacidad a momento. Para el caso de los problemas de 
diseño, se determinan la capacidad requerida a momento y las resistencias de los materiales, y deben 
calcularse las dimensiones de la sección y el refuerzo. Los ejemplos 3.5 y 3.6 que se presentan a 
continuación ilustran los problemas de revisión y diseño, respectivamente. 

Ejemplo 3.5. Resistencia a la flexión de un determinado elemento. Una viga rectangular tiene un 
ancho de 12 pulg y una altura efectiva de 17.5 pulg. Está reforzada con cuatro barras No. 9 en una sola 
fila. Sify = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2, ¿cuál es la resistencia nominal a la flexión y cuál es el 
momento máximo que puede utilizarse en el diseño de acuerdo con el Código ACI? 

Solución. A partir de la tabla A.2 del apéndice A, el área de cuatro barras No. 9 es 4.00 pulg2. Por 
consiguiente, la cuantía real de acero esp = 4.00/(12 x 17.5) = 0.0190. Este valor está muy por debajo 
de la cuantía balanceada de la ecuación (3.28b) que es 

de manera que se tendría una falla por fluencia a tensión. Para esta viga subreforzada, a partir de la 
ecuación (3.31), 

a = = 5.89 pulg 
0.85 X4X 12 

y con la ecuación (3.30), 

Si se aplica el coeficiente de reducción de resistencia para flexión @ = 0.90, la resistencia de diseño 
debe tomarse igual a 

El Código ACI limita la cuantía de acero a los siguientes valores: 

3J4ooo 200 
P,, = - S - = 0.0033 

60,000 60,000 

La viga en consideración cumple los anteriores límites. 

Ejemplo 3.6. Dimensiones de la sección de concreto y del área de acero necesarias para resistir un 
momento dado. Determine la sección transversal de concreto y el área de acero requeridas para una 
viga rectangular simplemente apoyada con una luz de 15 pies que debe sostener una carga muerta 
calculada de 1.27 klblpie y una carga viva de servicio de 2.44 klb/pie. Las resistencias de los materiales 
son f,'= 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. 

Solución. En primera instancia se aplican los coeficientes de carga determinados de servicio, para 
obtener las cargas mayoradas, y el momento correspondiente para los cuales debe diseñarse la viga: 

Las dimensiones de la sección de concreto dependen de la cuantía de acero escogida por el diseñador. 
Seleccionando la máxima cuantía de acero permisible, p,, = 0.75 pb se obtendrá la mínima sección 
posible de concreto. Conpb = 0.0285 como en el ejemplo 3.5, 

p = 0.75 X 0.0285 = 0.0214 
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La resistencia requerida a la flexión se iguala con la resistencia de diseño de la ecuación (3.37), y se 
sustituyen los valores seleccionados parap y para la resistencia de los materiales, 

M,' = +M, 

2000=0.90x0.0214X60bd2 

a partir de lo cual 

Una viga con ancho b = 10 pulg y d = 14.6 pulg satisface los anteriores requisitos. El área de acero 
requerida se encuentra aplicando la cuantía seleccionada de acero a las dimensiones de la sección de 
concreto: 

A, = 0.0214 x 10 x 14.6 = 3.12 puig2 

Dos barras No. 11 proporcionan exactamente esta área. 
Si se supone un recubrimiento de concreto de 2.5 pulg desde el centroide de las barras, la altura 

total exigida es b = 17.1 pulg. En la práctica, sin embargo, las dimensiones del concreto b y h siempre 
se redondean a la pulgada inmediatamente superior y en general al múltiplo más cercano de 2 pulga- 
das (ver la sección 3.5). El valor real de d se encuentra entonces restando el recubrimiento requerido 
de concreto de la dimensión h. Para este ejemplo se seleccionará b = 10 pulg y h = 18 pulg, obteniéndose 
un espesor efectivo d =15.5 pulg. Se puede, entonces, lograr una economía adicional refinando el 
cálculo del área de acero con base en el mayor espesor efectivo real. Es posible obtener la cuantía 
necesaria de acero revisada resolviendo directamente la ecuación (3.37) para p, con $M,, = M,. Una 
solución más rápida puede obtenerse mediante iteración. Primero se supone un valor razonable para 
a y se encuentra el valor de A, a partir de la ecuación (3.36). Con la ecuación (3.3 1)  se obtiene un 
estimativo revisado de a y se revisa A,. Este método converge muy rápidamente. Por ejemplo, si se 
supone a = 5 pulg, se tiene 

Se comprueba el valor supuesto de a: 

a = 
2.85 X 60 

0.85 X 4 X 10 
= 5.03 pulg 

Este valor está suficientemente cerca del valor supuesto, de manera que no se requieren cálculos 
adicionales. Para proporcionar el área de acero requerida de 2.85 pulg2, puede usarse una barra No. 
11 más una barra No. 10, pero por facilidad de construcción se usarán dos barras No. 11 como antes. 

/ Una sección transversal un poco mayor de la viga y con menos acero puede ser más económica 
y tenderá a reducir las deflexiones. Como una solución alterna, la viga se rediseñará con una cuantía 
menor de refuerzo, de p = 0 . 5 0 ~ ~  = 0.50 x 0.0285 = 0.0143. Se iguala la resistencia requerida a la 
resistencia de diseño [ecuación (3.37)] como antes: 

Una viga con b = 10 pulg y d = 17.2 pulg cumplirá este requisito, para lo cual 

A, = 0.0143 x 10 x 17.2 = 2.46 pulg2 

Dos barras No. 10, que proveen un área de 2.53 pulg2, serían suficientes. Si la altura total de concreto 
se redondea hacia arriba hasta 20 pulg, se obtiene un espesor efectivo de 17.5 pulg, que disminuye el 
área necesaria de acero a 2.41 pulg2. Dos barras No. 10 seguirán siendo la mejor selección. 

- 
Parece evidente que es posible encontrar una cantidad infinita de soluciones al problema 

planteado, dependiendo de la cuantía seleccionada de acero. De acuerdo con el Código ACI la 
cuantía para vigas puede variar desde un límite superior de 0 . 7 5 ~ ~  hasta un límite inferior de 



ANÁLISIS Y DISENO A FLEXIÓN DE VIGAS 83 

3fllfy 2 2001fy. Si se comparan las dos soluciones (con las dimensiones teóricas, sin redondear los 
resultados para efectos de la comparación y con el supuesto de que h es 2.5 pulgadas mayor que d 
en cada caso) se concluye que un aumento del 15 por ciento en el área de la sección de concreto, 
produce un ahorro del 21 por ciento en el acero. La segunda solución resultaría con certeza más 
económica y sería preferible a menos que se requiera minimizar las dimensiones de la viga por 
razones arquitectónicas o funcionales. 

Existe una situación que ocurre a menudo, que no se clasifica de modo estricto en ninguna de 
las dos categorías de problemas de revisión o de diseño anteriores. Las dimensiones del concreto 
se conocen y se sabe que son adecuadas para resistir el momento requerido, y es necesario encon- 
trar solamente el área de acero. Típicamente, ésta es la situación que se presenta en el diseño de las 
secciones críticas de vigas continuas, en las cuales las dimensiones del concreto se mantienen, por 
lo general, constantes, aunque el acero de refuerzo varía a lo largo de la luz de acuerdo con la 
resistencia exigida a la flexión. Las dimensiones b, d y h se determinan en las secciones de máximo 
momento, usualmente en uno de los apoyos. En los demás apoyos y en los centros de la luz donde 
los momentos son en general menores, se sabe que las dimensiones del concreto son adecuadas y 
únicamente queda por encontrar el acero a tensión. Una situación idéntica se encontró en el pro- 
blema de diseño del ejemplo 3.6, en el cual las dimensiones del concreto se redondearon hacia 
arriba a partir de los valores mínimos requeridos y se necesitaba encontrar el área de acero exigida. 
En cualquier caso, resulta conveniente el proceso iterativo indicado en el ejemplo 3.6. 

Ejemplo 3.7. Determinación del área de acero. Con las mismas dimensiones de la sección de concreto 
que se utilizaron para la segunda solución del ejemplo 3.6 (b = 10 pulg, d = 17.5 pulg y h = 20 pulg) y 
las mismas resistencias de los materiales, encuentre el área de acero necesaria para resistir un momen- 
to M, de 1600 klb-pulg. 

Solución. Se supone a = 4.0 pulg. Entonces 

Se revisa el valor supuesto de a: 

Luego se supone a = 3.2 pulg y se vuelve a calcular A,: 

No se requieren iteraciones adicionales. Utilice A, = 1.86 pulg. Se usarán dos barras No. 9. 

En la solución de los ejemplos anteriores se utilizaron las ecuaciones básicas con el fin de 
lograr una familiarización con las mismas. Sin embargo, en la práctica resulta más conveniente 
utilizar ayudas de diseño como la tabla A.5 del apéndice A, que proporciona los valores para las 
cuantías balanceadas, máximas y mínimas, y la tabla A.6, que ofrece valores del factor de resisten- 
cia a la flexión R. Los problemas de ejemplo se repetirán en la sección 3.5 para demostrar la utili- 
zación de estas ayudas. 

f. Vigas sobrerreforzadas 
De acuerdo con el Código ACI, todas las vigas deben diseñarse para las condiciones subreforzadas 
con cuantías de acero a tensión muy por debajo del valor de la cuantía balanceaday con& = f y  en la falla. 

www.elsolucionario.org
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Ocasionalmente, sin embargo, cuando se revisa la capacidad de una construcción existente, puede ser 
necesario calcular la resistencia a la flexión de un elemento sobrerreforzado, para el cual& es menor 
que4 en la falla a flexión. 

En este caso, la deformación unitaria del acero de la figura 3.9b va a ser menor que la defor- 
mación unitaria de fluencia, pero puede expresarse en términos de la deformación unitaria del 
concreto E, y de la distancia c al eje neutro, aún desconocida: 

A partir del requisito de equilibrio que exige que C = T, se puede formular 

Si se remplaza la deformación unitaria del acero de la ecuación (3.41) en esta última ecuación, y con la 
definición de k, = c/d, se obtiene una ecuación cuadrática para k,, como sigue: 

Aquí,p = AJbd como antes, y m es un parámetro del material estipulado por 

Se soluciona la ecuación cuadrática para k,: 

La localización del eje neutro para la viga sobrerreforzada puede determinarse fácilmente a partir de c 
= k,d, después de lo cual la profundidad del bloque de esfuerzos da como resultado a = Blc. Entonces, 
con la deformación del acero E, calculada a partir de la ecuación (3.41), y con f, = Es%, la resistencia 
nominal a flexión es 

a 
= (d - 5 )  (3.44) 

AYUDAS DE DISENO 
Las ecuaciones básicas para el análisis y diseño de vigas de concreto reforzado se desarrollaron en 
la sección 3.4 y fueron utilizadas directamente en los ejemplos. En la práctica, el diseño de las vigas 
y de otros elementos de concreto reforzado se facilita considerablemente mediante el uso de ayu- 
das como las presentadas en el apéndice A y en las referencias 3.6 a 3.8. Las tablas A.l, A.2, A.5, 
hasta la A.8, y el gráfico A.l del apéndice Akrelacionan de modo directo con este capítulo y el 
estudiante puede repasar este material para familiarizarse con su cubrimiento. En capítulos poste- 
riores se analizarán otras ayudas de diseño y se demostrará su uso. 

La ecuación (3.38) de la sección 3.4 da la resistencia de diseño a flexión @Mn de una viga 
rectangular reforzada a tensión con cuantía de acero en el valor balanceado o próximo a él. El 
factor de resistencia a la flexión R de la ecuación (3.35) se presenta en la tabla A.6a para cuantías 
menores de acero o en la tabla A.6b para cuantías superiores. De manera alternativa, R puede 
obtenerse a partir del gráfico A.1. Con el fin de revisar la capacidad de una sección para la cual se 
conocen las dimensiones de la sección de concreto b y d, la cuantía de acerop y las resistencias de 
los materiales, el valor de la resistencia de diseño @Mn, puede obtenerse en forma directa con la 
ecuación (3.38). 
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Para propósitos de diseño, donde es necesario determinar las dimensiones del concreto y la 
cantidad de refuerzo para resistir un momento dado para cargas mayoradas M,, existen dos 
metodologías posibles. La primera comienza con la selección de la cuantía óptima de acero para 
luego calcular las dimensiones de la sección de concreto de la siguiente manera: 

1. Se toma la resistencia requerida M, igual a la resistencia de diseño $M,, con la ecuación (3.38): 

M, = $ ~ b d 2  

2. Con la ayuda de la tabla A.5, se selecciona una cuantía apropiada entrep,, ypmi, Por lo general, 
una cuantía alrededor de 0 . 5 0 ~ ~  será una selección económica y práctica. 

3. A partir de la tabla A.6 se encuentra el factor de resistencia a la flexión R para las resistencias 
especificadas de los materiales y para la cuantía seleccionada. Entonces 

4. Luego se seleccionan b y d para cumplir el anterior requisito. A menos que deba limitarse la 
altura por razones constructivas o por otro tipo de restricciones, la altura efectiva debería aproxi- 
madamente ser dos a tres veces el ancho de la viga. 

5. Se calcula el área de acero que se requiere 

A, = pbd 

Luego, con referencia a la tabla A.2, se escoge el tamaño y el número de barras, dando preferen- 
cia a tamaños de barra mayores para minimizar los costos de vaciado. 

6. Se consulta la tabla A.8 para verificar si el ancho de viga seleccionado proporciona espacio 
suficiente para las barras escogidas de manera que se logren recubrimientos del concreto y 
espaciamientos adecuados. (Estos puntos se analizarán con mayor detalle en la sección 3.6.) 

La metodología alterna comienza con la selección de las dimensiones del concreto, después 
de que se encuentra el refuerzo requerido de la siguiente manera: 

1. Se selecciona el ancho de la viga b y la altura efectiva d. Después se calcula el valor requerido de R: 

2. Con la tabla A.6, y para las resistencias específicas de los materiales, se determina la cuantía de 
acero p, correspondiente a R. 

3. Se calcula el área requerida de acero 

A, = pbd 

Y a partir de la tabla A.2, se selecciona el tamaño y número de barras. 
4. Con la tabla A.8 se confirma si el ancho de la viga es suficiente para colocar el refuerzo seleccio- 

nado. 

A continuación se ilustra la utilización de las ayudas de diseño para resolver los problemas 
ejemplificados en la sección 3.4. 

Ejemplo 3.8. Resistencia a la flexión para un elemento determinado. Calcule la resistencia nominal a 
flexión y la resistencia de diseño de la viga del ejemplo 3.5, que tiene b = 12 pulg y d = 17.5 pulg, y está 
reforzada con cuatro barras No. 9. Utilice las ayudas de diseño del apéndice A. Las resistencias de 10s 
materiales son fi= 4000 lblpulg2 yfy = 60,000 lblpulg2. 
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Solución. A partir de la tabla A.2, cuatro barras No. 9 proporcionan un A, = 4.00 pulg2, y con b  = 12 
pulg y d = 17.5 pulg, la cuantía del acero esp = 4.00/(12 x17.5) = 0.0190. De acuerdo con la tabla A.8, 
este valor es inferior a p,, = 0.0214 y es superior a p,, = 0.0033. Luego, en la tabla A.6b, con 
f,'= 4000 lb/pulg2, f = 60,000 lb/pulg2 y p = 0.019, se encuentra un valor de R = 949 lb/pulg2. Las 
resistencias nominaies y de diseño son respectivamente 

17 52 
M,, = ~ b d ~  = 949 X 12 x - = 3490 klb-pulg 

1000 
+M,, = 0.90 X 3490 = 3140 klb-pulg 

igual que antes. 

Ejemplo 3.9. Dimensiones de la sección de concreto y área de acero necesarias para resistir un momen- 
to dado. Determine la sección transversal de concreto y el área de acero requeridas para la viga del 
ejemplo 3.6, utilizando las ayudas de diseno del apéndice A. M,= 2000 klb-pulg, f,' = 4000 lb/pulg2 y 
f y  = 60,000 lb/pulg2. Utilice una cuantía de acero igual a la mitad del valor balanceado. 

Solución. En la tabla A.5 se encuentra que la cuantía balanceada de acero es pb = 0.0285. Por econo- 
mía se utilizará un valor dep = 0 . 5 0 ~ ~  = 0.0143. Si se interpola en la tabla A.6a7 el valor requerido de 
R es 750. Entonces 

Con dimensiones de la sección de concreto de b  = 10 pulg y d = 17.2 pulg se satisface lo anterior, pero 
la altura efectiva se redondeará hacia arriba hasta 17.5 pulg, para conseguir un espesor total de la viga 
de 20.0 pulg. Se obtiene entonces 

y con la tabla A.&, por interpolación p = 0.0138. Esto conduce a una exigencia de acero de A, = 
0.0138 x 10 x 17.5 = 2.41 pulg2, igual que antes. 

Ejemplo 3.10. Determinación del área de acero. Encuentre el área de acero necesaria para la viga del 
ejemplo 3.7 con dimensiones de la sección de concreto de b = 10 pulg y d = 17.5 pulg, las cuales se sabe 
que son adecuadas para sostener un momento para cargas mayoradas de 1600 lb-pulg. Las resistencias 
de los materiales son f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. 

Solución. Observe que en aquellos casos en que se sabe que las dimensiones del concreto son adecua- 
das y sólo se requiere encontrar el refuerzo, no es necesario utilizar el método iterativo propuesto 
anteriormente. El factor necesario de resistencia a la flexión es 

De acuerdo con la tabla A.&, en las resistencias especificadas para los materiales, esto corresponde 
a una cuantía de acero de p = 0.0107, que da como resultado un área de acero de 

A, = 0.01107 x 10 x 17.5 = 1.87 pulg2 

igual que antes (excepto por una pequeña diferencia a causa del redondeo). Se utilizarán, entonces, 
dos barras No. 9. 

Las tablas y gráficos del apéndice A dan información básica y se utilizan ampliamente a lo 
largo del texto con propósitos ilustrativos. El lector debe estar atento, sin embargo, a la gran can- 
tidad de versiones difundidas de estas tablas, además de muchos otros recursos útiles que pueden 
encontrarse, entre otros, en las referencias 3.6,37 y 3.8. 
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ASPECTOS PRÁCTICOS EN EL DISENO DE VIGAS 

Con el fin de enfocar inicialmente la atención en los rasgos fundamentales del diseño a flexión, los 
ejemplos precedentes se desarrollaron apenas con ciertas particularidades mínimas de algunos 
aspectos prácticos, que siempre influyen en el diseño real de vigas. Estos aspectos se relacionan 
con la dimensión óptima del concreto para vigas, el redondeo y la estandarización de las dimensio- 
nes, el recubrimiento requerido para los refuerzos principal y secundario, y la selección y combina- 
ción de barras. Un buen criterio por parte del diseñador es particularmente importante en la 
transformación de los requisitos teóricos en un diseño práctico. Algunos de los rasgos más impor- 
tantes se analizan aquí; las publicaciones del ACI (referencias 3.6 y 3.7) y del CRSI (referencias 3.8 
a 3.10) suministran gran cantidad de ayuda adicional. 

a. Protección de concreto para el refuerzo 
Para dar al acero una adecuada protección de concreto contra el fuego y la corrosión, el diseñador 
debe mantener un espesor mínimo de recubrimiento de concreto en la parte e x t e r i e l  acero más 
expuesto. El espesor requerido varía, pues depende del tipo de elemento y de las condiciones de 
exposición. Según el Código ACI 7.7, para concreto vaciado en el sitio, la protección de concreto 
para superficies no expuestas directamente al terreno o a la intemperie no debe ser menor que $ 
de pulgada para losas y muros, y que 1 $ pulgadas para vigas y columnas. Si la superficie de concre- 
to se expone a la intemperie o está en contacto con el terreno, se requiere un recubrimiento protec- 
tor de por lo menos 2 pulgadas 12 pulgadas para barras No. 5 y menores) excepto cuando el 
concreto se coloca directamente en contacto con el terreno sin la utilización de formaletas, en cuyo 
caso debe proveerse un recubrimiento de por lo menos 3 pulgadas. 

En general, los centros de las barras principales a flexión en vigas deben colocarse de 2 i  a 3 
pulgadas desde la superficie superior o inferior de la viga, con el fin de suministrar un recubrimien- 
to tanto para las barras como para los estribos de por lo menos 1 pulgadas (ver la figura 3.10). En 
losas, una pulgada hasta el centro de la barra es suficiente para proveer el aislamiento requerido de 
$ de pulgada. 

Con el fin de simplificar la construcción y, en consecuencia, reducir costos, las dimensiones 
globales de la sección de concreto en vigas, b y h, se redondean casi siempre hacia arriba hasta la 
pulgada más cercana y, con frecuencia, hasta el siguiente múltiplo de 2 pulgadas. Como resultado, la 
altura efectiva real d que se obtiene al restar de la altura total h la suma de la distancia del recubri- 
miento, el diámetro del estribo y la mitad del diámetro del refuerzo principal, pocas veces resulta en 
una dimensión par. Para losas, el espesor total se redondea, en general, hacia arriba a la $ pulgada más 
cercana hasta un valor de 6 pulgadas y a la pulgada más cercana por encima de éste. Las diferencias entre 
h y d que aparecen en la figura 3.10 no son exactas pero son satisfactorias para propósitos de diseño de 

(a) Viga con estribos (b) Losa 

FIGURA 3.10 
Requisitos del recubrimiento de concreto 
en vigas y losas. 
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vigas con estribos No. 3 y barras longitudinales No. 10 o menores, y para losas con barras No. 4 o menores. 
Si se utilizan barras mayores para el refuerzo principal a flexión o para los estribos, situación bastante 
frecuente, las dimensiones correspondientes pueden calcularse sin dificultad. 

Dadas las pequeñas tolerancias que pueden lograrse bajo condiciones controladas en planta, 
el Código ACI 7.7.2 permite algunas reducciones en la protección de concreto para el refuerzo en 
el caso de concreto prefabricado. 

b. Dimensiones del concreto 
Las vigas de concreto reforzado pueden ser anchas y de poca altura,-o relativamente delgadas y 
altas. Las consideraciones de máxima economía en los materiales, por lo general, conducen a unas 
proporciones con altura efectiva d en el intervalo aproximado de dos a tres veces el ancho b (o 
ancho del alma b, para vigas T). Sin embargo, se presentan restricciones que pueden obligar a 
adoptar otras proporciones. Por ejemplo, para el sistema de entrepiso conformado por viguetas de 
concreto en una dirección y apoyadas sobre vigas monolíticas (ver el capítulo 20), el uso de una 
misma altura total para vigas y viguetas tolera la utilización de una formaleta de fondo plano que 
da como resultado una construcción rápida y económica, y permite un cielo raso nivelado. Las 
vigas principales generalmente serán anchas, de poca altura y con mayor cuantía de refuerzo, pero 
se logrará en definitiva un ahorro en los costos de construcción. En otras circunstancias puede ser 
necesario limitar la altura total del sistema de entrepiso o de cubierta por razones arquitectónicas 
u otras consideraciones. Una ventaja del concreto reforzado es su adaptabilidad a estas necesida- 
des especiales. 

c. Selección y espaciamiento de las barras 

Como se indicó en la sección 2.12, los tamaños usuales para barras de refuerzo varían entre la No. 
3 y la No. 11; el número de la barra corresponde en forma aproximada al número de octavos de 
pulgada del diámetro de la misma. Los dos tamaños mayores, la No. 14 (1 $ pulg de diámetro) y la 
No. 18 (2:  pulg de diámetro) se utilizan principalmente en columnas. 

Es aconsejable combinar los tamaños de las barras, con el fin de cumplir en forma más exacta 
una exigencia de área de acero. En general, las barras mezcladas deben ser de diámetro compara- 
ble por razones tanto prácticas como teóricas, y regularmente deben disponerse de manera simé- 
trica con respecto a la línea central vertical. Muchos diseñadores limitan la variación en los diámetros 
de las barras para una sola fila a dos tamaños de barra, utilizando por ejemplo las barras Nos. 8 y 10 
juntas, pero no las Nos. 11 y 6. Existen algunas ventajas prácticas al minimizar el número de los 
diferentes tamaños de barra utilizados en una estructura. 

Normalmente es necesario mantener una distancia mínima entre barras adyacentes con el fin 
de asegurar una colocación adecuada del concreto con respecto a ellas. Deben evitarse bolsas de 
aire por debajo del acero y es aconsejable obtener una superficie completa de contacto entre las 
barras y el concreto para hacer óptima la resistencia por adherencia. El Código ACI 7.6 especifica 
que la mínima distancia libre entre barras adyacentes no debe ser menor que el diámetro nominal 
de las barras o que una pulgada. (Para columnas, estos requisitos deben aumentarse a 14 diáme- 
tros de barra y a 1 pulgadas.) Cuando el refuerzo de las vigas se coloca en dos o más filas, la 
distancia libre entre filas no debe ser menor que una pulgada, y las barras de la fila superior deben 
colocarse directamente encima de aquéllas de la fila inferior. 

La cantidad máxima de barras que pueden colocarse en una viga con determinado ancho está 
limitada por el diámetro de la barra y por los requisitos de espaciamiento; también influye el diá- 
metro del estribo, el recubrimiento requerido de concreto y el tamaño máximo del agregado espe- 
cificado para el concreto. La tabla A.8 del apéndice A presenta el número máximo de barras que 
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pueden colocarse en una sola fila en vigas, que suponen un recubrimiento de 1 4 pulgadas y la utiliza- 
ción de estribos No. 4. También hay restricciones en cuanto a la cantidad mínima de barras que pueden 
colocarse en una sola fila con base en los requisitos de control de agrietamiento (ver la sección 6.3). La 
tablaA.9 presenta la cantidad mínima de barras que satisfacen los requisitos del Código ACI, los cuales 
se analizarán en el capítulo 6. 

En vigas y columnas grandes, a veces resulta ventajoso agrupar el refuerzo a tensión o a 
compresión en dos, tres o cuatro barras en contacto con el fin de suministrar un mejor vaciado del 
concreto alrededor y entre los grupos adyacentes. Puede suponerse que estas barras actúan como 
una unidad, con no más de cuatro barras en cualquier grupo, siempre y cuando el grupo esté rodea- 
do por estribos o flejes. No deben agruparse más de dos barras en un mismo plano; las formas de 
agrupamiento común siguen patrones triangulares, cuadrados o en forma de L. Las barras indivi- 
duales en un grupo, que tengan que suspenderse dentro de la luz de un elemento a flexión, deben 
terminar en diferentes puntos. El Código ACI 7.6.6 exige que los puntos de corte se escalonen a 
distancias mínimas de 40 diámetros de barra. Cuando los requisitos de límites de espaciamiento y 
de recubrimiento mínimo de concreto se basen en el diámetro de la barra, una unidad de barras 
agrupadas debe tratarse como una barra simple con un diámetro equivalente de proporción a un 
área igual a la de las barras en grupo. 

El Código ACI 7.6.6 establece que en el caso de las vigas no deben agruparse barras mayores 
que la No. 11, aunque las especificaciones AASHTO permiten agrupar barras Nos. 14 y 18 en vigas 
de puentes vehiculares. Debe prestarse especial atención al control de agrietamiento si se utilizan 
barras en grupo como refuerzo a flexión (ver la sección 6.3). 

VIGAS RECTANGULARES CON REFUERZO A TENSIÓN Y A COMPRESIÓN 

Si la sección transversal de una viga se limita a causa de consideraciones arquitectónicas u otras 
restricciones, puede ocurrir que el concreto no sea capaz de desarrollar la fuerza necesaria de 
compresión para resistir el momento actuante. En este caso, se adiciona refuerzo en la zona 
de compresión, dando como resultado una viga que se denomina doblemente reforzada, es decir, 
una viga con refuerzo a compresión al igual que a tensión. La utilización del refuerzo a compresión 
ha disminuido en forma significativa la introducción y el uso más difundido de los métodos de 
diseño a la resistencia, los cuales tienen en cuenta el potencial de resistencia completo del concreto 
en el lado de compresión del eje neutro. Sin embargo, existen situaciones en las que se utiliza el 
refuerzo a compresión por razones diferentes de las de resistencia. Se ha encontrado que incluir 
algún acero en la zona de compresión reduce las deflexiones a largo plazo del elemento (ver la 
sección 6.5). Además, en algunos casos se colocan barras en la zona de compresión para considerar 
situaciones de carga que producen momentos de signo contrario (ver la sección 11.2) o como barras 
continuas a lo largo de la luz de laviga para servir de soporte a los estribos (ver el capítulo 4). A menudo 
es aconsejable tener en cuenta la presencia de este refuerzo en el diseño a flexión aunque en muchos 
casos, éste se desprecia en los cálculos de la flexión. 

a. Acero a tensión y a compresión, ambos en el esfuerzo de fluencia 

Si la cuantía de acero a tensión p en una viga doblemente reforzada es igual o menor que pb, la 
resistencia de la viga puede calcularse dentro de límites aceptables, sin tener en cuenta las barras a 
compresión. La resistencia de una viga así reforzada va a estar controlada por la fluencia a tensión, 
y en general, la presencia de las barras a compresión va a afectar muy poco el brazo de palanca del 
momento resistente. 

Si la cuantía de acero a tensión es mayor quepb, se requiere un análisis un poco más elaborado. 
En la figura 3.11a, aparece la sección transversal de unaviga rectangular con acero a compresiónAi 
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FIGURA 3.11 
Viga rectangular doblemente reforzada. 

localizada a una distanciad' desde la cara de compresión y con un acero a tensiónA, al nivel de la altura 
efectiva d. Se supone que inicialmente tanto A, como AS alcanzan el esfuerzo de fluenciafy en el 
momento de la falla. El momento resistente total puede visualizarse como la suma de dos partes. La 
primera parte, Mnl, la proporciona el par conformado por la fuerza en el acero a compresiónAi y la 
fuerza de un área equivalente del acero a tensión 

M,, = Asfy(d -d') (3.45~) 

como aparece en la figura 3.11d. La segunda parte, Mn2, es la contribución del acero restante a tensión 
A, -AS que actúa con el concreto a compresión: 

como aparece en la figura 3.11e, donde el espesor del bloque de esfuerzo es 

Con las definicionesp = A,lbd yp'= A; lbd, esto pue~de formularse así: 

Entonces, el momento nominal resistente total es 

a 
Mn = Mni + Mn2 = A: fy (d - d ') + (A, - A:) fy (d - 2) 

De acuerdo con las disposiciones de seguridad del Código ACI, la capacidad nominal debe reducirse 
multiplicándola por un coeficiente $J = 0.90 para obtener la resistencia de diseño. 

Es aconsejable, por las razones dadas anteriormente, que la falla, en caso de que se presente, 
se produzca por fluencia del acero a tensión en vez de que ocurra por aplastamiento del concreto. 
Esto se puede garantizar estableciendo un límite superior en la cuantía del acero a tensión. Si se 
adopta la deformación unitaria del acero en tensión equivalente a en la figura 3.11b, para esta- 
blecer la localización del eje neutro en la condición de falla balanceada, y si se suman las fuerzas 
horizontales que aparecen en la figura 3.11~ (suponiendo todavía que el acero a compresión está 
en el esfuerzo de fluencia en la falla), se puede demostrar fácilmente que la cuantía balanceada de 
acero Fb para una viga doblemente reforzada es 

dondepb es la cuantía balanceada de acero para la viga simplemente reforzada correspondiente, y 
se calcula a partir de la ecuación (3.28~). Para asegurar que el margen contra una falla frágil del 
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concreto sea igual para las vigas doblemente reforzadas como para las vigas con refuerzo sencillo, 
según el Código ACI 10.3.3, 

b. Acero a compresión por debajo del esfuerzo de fluencia 

Las ecuaciones anteriores, mediante las cuales se desarrolla en forma clara y concisa el análisis 
fundamental de vigas doblemente reforzadas, son válidas únicamente si el acero a compresión fluye 
cuando la viga alcanza su capacidad última. En muchos casos, como el de vigas anchas de poca 
altura, vigas con un recubrimiento de concreto sobre las barras de compresión mayor que el usual, 
o vigas con cantidades relativamente pequeñas de refuerzo a tensión, el esfuerzo de las barras a 
compresión estará por debajo del de fluencia en la falla. En consecuencia, es necesario desarrollar 
ecuaciones más generales para tener en cuenta la posibilidad de que el refuerzo a compresión no 
fluya cuando la viga doblemente reforzada falle en la flexión. 

A continuación se presenta el método para determinar si el acero a compresión fluye o no en 
la falla. Con referencia a la figura 3.11b, y si se toma como caso límite E', = ey, se obtiene por 
geometría 

Si se suman las fuerzas en la dirección horizontal (figura 3.11~) se obtiene la cuantía de acero a 
tensión mínima Pcy que asegurará la fluencia del acero a compresión en la falla: 

Si se toma, como es usual, = 0.003 como es usual y = fy /Es con Es = 29,000,000 lb/pulg2, se 
obtiene en forma alternativa. 

Si la cuantia de acero a tensión es menor que este valor límite, el eje neutro está suficientemente alto 
de manera que el esfuerzo del acero a compresión en la falla es menor que el esfuerzo de fluencia. 
En este caso puede demostrarse, con base en la figura 3.11 b y c, que la cuantía balanceada de acero 

donde 

De esta manera, la cuantía máxima de acero permitida por el Código ACI 10.3.3es 

En consecuencia, las ecuaciones (3.5 1) y (3.53), con f,' dado por la ecuación (3.52), son las formas 
generalizadas de las ecuaciones (3.48) y (3.49). 

Se debe hacer énfasis en que la ecuación (3.52) para el esfuerzo en el acero a compresión se 
aplica únicamente para una viga con la cuantía exacta balanceada de acero. a tensión. 
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Si la cuantía de acero a tensión es menor que Pb, de acuerdo con la ecuación (3.51), y es menor 
que pcy , determinada por la ecuación (3.50), entonces el acero a tensión se encuentra en el esfuerzo de 
fluencia en la falla pero el acero de compresión no, y deben desarrollarse nuevas ecuaciones para el 
esfuerzo en el acero de compresión y para la resistencia a la flexión. El esfuerzo en el acero a compre- 
sión puede expresarse en términos de la aún desconocida localización del eje neutro: 

El estudio del equilibrio de fuerzas horizontales (figura 3. l l c  con el esfuerzo en el acero a compresión 
igual a f,') da como resultado 

Ésta es una ecuación cuadrática en c, que es la única incógnita y, por tanto, puede resolverse fácilmente 
para obtener su valor. La resistencia nominal b flexión se encuentra remplazando el valor de f,' obteni- 
do de la ecuación (3.54) y de a = Blc en la expresión 

Esta capacidad nominal debe reducirse mediante el coeficiente C$ = 0.90 para obtener la resistencia de 
diseño. 

Si se utilizan barras a compresión en elementos sometidos a flexión, deben tomarse precau- 
ciones para asegurar que estas barras no se pandeen hacia afuera al estar sometidas a carga, 
descascarando el concreto del recubrimiento. El Código ACI 7.11.1 exige que estas barras estén 
ancladas de la misma manera que las barras de compresión en columnas están ancladas por flejes 
transversales (ver la sección 8.2). Estos flejes se deben utilizar en toda la zona donde se exija el 
refuerzo a compresión. 

c. Ejemplos de revisión y diseño de vigas con acero a tensión y a compresión 
Como en el caso de vigas con refuerzo a tensión únicamente, los problemas para vigas doblemente 
reforzadas pueden clasificarse en una de estas dos categorías: problemas de revisión y problemas de 
diseño. Para problemas de revisión, en los cuales se determinan las dimensiones del concreto, el 
refuerzo y las resistencias de los materiales, se puede encontrar la resistencia a la flexión en forma 
directa, a partir de las ecuaciones de la sección 3 . 7 ~  o de la sección 3.7b. Primero se debe confirmar 
que la cuantía del acero a tensión es menor que la Pb dada por la ecuación (3.51), con el esfuerzo en 
el acero a compresión calculado con la ecuación (3.52). Unavez establecido que el acero a tensión 
ha fluido, la cuantía de acero a tensión que define la fluencia del acero a compresión se calcula a 
partir de la ecuación (3.50b) y se compara con la cuantía real de acero a tensión. Si ésta última es 
mayor que p,  entonces f,' = fy, y M, se determina a partir de la ecuación (3.47). Si es menor que p, 
entonces f,' < fy. En este caso, c se calcula resolviendo la ecuación (3.55), f,' es el resultado de la 
ecuación (3.54) y M, se encuentra mediante la ecuación (3.56). 

Para el caso de problemas de dzkeño, en los cuales se conoce el momento de las cargas mayoradas 
M, que debe resistir la sección, y es necesario determinar las dimensiones de la sección y el refuerzo, 
resulta imposible aplicar una solución directa. Las áreas de acero que deben suministrarse dependen 
de los esfuerzos en el acero que no se conocen antes de calcular la dimensión de la sección. Es posible 
que el esfuerzo del acero a compresión sea igual al esfuerzo de fluencia, pero esto debe confirmarse; 
si no es así, el diseño debe ajustarse. El procedimiento de diseño puede describirse como sigue: 

www.elsolucionario.org



1 A N ~ I S I S  Y DISENO A FLEXI~N DE VIGAS 93 

1. Calcular el momento máximo que puede resistir la sección reforzada a tensión conp = p,, = 0.75 
pb. El área de acero a tensión correspondiente esA, = p,&d y, como de costumbre, 

con 

2. Si existe, encontrar el exceso de momento que debe resistir la sección y asignar M2 =M,, según lo 
calculado en el paso 1. Entonces 

El valor deA,, del paso 1, se define ahora comoAS2, es decir, aquella parte del área de acero a tensión 
en la viga doblemente reforzada que trabaja con la fuerza de compresión en el concreto. En la figura 
3.11e,AS2 = (A,-AS). 
3. Suponer tentativamente que f,' =fy. Entonces 

4. Agregar una cantidad adicional de acero a tensiónAS1 =AS. De esta manera el área total de acero a 
tensiónA, esAS2 del paso 2 másAS1. 

5. Revisar laviga doblemente reforzada para establecer si f,' = fy, esto es, comparar la cuantía de acero 
a tensión contra Fe,,. 

6. Si p < entonces el esfuerzo en el acero a compresión es menor que fy y el área de acero a 
compresión debe aumentarse con el fin de proporcionar la fuerza necesaria. Esto puede hacerse 
como sigue. La profundidad del bloque de esfuerzos se halla a partir del requisito del equilibrio 
horizontal (figura 3.11e), 

Y la profundidad del eje neutro es c = alj!Il. A partir de la ecuación (3.54), 

El área revisada de acero a compresión, que actúa a un esfuerzo igual a f,', debe proveer la misma fuerza 
que el área tentativa de acero que se supuso actuaba afy. Entonces, 

4, revisada = AS, tentativa b 
f,' 

El área de acero a tensión no necesita revisarse puesto que ésta trabaja a f , como se supuso. 
Y 

Ejemplo 3.11. Resistencia a la flexión de un elemento dado. Una viga rectangular tiene un ancho de 12 
pulgadas y una altura efectiva hasta el centroide del refuerzo a tensión de 18 pulgadas. El refuerzo a 
tensión consta de seis barras NO. 10 colocadas en dos filas. El refuerzo a compresión consta de dos 
barras No. 9 localizadas a 2.5 pulgadas de la cara en compresión de la viga. Si f = 50,000lb/~ulg~ y 
f,' = 5000 1blpulg2, ¿cuál es el momento de diseño de la viga? Y 

Solución. Las áreas y las cuantías de acero son 
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En primer lugar se debe revisar la viga como si fuera simplemente reforzada para ver si puede 
despreciarse el efecto de las barras a compresión, 

La cuantía realp = 0.0352 es mayor quep,,, de manera que la viga debe analizarse como doblemente 
reforzada. A partir de la ecuación (3.50b), 

La cuantía de acero a tensión es mayor que ésta, de modo que las barras a compresión van a fluir 
cuando la .liga falle. La cuantía balanceada de acero y la cuantía máxima de acero pueden encontrarse 
entonces a partir de las ecuaciones (3.48) y (3.49), respectivamente. 

La cuantía real de acero a tensión está por debajo del valor máximo, como se requiere. Entonces, a 
partir de la ecuación (3.46~) 

a = = 5.48 pulg 
0.85 X 5 X 12 

Y con la ecuación (3.47), 

La resistencia de diseño es 

Ejemplo 3.12. Diseño de una viga doblemente reforzada. Una viga rectangular que debe sostener una 
carga viva de servicio de 2.47 klblpie y una carga muerta calculada de 1.05 klblpie en una luz simple de 
18 pies, tiene limitada la sección transversal (por razones arquitectónicas) a 10 pulgadas de ancho y 20 
pulgadas de altura total. Si& = 40,000 lb/pulg2 y f,' = 3000 lb/pulg2, ¿cuál es el área (o áreas) de acero 
que debe(n) suministrarse? 

Solución. Primero deben mayorarse las cargas de servicio mediante los factores de carga para obtener 
la carga mayorada de 1.4 x 1.05 + 1.7 x 2.47 = 5.66 klblpie. De ahí que M, = 5.66 1S2/8 = 229 klb-pie 
= 2750 klb-pulg. Para satisfacer los requisitos de recubrimiento y espaciamiento (ver la sección 3.6), 
se supone que el centroide del acero a tensión está 4 pulgadas por encima de la cara inferior de la viga 
y que el acero a compresión, si se requiere, se colocará a 2.5 pulgadas por debajo de la cara superior de 
la viga. Por consiguiente, d = 16 pulg y d' = 2.5 pulg. 

Primero es necesario revisar la capacidad de la sección como si fuera simplemente reforzada. 
Según la tabla A.5, p,, = 0.0278, de manera que A, = 0.0278 x 10 x 16 = 4.44 pulg2. Entonces, con 

a = 4'M 40 = 6.96 pulg 
0.85 X 3 X 10 

el momento nominal máximo que puede desarrollarse es 

Alternativamente, con R = 869 obtenido de la tabla A.6b, la resistencia nominal a flexión es M, = 869 
x 10 x 162/1000 = 2220 klb-pulg. Debido a que el momento de diseño correspondiente @M, = 2000 



FIGURA 3.12 
Viga doblemente reforzada del ejemplo 3.12. 

klb-pulg es menor que la capacidad requerida de 2750 klb-pulg, es necesario colocar acero a compre- 
sión además del acero a tensión. Si se supone que f,' = fy en la falta, se tiene que 

M, = -- "So 2220 = 836 klb-pulg 
O. 90 

que da el área adicional a tensión requerida por encima de la proporcionada como límite superior 
para una viga simplemente reforzada con las mismas dimensiones del concreto. Éste también es el 
acero requerido a compresión. De acuerdo con esto, el área de acero a compresión será 

Y el área de acero a tensión es 

Ahora se debe revisar el diseño para confirmar que las barras a compresión fluirán en el 
momento de falla como se asumió. Con p' = 1.54/(10 x 16) = 0.0096, la cuantía límite de acero a 
tensión para que las barras a compresión fluyan se determina con la ecuación (3.50~).  

La cuantía tentativa de acero, p = 5.98/(10 x 16) = 0.0374, está por encima del límite inferior, lo que 
asegura que las barras a compresión fluyan en la falla, como se supuso. 

Se utilizarán dos barras No. 9 como refuerzo a compresión y seis barras No. 9 para proveer el 
área de acero a tensión como aparece en la figura 3.12. Para que las barras a tensión quepan dentro de 
las 10 pulgadas de ancho de la viga, se utilizarán dos filas de tres barras cada una. 

d. Acero a tensión por debajo del esfuerzo de fluencia 
Todas las vigas doblemente reforzadas, diseñadas de acuerdo con el Código ACI, deben estar 
subreforzadas en el sentido de que la cuantía de acero a tensión está limitada para asegurar la 
fluencia durante la falla de la viga. En las secciones 3 . 7 ~  y 3.7b se tuvieron en cuenta dos casos, 
respectivamente: (a) tanto el acero a tensión como el acero a compresión fluyen, y (b) el acero a 
tensión fluye pero el acero a compresión no. También pueden encontrarse dos combinaciones adi- 
cionales cuando se está en un proceso de revisión de la capacidad de vigas existentes: (c)  el acero a 
tensión no fluye pero el de compresión sí, y (d) no fluye el acero a tensión ni el de compresión. 
Estos dos últimos casos son poco usuales y, de hecho, resulta muy difícil colocar suficiente refuerzo 
a tensión para crear estas condiciones, pero es posible. La solución en estos casos se obtiene como 
una extensión simple del tratamiento de la sección 3.7b. Se establece una ecuación de equilibrio 
horizontal en la cual los esfuerzos, tanto en el acero a tensión como en el de compresión, se expre- 
san en términos de la profundidad desconocida del eje neutro c. La ecuación cuadrática que resul- 
ta se revuelve para c, después de lo cual se pueden calcular los esfuerzos en el acero y se determina 
la resistencia nominal a flexión de la sección. 
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VIGAS T 

Con excepción de los sistemas prefabricados, los entrepisos, las cubiertas, los tableros de concreto 
reforzado, etc., casi siempre son monolíticos. Las formaletas se colocan para limitar las caras late- 
rales e intradós de las vigas y las superficies de las losas, y el vaciado del concreto se realiza de una 
sola vez, desde la parte inferior de la viga de mayor altura hasta la parte superior de la losa. Los 
estribos de las vigas y las barras dobladas se extienden hasta penetrar dentro de las losas. Es evi- 
dente, entonces, que una parte de la losa va a actuar con la parte superior de la viga para resistir la 
compresión longitudinal. La sección transversal de la viga que resulta tiene forma de T en vez de 
ser rectangular. La losa conforma el ala de la viga, mientras que la parte de la viga que se proyecta 
por debajo de la losa configura lo que se conoce como alma. La parte superior de esta viga T se ve 
sometida a esfuerzos transversales a causa de la acción de la losa en esa dirección. Aunque 
la compresión transversal al nivel de la parte inferior de la losa puede incrementar la resistencia a la 
compresión longitudinal hasta en un 25 por ciento, la tensión transversal al nivel de la parte superior 
de la losa reduce la resistencia a la compresión longitudinal (ver la sección 2.9). Por lo regular, ningu- 
no de estos efectos se tiene en cuenta para el diseño. 

a. Ancho efectivo del ala 

El siguiente aspecto por resolver consiste en determinar el ancho efectivo del ala. En la figura 
3.13a se hace evidente que si el ala es apenas un poco más ancha que la amplitud del alma, el ala 
completa puede considerarse efectiva para resistir la compresión. Sin embargo, para el sistema de 
entrepiso que se muestra en la figura 3.13b puede ser igualmente obvio que los elementos del ala 
localizados a media distancia entre las almas de las vigas están sometidos a un esfuerzo de compre- 
sión longitudinal mucho menor que el de aquellos elementos que están directamente sobre el alma. 
Esto es así a causa de las deformaciones unitarias por cortante del ala misma, que liberan a los 
elementos más alejados de parte del esfuerzo de compresión. 

Aunque la compresión longitudinal real varía por este efecto, en el diseño resulta convenien- 
te hacer uso de un ancho efectivo del ala, que puede ser menor que el ancho real, pero que está 
sometido a un esfuerzo uniforme con magnitud igual al valor máximo. Se ha encontrado que este 
ancho efectivo depende principalmente de la luz de la viga y del espesor relativo de la losa. 

Las recomendaciones dadas por el Código ACI 8.10 para el ancho efectivo son las siguientes: 

1. Para vigas T simétricas, el ancho efectivo b no debe exceder una cuarta parte de la longitud de la 
luz de la viga. El ancho de la losa que sobresale a cada lado del alma de la viga no debe exceder 
ocho veces el espesor de la losa ni superar más de la mitad de la distancia libre hasta la siguiente 
viga. 

2. Para vigas que tienen losa únicamente de un lado, el ancho efectivo de losa que sobresale no 
debe exceder un doceavo de la longitud de la luz de la viga, seis veces el espesor de la losa o la 
mitad de la distancia libre hasta la siguiente viga. 

3. Para vigas T aisladas, en las cuales el ala se utiliza únicamente con el propósito de proporcionar 
un área adicional de compresión, el espesor del ala no debe ser menor que la mitad del ancho 
del alma y el ancho total del ala no debe exceder cuatro veces el del alma. 

I I 

. . . - 
l+bd l+bwl FIGURA 3.13 

(a) ( b) Ancho efectivo del ala en vigas T. 
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Eje 
neutro 

FIGURA 3.14 
Secciones transversales efectivas para vigas T. 

b. Análisis a la resistencia 
El eje neutro de una viga T puede estar bien sea en el ala o en el alma, dependiendo de las dimensio- 
nes de la sección transversal, de la cantidad de acero a tensión y de las resistencias de los materiales. 
Si la profundidad calculada hasta el eje neutro es menor que o igual al espesor hf de la losa, la viga 
puede analizarse como si fuera una viga rectangular de ancho igual a b, el ancho efectivo del ala. Las 
justificaciones se ilustran en la figura 3.14, que presenta una viga T con el eje neutro en el ala. El 
área de compresión se indica mediante la porción sombreada de la figura. Si el concreto adicional, 
indicado mediante las áreas 1 y 2, se hubiera incluido cuando la viga fue fundida, la sección transver- 
sal física hubiera sido rectangular con un ancho igual a b. Sin embargo, no se hubiera adicionado 
resistencia a flexión porque las áreas 1 y 2 se encuentran en su totalidad dentro de la zona sometida 
a tensión y el concreto en tensión no se tiene en cuenta para los cálculos de flexión. La viga T original 
y la viga rectangular tienen la misma resistencia a la flexión, y puede aplicarse el análisis a flexión de 
vigas rectangulares. 

Cuando el eje neutro está en el alma, como en la figura 3.14b, el argumento expuesto ya no es 
válido. En este caso, deben desarrollarse métodos que tengan en cuenta la forma real de la viga T 
en la zona de compresión. 

En el tratamiento de lasvigas T resulta conveniente adoptar la misma distribución de esfuerzos 
equivalentes para vigas de sección transversal rectangular. El bloque rectangular de esfuerzos, con una 
magnitud del esfuerzo de compresión de 0.85 f,', fue desarrollado originalmente con base en ensayos de 
vigas rectangulares (ver la sección 3.4)  y su aplicabilidad para vigas T puede cuestionarse. Sin embar- 
go, muchos cálculos basados en las curvas reales esfuerzo-formación unitaria (publicados en la referen- 
cia 3.11) indican que su uso para vigas T, al igual que para vigas de sección transversal circular o 
triangular, presenta apenas pequeños errores y se justifica plenamente. 

De acuerdo con esto, una viga T puede tratarse como una viga rectangular si la altura del 
bloque equivalente de esfuerzos es igual o menor que el espesor del ala. La figura 3.15 muestra una 
viga T reforzada a tensión con un ancho efectivo del ala b, ancho del alma b,, altura efectiva hasta 
el centroide del acero d y espesor del ala hf. Si se supone, de manera tentativa, que el bloque de 
esfuerzos está completamente dentro del ala, 

Asfy - pfyd a = - - -  
0.85 f,'b 0.85 f,' 

-- - Asfy FIGURA 3.15 
Distribución de deformaciones 

M 
's 

unitarias y de esfuerzos 

(b) (c) equivalentes para vigas 1: 
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dondep = AJbd. Si a es igual o menor que el espesor del ala hf , el elemento puede tratarse como una 
viga rectangular con ancho by espesor d. Si a es mayor que hf, se requiere un análisis de viga T, como 
se explica a continuación. 

Se supone inicialmente que la resistencia de la viga T está controlada por la fluencia del 
acero a tensión. Éste va a ser casi siempre el caso por la gran área de compresión de concreto que 
proporciona el ala. Además, puede establecerse un límite superior para la cuantía de acero con el 
fin de asegurar que esto sea así, como se demuestra a continuación. 

Como herramienta computacional, es conveniente dividir en dos partes la totalidad del acero 
a tensión. La primera parte, ASf, representa el área de acero que al estar sometida a un esfuerzo 
igual afy, se requiere para balancear la fuerza a compresión longitudinal de las porciones sobresa- 
lientes del ala que están sometidas a un esfuerzo uniforme de 0.85 f,'. De esta manera, 

La fuerzaASffyy la fuerza igual y opuesta 0.85 f,'(b - b ) h actúan con un brazo de palanca equivalente f a d - hf 12 para proporcionar el momento resistente nominal: 

El área restante de aceroA,-A sometida a un esfuerzo igual afy, está balanceada por la compre- sfi 
sión en la porción rectangular de la viga. La altura del bloque rectangular equivalente de esfuerzo en 
esta zona se encuentra a partir del equilibrio de fuerzas horizontales: 

Las fuerzas (A, -Asc) fy y 0.85 f,'abw, que actúan con un brazo de palanca igual a d - al2 suministran 
entonces un momento adicional 

y el momento resistente nominal total es la suma de las dos partes: 

De acuerdo con las disposiciones de seguridad del Código ACI, este momento se debe reducir multipli- 
cándolo por un coeficiente $ = 0.9 para obtener la resistencia de diseño. 

Al igual que para vigas rectangulares, es mejor asegurar que el acero a tensión fluya antes de 
que se presente el aplastamiento súbito del concreto a compresión, como se supuso en el desarro- 
llo precedente. Para una falla balanceada, la deformación unitaria en el acero, en la figura 3.15b, 
alcanza al mismo tiempo que la deformación unitaria en el concreto alcanza su valor último E,. 

Entonces, a partir de las relaciones geométricas, 

Si la suma de las fuerzas horizontales mostradas en la figura 3.1% es igual a cero, se obtiene: 

Asfy = 0.85Bi f:bwc + 0.85fC(b - bw)hf 
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Si se definep, = A,lb,,,d ypf = Asf/bw.d (es decir, expresando tanto la cuantía total del área de 
acero como la parcial en términos de la porcion rectangular de la viga), se obtiene la siguiente cuantía 
balanceada de aceropwb para una viga T 

El primer término en el lado derecho de esta última ecuación es simplemente la cuantía balanceada de 
aceropb para la porción rectangular de la viga, como se puede confirmar al compararla con la ecuación 
(3.28~). Por tanto, la cuantía balanceada de acero para una viga T es 

donde todas las cuantías están expresadas en términos de laporción rectangular de la viga. Para propor- 
cionar un margen contra la falla frágil de vigas T, el código ACI establece que la cuantía utilizada de 
acero no debe exceder 

El resultado práctico de esta restricción sobre el área de acero a tensión es que el bloque de esfuerzos 
en vigas Tva a estar casi siempre dentro del ala, excepto para geometrías o combinaciones de resisten- 
cias de materiales poco usuales. En consecuencia, se pueden aplicar las ecuaciones para vigas rectangu- 
lares en la mayor parte de los casos. 

La restricción del Código ACI relativa a que la cuantía de acero a tensión para vigas no debe 
ser menor quep,$llfy y $ 2004, (ver la sección 3.46) se aplica tanto para las vigas T como para 
las vigas rectangulares. Con este propósito, la cuantíap para las vigas T debe calcularse con base en el 
ancho del alma b,. 

c. Dimensiones de la sección transversal 

En el diseño de vigas T, en contraste con la revisión de la capacidad de una sección dada, las 
dimensiones de la losa y el espaciamiento de las vigas se establecen normalmente en forma previa 
por los requerimientos de flexión transversal. En consecuencia, las únicas dimensiones adicionales 
que se deben determinar a partir de consideraciones de flexión son el ancho y la altura del alma y 
el área de acero a tensión. 

Si las dimensiones del alma se seleccionaran con base en la capacidad a compresión del con- 
creto, éstas resultarían muy pequeñas debido al gran ancho del ala a compresión que proporciona 
la presencia de la losa. Este diseño no representaría la solución óptima por la gran cantidad de 
acero a tensión que se requiere como resultado de la pequeña altura efectiva, a causa de la gran 
cantidad de refuerzo en el alma que se necesitaría para efectos de cortante, y también por las 
grandes deflexiones asociadas. Es mejor práctica escoger las dimensiones del alma (1) de manera 
que se mantenga una cuantía de acero en el alma p, arbitrariamente baja, (2) de modo que se 
mantengan los esfuerzos cortantes en el alma en límites preferiblemente bajos, o (3) para vigas T 
continuas, de forma que se satisfagan los requisitos de flexión en los apoyos, donde la sección 
transversal efectiva se toma como rectangular y con ancho b, 

Además del refuerzo principal calculado de acuerdo con los requisitos anteriores, es necesa- 
rios asegurar la integridad del ala a compresión en vigas T, proporcionando acero en el ala en 
dirección transversal a la luz principal. En construcciones comunes el acero de la losa cumple con 
este propósito. En otros casos, deben agregarse barras en forma independiente para permitir que 
las alas sobresalientes puedan sostener las cargas directamente aplicadas, funcionando como vigas 
en voladizo. Según el Código ACI 8.10.5, el espaciamiento de estas barras no debe superar cinco 
veces el espesor del ala y, en ningún caso, debe exceder de 18 pulgadas. 
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d. Ejemplos de revisión y diseAo de vigas T 
Para revisar la capacidad de una viga T con las dimensiones conocidas de la sección de concreto y 
del área de acero a tensión, es razonable comenzar suponiendo que la altura a del bloque de es- 
fuerzos no excede el espesor h del ala. En este caso, pueden aplicarse todas las ecuaciones para f ,  vigas rectangulares (ver la seccion 3.4) tomando un ancho de viga igual al efectivo del ala. Si luego 
de verificar la suposición, el valor de a excede el de hf, debe aplicarse entonces un análisis de viga T. Las 
ecuaciones (3.58) a (3.62) pueden utilizarse en secuencia para obtener la resistencia nominal a flexión, 
y a partir de ésta puede calcularse fácilmente la resistencia de diseño. 

Para diseño, es posible hacer uso de la siguiente secuencia de cálculos: 

1. Determinar el espesor del ala hf con base en los requisitos de flexión de la losa que, por lo 
general, se extiende transversalmente entre vigas T paralelas. 

2. Determinar el ancho efectivo del ala b de acuerdo con los límites del ACI. 
3. Seleccionar las dimensiones del alma b, y d con base en cualquiera de los siguientes requisitos: 

(a) requisitos de flexión negativos en los apoyos si se tratara de una viga T continua; 
(b) requisitos de cortante, estableciendo un límite superior razonable en el esfuerzo nominal 

unitario de cortante v, en el alma de la viga (ver el capítulo 4). 
4. Con todas las dimensiones determinadas de la sección de concreto, calcular un valor tentativo 

de A,, suponiendo que el valor de a no excede hf y se utiliza un ancho de viga igual al ancho del 
ala b. Utilizar los métodos comunes de diseño para vigas rectangulares. 

5. Para el área tentativaA,, verificar la altura del bloque de esfuerzos a para confirmar que éste no 
excede hf utilizando las ecuaciones para vigas T. 

6. Revisar para confirmar quep, 2pYmin. (Esto va a ser así casi invariablemente). 
7. Revisar para confirmar quep, S py 

Ejemplo 3.13. Capacidad última a momento de una sección determinada. Una viga T aislada está 
compuesta de un ala de 28 pulg de ancho y 6 pulg de espesor, vaciada monolíticamente con un alma de 
10 pulg de ancho, que se extiende 24 pulg por debajo de la superficie inferior del ala para producir una 
viga con altura total de 30 pulg. El refuerzo a tensión consta de seis barras. No. 10 ubicadas en dos filas 
horizontales. El centroide del grupo de barras está a 26 pulg del tope de la viga. Se ha determinado que 
el concreto tiene una resistencia de 3000 1blpulg2 y que el esfuerzo de fluencia del acero es de 60,000 
1blpulg2. ¿Cuál es la capacidad útil a momento de la viga? 

Solución. De acuerdo con el Código ACI, se puede confirmar fácilmente que las dimensiones del ala 
son satisfactorias para una viga aislada. La totalidad del ala puede considerarse efectiva. Para seis 
barras No. 10, A, = 7.59 pulg2. Primero calcule la posición del eje neutro bajo el supuesto de que 
pueden utilizarse las ecuaciones para vigas rectangulares, 

y a partir de la ecuación (3.57) 

Este valor excede el espesor del ala y, en consecuencia, se requiere un análisis de viga T. A partir de 
la ecuación (3.58) 

Entonces 

A, - Asf = 7.59 - 4.59 = 3.00 pulg2 

Las cuantías de acero son 
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mientras que de la ecuación (3.28~) 

Con respecto al Código ACI, la cuantía máxima de acero a tensión que se permite es 

Pw, max = 0.75(0.0214 + 0.0177) = 0.0294 

que al compararla con p, indica que se puede garantizar una falla dúctil. Entonces, de la ecuación 
(3.59) 

M,, = 4.59 X 60(26 - 3) = 6330 klb-pulg 

mientras que de las ecuaciones (3.60) y (3.61) 

Mn2 = 3.00 x 60(26 - 3.53) = 4050 klb-pulg 

Cuando se incorpora el coeficiente de reducción de resistencia del ACI, la resistencia de diseño es 

$Mn = 0.90(6330 + 4050) = 9350 klb-pulg 

Ejemplo 3.14. Determinación del área de acero para un momento dado. Un sistema de entrepiso 
consta de una losa de concreto de 3 pulg sobre vigas T continuas de 24 pies de luz y 47 pulg entre 
centros. Las dimensiones del alma, determinadas por requisitos de momentos negativos en los apoyos 
son b, = 11 pulg y d = 20 pulg. ¿Cuál es el área de acero a tensión que se requiere en la mitad de la luz 
para resistir un momento de 6400 klb-pulg, si& = 60,000 lb/pulg2 y f: = 3000 lb/pulg2? 

Solución. Primero se determina el ancho efectivo de ala, 

Luz 12 - = 24 X - = 72 pulg 
4 4 

Espaciamiento de vigas centro a centro = 47 pulg 

El espaciamiento entre centros de las vigas T controla en este caso, y b = 47 pulg. Asimismo, las 
dimensiones de la sección de concreto d y b, se sabe que son adecuadas, puesto que fueron selecciona- 
das para el máximo momento negativo en el apoyo, aplicado a la sección efectiva rectangular b,,,d. El 
acero a tensión en el centro de la luz se encuentra más convenientemente mediante tanteos. Si se 
supone una altura del bloque de esfuerzos igual a las tres pulgadas de espesor del ala, se obtiene 

Tanteo: 

Puesto que a es mayor que hf se requiere un análisis de viga T. 
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Se supone a = 4.00 pulg: 

Se revisa: 

Este valor coincide satisfactoriamente con el valor supuesto de 4 pulgadas. Entonces 

As = Asf + (As -Asf) = 4.58 + 1.88 = 6.46 pulg2 

Si se revisa para garantizar que no se sobrepase la máxima cuantía de acero a tensión, se obtiene 

que indica que el valor real dep, es satisfactoriamente bajo. 
Debe observarse la correspondencia existente entre el área aproximada de acero a tensión de 

6.40 pulg2, encontrada con una altura supuesta del bloque de esfuerzos equivalente al espesor del ala, 
y el valor más exacto de 6.46 pulg2 encontrado mediante el análisis de viga T. La solución aproximada 
resulta satisfactoria en la mayoría de los casos. 
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PROBLEMAS 
3.1. Una viga rectangular hecha de concreto con resistencia a la compresión fi = 4000 lb/pulg y acero con 

fy = 60,000 lb/pulg2, tiene un ancho b = 24 pulg, una altura total h = 18 pulg y una altura efectiva d = 
15.5 pulg. El módulo de rotura del concreto es fr = 475 lb/pulg2. Los módulos elásticos del acero y del 
concreto son, respectivamente, 29,000,000 Ib/pulg2 y 3,600,000 lb/pulg2. El área de acero a tensión es 
A, = cinco barras No. 11. 
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(a) Determine el momento máximo para las cargas de servicio que puede resistir la viga sin producir 
esfuerzos mayores de 0.45f,' en el concreto, o de 0.404 en el acero. 

(b) Determine la resistencia nominal a flexión de la sección de la viga y calcule el factor de seguridad 
global contra fallas a flexión. 

(c) Determine si esta viga presentará grietas de flexión antes de alcanzar la carga de servicio calcu- 
lada en (a). 

3.2. Una viga rectangular reforzada a tensión debe diseñarse para una carga muerta de 500 lb/pie más el 
propio peso, y una carga viva de servicio de 1200 lblpie con una luz simple de 22 pies. Las resistencias 
de los materiales son fv = 60 klbJpulg2 y ff = 3 klb/pulg2 para el acero y concreto, respectivamente. La 
altura total de la viga no debe exceder 16pulg. Calcule el ancho que se necesita para la viga y el acero 
a tensión exigido utilizando una cuantía de acero de 0.5 pb. Utilice los factores de carga y los coeficien- 
tes de resistencia del Acr. La altura efectiva puede suponerse 2.5 pulg menor que la altura total. 

3.3. Una viga con una luz simple de 20 pies tiene una sección transversal cuyas dimensiones son b = 10 
pulg, d = 23 pulg y h = 25 (ver la figura 3.21 para la anotación). Está sometida a una carga uniforme 
de servicio de 2450 lblpie, además de su propio peso. 
(a) Verifique si la viga, al estar reforzada con tres barras No. 8, es adecuada para resistir la carga con 

un factor mínimo de seguridad contra la falla de 1.85. Si no se cumple con este requisito, 
selecciones un.refuerzo de tres barras con diámetro(s) que proporcione(n) esta seguridad. 

(b) Determine los esfuerzos máximos en el acero y en el concreto bajo las cargas de servicio, es decir, 
cuando la viga sostiene su propio peso y la carga uniforme especificada. - - -  

(c) ¿Se presentarán en la viga grietas capilares en el lado de tensión bajo las cargas de servicio? Las 
resistencias de los materiales son f,'= 4000 lb/pulg2 y fv = 60,000 lb/pulg2. Suponga el peso 
unitario del concreto reforzado igual a 150 lbJpie3. 

3.4. Una viga rectangular de concreto reforzado tiene dimensiones b = 12 pulg, d = 21 pulg y h = 24 pulg, 
y está reforzada con tres barras No. 10. Las resistencias de los materiales son fy = 60,000 lb/pulg2 y f,' 
= 4000 lb/pulg2. 
(a) Encuentre el momento que va a producir el primer agrietamiento en la superficie inferior de la 

viga con base en los cálculos de Zg, el momento de inercia de la sección bruta del concreto. 
(b) Repita los cálculos utilizando Z,, el momento de inercia de la sección transformada no fisurada. 
(c) Determine el momento máximo que pueda resistir la viga sin producir esfuerzos. menores que 

0.45 f,' en el concreto o de 0.40 fv en e¡ acero. 
(d) Encuentre la resistencia nomind a flexión y la resistencia de diseño para esta viga. 

3.5. Una viga reforzada a tensión tiene b = 10 pulg y d = 20 pulg hasta el centroide de las barras, ubicadas 
todas en una sola fila. Si fy = 60,000 lb/pulg2 y f,'= 4000 lb/pulg2, encuentre la resistencia nominal a 
flexión M,, para 
(a) A, = dos barras No. 8 
(b) A, = dos barras No. 10 
( e )  A, = tres barras No. 11 

3.6. Una viga rectangular simplemente reforzada debe diseñarse utilizando una altura efectiva aproxima- 
damente igual a 1.5 veces el ancho, para resistir una carga viva de servicio de 1500 lb/pie adicionales a 
su propio peso en una luz simple de 24 pies. Como es usual, deberán aplicarse los factores de carga 
del código ACI. Con f,' = 40,000 lb/pulg2 y 4  = 4000 lb/pulg2, determine las dimensiones requeridas en 
la sección de concreto b, d y h, y las barras de acero de refuerzo para 
(a)' p = 0 . 4 0 ~ ~  y 
(b) P = P,, 
Incluya un esquema a escala de cada una de las secciones transversales. Tenga en cuenta la colocación 
de estribos No. 3. Explique sus resultados. 

3.7. Una viga continua de cuatro luces y de sección rectangular constante está apoyada en A, B, C, D y E. 
Los momentos mayorados que resultan del análisis son: 

En los apoyos, klb-pie En el centro de la luz klb-pie 
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Determine las dimensiones que se necesitan para la sección de concreto de esta viga, utilizando d-= 
1.75b, y encuentre el refuerzo requerido en todas las secciones críticas del momento. Utilice una 
cuantía máxima de acero de p = 0 . 5 0 ~ ~  f = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 5000 ~ b / ~ u l ~ ~ .  

3.8. Una viga continua de concreto de dos fuces va a estar sostenida por tres muros de mampostería 
espaciados 25 pies entre centros. La viga debe sostener una carga viva de servicio de 1.5 klb-pie, 
además de su propio peso. Deberá utilizarse una sección transversal rectangular constante con h = 
2b, pero el refuerzo tendrá que variarse de acuerdo con lo que se requiera. Encuentre las dimensiones 
requeridas para la sección de concreto y el refuerzo en todas las secciones críticas. Utilice estribos No. 
3. Incluya esquemas dibujados a escala de todas las secciones transversales críticas. Utilice f,' = 4000 
lb/pulg2 y f = 60,000 lb/pulg2 

3.9. Una viga dé concreto regular mide 12 pulg de ancho y tiene una altura efectiva de 18 pulg. El acero a 
compresión que consta de dos barras No. 8 está localizado a 2.5 pulg desde la cara de compresión de 
la viga. Si f,' = 4000 lb/pulg2 y f = 60,000 lb/pulg2, ¿cuál es la capacidad de diseño a momento de la viga 
de acuerdo con el código A C ~  para las siguientes alternativas de áreas de acero a tensión: 
(a) A, = tres barras No. 10 en una fila, 
(b) A, = cuatro barras No. 10, en dos filas, 
(c) A, = seis barras No. 10 en dos filas? 
Nota: Verifique la fluencia del acero a compresión en cada caso. 

3.10. Una viga rectangular de concreto con ancho b = 24 pulg está limitada por consideraciones arquitec- 
tónicas a una altura máxima total h = 16 pulg. Debe sostener un momento total por cargas mayoradas 
M, = 400 klb-pie. Diseñe el refuerzo a flexión para este elemento utilizando acero a compresión si es 
necesario. Deje tres pulgadas hasta el centro de las barras desde la cara de compresión o tensión de 
la viga. Las resistencias de los materiales son fy = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 4000 lb/pulg2. Seleccione las 
barras para suministrar las áreas necesarias y hacer esquemas de su diseño final incluyendo estribos 
No. 4. 

3.11. Una viga rectangular con ancho b = 24 pulg, altura total h = 14 pulg y altura efectiva hasta el acero a 
tensión d = 11.5 pulg se construye usando materiales con resistencias f,'= 4000 1b/pulg2 y fy = 60,000 
1blpulg2. El refuerzo a tensión consta de dos barras No. 11 más tres barras No. 10 en una fila. El 
refuerzo a compresión consta de dos barras No. 10 y está colocado a una distancia d' = 2.5 pulg desde 
la cara de compresión. Calcule la resistencia nominal y de diseño de la viga 
(a) sin tener en cuenta el refuerzo a compresión, 
(b) si se tiene en cuenta el refuerzo a compresión y se supone que éste trabaja afy y 
( c )  si se considera el refuerzo a compresión trabajando al esfuerzo real f,' determinado mediante 

análisis. 
3.12. Una viga T reforzada a tensión debe diseñarse para sostener una carga uniformemente distribuida en 

una luz simple de 20 pies. El momento total que debe sostener esM, = 5780 klb-pulg. Las dimensio- 
nes de la sección de concreto, controladas por el cortante en el alma y por los requisitos de 
espaciamiento son b = 20 pulg, b, = 10 pulg, hf = 5 pulg y d = 20 pulg. Sify = 60 klb/pulg2 y f,' = 4 klb/ 
pulg2, ¿cuánto refuerzo a tensión se requiere en la mitad de la luz? Seleccione las barras adecuadas 
para proveer esta área y revise las limitaciones de recubrimiento de concreto, suponiendo estribos 
No. 3. ¿Cuál es la altura total h que se necesita? 

3.13. Un sistema de entrepiso en concreto consta de vigas T paralelas que están espaciadas 10 pies entre 
centros y con luces entre apoyos de 32 pies. La losa con espesor de 6 pulg está vaciada monolíticamente 
con las almas de las vigas T que tienen un ancho b, = 14 pulg y una altura total, medida de la parte 
superior de la losa, igual a h = 28 pulg. La altura efectiva se tomará 3 pulg menor que la altura total. 
Además de su propio peso, cada viga T debe sostener una carga muerta de 50 lb/pie2 y una carga viva 
de servicio de 225 lb/pie2. Las resistencias de los materiales son fy = 60,000 1blpulg2 y f i  = 3000 
1b/pulg2. Determine el área de acero requerida a tensión y seleccione las barras necesarias para un 
elemento típico. 

3.14. Una viga T prefabricada individual se va a utilizar como puente sobre una pequeña vía vehicular. Las 
dimensiones de la sección de concreto son b = 48 pulg, b, = 10 pulg, hf = 5 pulg y h = 25 pulg. La 
altura efectiva es d = 20 pulg. El concreto y el acero tienen resistencia de 4000 1blpulg2 y 60,000 lb/ 
pulg2, respectivamente. Si se utiliza casi la mitad del refuerzo máximo a tensión que autoriza el código 
ACI (seleccione el tamaño real de las barras y el número que se va a utilizar), determine el momento 
de diseño de la viga. Si la viga se utiliza en una luz simple de 30 pies, y si además de su propio peso debe 
sostener cargas adicionales de barandas, aceras y otras cargas suspendidas que totalizan 0.475 klblpie, 
¿cuál es el límite que debe establecerse a la carga viva uniforme de servicio? 
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En el capítulo anterior se estudió el tema relacionado con el comportamiento a flexión y con la 
resistencia a flexión de vigas. Las vigas también deben tener un margen de seguridad adecuado 
contra otros tipos de fallas, algunas de las cuales pueden ser más peligrosas que la falla a flexión. 
Esto se debe a la gran incertidumbre en la predicción de otros modos de colapso o a causa de la 
naturaleza catastrófica de otros tipos de fallas, cuando éstas ocurren. 

Un ejemplo de lo anterior es la falla a cortante del concreto reforzado más conocida como 
falla a tensión diagonal. La falla a cortante es difícil de predecir en forma exacta. A pesar de la 
investigación experimental llevada a cabo durante muchas décadas (ver las referencias 4.1 a 4 3 ,  
y del uso de herramientas analíticas altamente sofisticadas (ver la referencia 4.6), ésta no se 
comprende aún completamente. Además, si una viga sin diseño adecuado del refuerzo a cortante 
se sobrecarga hasta la falla, se puede presentar un colapso por cortante en forma súbita, sin aviso 
alguno de peligro. Esto está en fuerte contraste con la naturaleza de la falla a flexión. Para vigas 
comunes subreforzadas, la falla a flexión se inicia por fluencia gradual del acero a tensión acom- 
pañada por agrietamiento obvio del concreto y grandes deflexiones, que dan aviso evidente y la 
oportunidad de tomar medidas correctivas. A causa de estas diferencias en el comportamiento, 
por lo general se coloca refuerzo a cortante en las vigas de concreto reforzado para garantizar una 
falla a flexión antes de que ocurra la falla a cortante en caso de que el elemento se sobrecargue 
en exceso. 

La figura 4.1 presenta el resultado de un ensayo en la Universidad de Cornell de una viga 
crítica a cortante bajo cargas concentradas en los tercios de la luz. Para el caso del elemento sin 
refuerzo a cortante, la falla se presentó inmediatamente después de la formación de una grieta 
crítica en la zona de alto cortante, muy cerca del apoyo derecho. 

Es importante comprender que el análisis y el diseño a cortante no están relacionados real- 
mente con el cortante como tal. En la mayor parte de las vigas, los esfuerzos cortantes están muy 
por debajo de la resistencia a cortante directa del concreto. La verdadera inquietud tiene que ver 
con el esfuerzo de tensión diagonal, que surge de la combinación de esfuerzos cortantes y de esfuer- 
zos de flexión longitudinal. La mayor parte de este capítulo trata sobre el análisis y el diseño a 
tensión diagonal, proporcionando las bases para el entendimiento y la utilización de las disposicio- 
nes de cortante del Código ACI de 1995. Primero se estudian los elementos sin refuerzo en el alma 
con el fin de establecer la localización y orientación de las grietas, y la carga para la cual ocurie el 
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FIGURA 4.1 
Falla a cortante de una viga de concreto reforzado: (a) vista global, (b )  detalle cercano al apoyo 
derecho. 

agrietamiento diagonal. En seguida se desarrollan los métodos para el diseño del refuerzo a cor- 
tante de acuerdo con el Código actual del ACI, tanto en vigas comunes como en tipos especiales de 
elementos como en el caso de vigas de gran altura. 

Sin embargo, se presentan algunas circunstancias en las cuales resulta apropiado tener en 
cuenta el cortante directo. Un ejemplo está en el diseño de miembros compuestos donde se combi- 
nan vigas prefabricadas con losas superiores fundidas en el sitio. En este caso los esfuerzos cortan- 
tes horizontales son importantes para la interfase entre los componentes. La teoría del cortante 
por fricción, útil en éste y en otros casos, se desarrollará una vez se presenten los métodos para el 
análisis y el diseño de vigas a tensión diagonal. 

En años recientes se han propuesto métodos alternativos para el diseño a cortante, basados 
en modelos de armadura de ángulo variable y en la teoría del campo de compresión diagonal (ver 
las referencias 4.7 y 4.8). Estos métodos se presentan de manera breve en secciones posteriores de 
este capítulo. 

Los esfuerzos que actúan en vigas homogéneas se repasaron brevemente en la sección 3.2. Se 
indicó que cuando el material es elástico (esfuerzos proporcionales a las deformaciones unitarias), 
los esfuerzos cortantes 

actúan en cualquier sección, además de los esfuerzos flectores 

excepto para aquellos sitios donde se presenta una fuerza cortante V igual a cero. 
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La función de los esfuerzos cortantes se visualiza con facilidad mediante el comportamiento 
bajo carga de la viga laminada de la figura 4.2; ésta consta de dos piezas rectangulares unidas entre 
sí en la superficie de contacto. Si el adhesivo es suficientemente fuerte, el elemento se deformará 
como una viga individual, como aparece en la figura 4.2~~. Por otro lado, si el adhesivo es débil, las 
dos piezas se separarán y se deslizarán relativamente entre sí como señala la figura 4.2%. En efecto, 
cuando el adhesivo es efectivo, existen fuerzas o esfuerzos que actúan sobre éste evitando así el 
deslizamiento o corte. Estos esfuerzos cortantes horizontales aparecen en la figura 4 .2  que mues- 
tra la manera como actúan en forma separada sobre la pieza superior y la inferior. Los mismos 
esfuerzos ocurren en planos horizontales para vigas de una sola pieza; éstos son diferentes en 
intensidad para diversas distancias desde el eje neutro. 

La figura 4.2d presenta la longitud diferencial de una viga rectangular de una sola pieza que 
está sometida a una fuerza cortante de magnitud V. Los esfuerzos cortantes verticales v impiden el 
desplazamiento hacia arriba, es decir, proporcionan el equilibrio vertical. Su valor promedio es 
igual a la fuerza cortante dividida por el área de la sección transversal va, = Vlab, pero la intensi- 
dad varía según su localización vertical en la sección. Con la ecuación (3.4) se puede demostrar que 
el esfuerzo cortante es cero para las fibras exteriores y tiene un máximo de 1.5va, en el eje neutro; 
además, que su variación es parabólica como aparece. Para otras formas de la sección transversal 
se encuentran otros valores y distribuciones de esfuerzos, pero siempre el esfuerzo cortante es cero 
en las fibras exteriores y tiene un valor máximo en el eje neutro. Si se aísla un pequeño elemento 
cuadrado localizado en el eje neutro de una viga sometida a cortante, como indica la figura 4.3b, los 
esfuerzos cortantes verticales, iguales y opuestos en las dos caras por razones de equilibrio, actúan 
sobre éste como se señala. Sin embargo, si éstos fueran los únicos esfuerzos presentes, el elemento 
no estaría en equilibrio sino que giraría. Por consiguiente, en las dos caras horizontales existen 
esfuerzos cortantes horizontales de igual magnitud que equilibran las fuerzas anteriores. Esto es, 
en cualquier punto de la viga, los esfuerzos cortantes horizontales de la figura 4.3b son iguales en 
magnitud a los esfuerzos cortantes verticales de la figura 4.2d. 

En cualquier texto de resistencia de materiales se demuestra que en un elemento cortado a 
un ángulo de 45", los esfuerzos cortantes se combinan de manera que su efecto sea como el que 
indica la figura 4.3~. Es decir, la acción de los dos pares de esfuerzos cortantes sobre las caras 
vertical y horizontal es equivalente a aquélla de dos pares de esfuerzos normales, uno en tensión y 
otro en compresión, que actúan en caras a 45" con valores numéricos iguales a los de los esfuerzos 
cortantes. Si se considera ahora un elemento de viga localizado entre el eje neutro y los bordes 
externos, sus caras verticales están sometidas no sólo a esfuerzos cortantes sino también a los ya 

FIGURA 4.2 
Cortante en vigas rectangulares homogéneas. 
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conocidos esfuerzos flectores cuya magnitud está determinada por la ecuación (3.2) (ver la figura 
4.3d). Los seis esfuerzos que actúan ahora sobre el elemento pueden combinarse en un par de 
esfuerzos inclinados a compresión y un par de esfuerzos inclinados a tensión, formando ángulos 
rectos entre sí. Éstos se conocen como esfuerzos principales (ver la figura 4.3e). Su valor, como se 
mencionó en la sección 3.2, es 

y su inclinación a está dada por tan 2a = 2vlf. 
Puesto que las magnitudes de los esfuerzos cortantes v y de los esfuerzos flectores f cam- 

bian tanto con la localización de la sección en la viga como verticalmente en cada sección con 
la distancia desde el eje neutro, las inclinaciones al igual que las magnitudes de los esfuerzos 
principales t que resultan, también varían de un lugar a otro. La figura 4.3f muestra las inclina- 
ciones de estos esfuerzos principales para una viga rectangular uniformemente cargada. Es 
decir, las trayectorias de esfuerzo son líneas que en cualquier punto se dibujan en aquella 
dirección en la cual actúa en ese punto el esfuerzo principal particular, el de tensión o el de 
compresión. Puede verse que en el eje neutro, los esfuerzos principales en una viga están siem- 
pre inclinados a 45" del eje. En las vecindades de las fibras extremas, éstos son horizontales 
cerca del centro de la luz. 

Un punto importante surge a partir de este análisis. Los esfuerzos de tensión, que son de 
especial interés por la baja resistencia a la tensión del concreto, no están limitados a los esfuerzos 
horizontales de flexión f causados por flexión pura. Existen esfuerzos de tensión con varias inclina- 
ciones y magnitudes, que resultan del cortante solo (en el eje neutro) o de la combinación de 
cortante y flexión, y éstos se presentan en toda la viga y pueden afectar su integridad si no se 
consideran adecuadamente. Por consiguiente, los esfuerzos de tensión inclinados, conocidos como 
esfuerzos de tensión diagonal, deben tenerse en cuenta de manera cuidadosa en el diseño del con- 
creto reforzado. 

(4 - Trayectorias de tensión --- Trayectorias de compresión 

FIGURA 4.3 
Trayectorias de esfuerzos en vigas rectangulares homogéneas. 
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VIGAS DE CONCRETO REFORZADO SIN REFUERZO A CORTANTE 
El estudio del cortante en una viga homogénea elástica se aplica en forma muy aproximada a una 
viga de concreto simple sin refuerzo. A medida que se incrementa la carga en la viga, se forma una 
grieta de tensión en la sección donde los esfuerzos de tensión son máximos, lo cual causa la falla 
inmediata de la viga. Excepto para vigas de dimensiones poco usuales, los mayores esfuerzos de 
tensión son causados únicamente por flexión y se presentan en las fibras extremas en la sección de 
máximo momento flector. En este caso, el cortante tiene muy poca, o ninguna, influencia en la 
resistencia de la viga. 

Sin embargo, la situación es muy diferente cuando se suministra refuerzo a tensión. A pesar 
de la formación de grietas de tensión en el concreto, el acero proporciona la resistencia que se 
requiere para la tensión por flexión y la viga puede soportar entonces cargas mucho mayores. Los 
esfuerzos cortantes aumentan proporcionalmente con las cargas; en consecuencia, se generan es- 
fuerzos de tensión diagonal de intensidad significativa en regiones de altas fuerzas cortantes, en 
especial cerca de los apoyos. El refuerzo longitudinal a tensión ha sido calculado y colocado de 
manera que sea efectivo principalmente para resistir la tensión longitudinal cerca de la cara en 
tensión. Éste no proporciona refuerzo al concreto débil a tensión contra los esfuerzos de tensión 
diagonal que ocurren en otros sitios, causados por el cortante solo o por el efecto combinado de 
cortante y flexión. Eventualmente, estos esfuerzos alcanzan magnitudes suficientes para abrir grie- 
tas de tensión adicionales, en dirección perpendicular a la del esfuerzo de tensión local. Éstas se 
conocen como grietas diagonales para diferenciarlas de las grietas verticales de flexión. Éstas últi- 
mas se presentan en las regiones de momentos grandes, mientras que las primeras ocurren en 
regiones de grandes fuerzas cortantes. La aparición de importantes grietas de tensión diagonal en 
vigas sin refuerzo para este efecto, tiene gran trascendencia y resulta muy perjudicial para la viga, 
por esta razón conviene utilizar métodos que pronostiquen las cargas con las cuales se forman esta 
clase de grietas. 

a. Criterios para la formación de grietas diagonales 

Con la ecuación (3.1) se puede apreciar que los esfuerzos de tensión diagonal t representan el 
efecto combinado de los esfuerzos cortantes v y de los esfuerzos flectores f. Éstos a su vez son 
proporcionales, respectivamente, a la fuerza cortante V y al momento flector M en la ubicación 
particular en la viga [ecuaciones (3.2) y (3.4)]. De acuerdo con la configuración, las condiciones de 
apoyo y la distribución de la carga, una sección determinada en una viga puede tener un momento 
grande combinado con una pequeña fuerza cortante o, por el contrario, valores grandes o peque- 
ños tanto para cortante como para momento. Evidentemente, los valores relativos de M y Vafecta- 
rán tanto la magnitud como la dirección de los esfuerzos de tensión diagonal. La figura 4.4 muestra 
algunas vigas características y sus diagramas de momento y cortante, y resalta la localización de 
varias combinaciones de valores grandes y pequeños de Vy M. 

Para una sección con una gran fuerza cortante Vy un pequeño momento flector M, se presen- 
tará muy poco o ningún agrietamiento por flexión antes del desarrollo de la grieta de tensión dia- 
gonal. En consecuencia, el esfuerzo cortante promedio antes de la formación de grietas es 

La distribución exacta de estos esfuerzos cortantes sobry la altura de la sección transversal no 
se conoce. No puede calcularse a partir de la ecuación (3.4) porque esta ecuación no tiene en 
cuenta la influencia del refuerzo y porque el concreto no es un material elástico homogéneo. El 
valor calculado a partir de la ecuación (4.1) debe tomarse solamente como una medida de la inten- 
sidad promedio de los esfuerzos cortantes en la sección. El valor máximo, que ocurre en el eje 
neutro, excederá este promedio en una cantidad desconocida pero moderada. 
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FIGURA 4.4 
Localizaciones características de combinaciones críticas de cortante y momento. 

Cuando en una sección particular los esfuerzos flectores son despreciables, los esfuerzos de 
tensión diagonal, como los de las figuras 4.3b y 4.3c, resultan con una inclinación aproximada de 
45" y son numéricamente iguales a los esfuerzos cortantes, con un máximo en el eje neutro. En 
consecuencia, la mayor parte de las grietas diagonales se formarán en o cerca del eje neutro y se 
propagarán a partir de este punto como aparece en la figura 4.5~. La formación de estas grietas, 
llamadas de cortante en el alma, puede ocurrir cuando el esfuerzo de tensión diagonal en las proxi- 
midades del eje neutro alcanza valores similares al de la resistencia a la tensión del concreto. El 
primero, como se indicó, es del orden de y un poco mayor que v = Vlbd; el último, como se analizó 
en la sección 2.8 varía aproximadamente entre 3 G y  5 E .  La evaluación de una gran cantidad de 
ensayos sobre vigas presenta una buena correspondencia con este razonamiento (ver la referencia 
4.1). Se encontró que en zonas de cortante grande y momento pequeño, las grietas de tensión 
diagonal se formaban para un esfuerzo cortante promedio o nominal vc, cercano a 3.5 E, es 
decir, 

donde Vcr es la fuerza cortante cuando se observó la formación de la grieta?. Las grietas de cortan- 
te en el alma son relativamente raras y se presentan en especial cerca de los apoyos de vigas de gran 
altura y alma delgada, o en los puntos de inflexión de vigas continuas. 

La situación es diferente cuando tanto la fuerza cortante como el momento flector tienen 
valores grandes. Para una viga bien dimensionada y reforzada, en una sección con las característi- 
cas anteriores, las grietas de tensión por flexión son las que se presentan en primera instancia. Su 
ancho y longitud están bien controlados y se mantienen pequeños gracias a la presencia del refuer- 

?' Las grietas de tensión diagonal se forman realmente en zonas donde el esfuerzo de compresión actúa adicionalmente y en dirección perpen- 
dicular al esfuerzo de tensión diagonal, como se muestra en las figuras 4.3d y 4.3e. La grieta se forma entonces en una zona sometida a 
esfuerzo biaxial en vez de tensión uniaxial. Sin embargo, el efecto de este esfuerzo simultáneo de comprensión sobre la resistencia al agrieta- 
miento parece ser pequeño, de acuerdo con la información de la figura 2.8. 

www.elsolucionario.org



CORTANTE Y TENSIÓN DIAGONAL EN VIGAS 11 1 

Grieta de cortante 
en el alma Grieta de flexión 

(a) Agrietamiento de corte en el alma, 

-======- ~ = = + d  
Grieta de cortante Grieta de flexión Fl[GURA 4.5 
y flexión Agrietamiento de tensión diagonal en vigas de concreto 
(b) Agrietamiento de cortante y flexión reforzado. 

zo longitudinal. No obstante, cuando el esfuerzo de tensión diagonal en la parte superior de una o 
más de estas grietas excede la resistencia a la tensión del concreto, la grieta se inclina hacia una 
dirección diagonal y continúa abriéndose y alargándose (ver la figura 4.5b). Estas grietas se cono- 
cen como grietas de cortante yflexión y son más comunes que las grietas de cortante en el alma. 

Es evidente que en el momento en que se genera una grieta de tensión diagonal de esta clase, 
el esfuerzo cortante promedio es mayor que el determinado por la ecuación (4.1). Esto es así por- 
que la grieta de tensión preexistente ha reducido el área de concreto no fisurado disponible para 
resistir el cortante, hasta un valor menor que el área no fisurada bd que se utiliza en la ecuación 
(4.1). La magnitud de esta reducción varía, dependiendo de la longitud no predecible de las grietas 
de tensión por flexión preexistentes. Además, el esfuerzo flector simultáneo f se combina con el 
esfuerzo cortante v para aumentar aun más el esfuerzo de tensión diagonal t [ver la ecuación (3.1)]. 
No se ha encontrado un método para calcular valores confiables del esfuerzo de tensión diagonal 
en estas condiciones, por lo cual debe recurrirse a resultados de ensayos. 

Para este propósito se han evaluado una gran cantidad de ensayos sobre vigas (ver la referen- 
cia 4.1). Éstos demuestran que, en presen ia de momentos grandes (para los cuales se ha propor- 4 
cionado el refuerzo longitudinal adecuado), t l  esfuerzo cortante nominal necesario para la formación 
y propagación de la grietas de tensión diagonal se da conservadoramente por 

Vcr vcr = - = 1.9Jfc; 
bd 

La comparación con la ecuación (4.2~) indica que los grandes momentos flectores pueden reducir 
la fuerza cortante necesaria para la formación de las grietas diagonales, hasta casi la mitad del 
valor para el cual se formarían, si el momento fuera cero o cercano a cero. Esto está en correspon- 
dencia cualitativa con el análisis presentado anteriormente. 

Así, resulta evidente que el cortante necesario para el desarrollo de las grietas diagonales 
depende de la relación entre la fuerza cortante y el momento flector o, más precisamente, de la 
relación entre el esfuerzo cortante v y el esfuerzo flector f en la parte superior de la grieta de 
flexión. Ninguno de estos valores puede calcularse en forma precisa. Sin embargo, es claro que 
v = K,(Vlbd), donde, por comparación con la ecuación (4.1), la constante K, depende principal- 
mente de la profundidad de penetración de la grieta de flexión. Por otro lado [ver la ecuación 
(3.10)], f = K2(Mlbd2), donde K2 también depende de la configuración de la grieta. Entonces, debe 
esperarse que la relación 



afecte la carga necesaria para que las grietas de flexión se conviertan en grietas de cortante y 
flexión, donde la cantidad desconocida KJK, debe investigarse mediante ensayos. La ecuación 
(4.2a) da el cortante de agrietamiento para valores muy grandes de VdlM, y la ecuación ( 4 2 )  para 
valores bastante pequeños. Para valores moderados de VdlM, el valor de v,, resulta en valores 
intermedios entre estos dos extremos. De nuevo, a partir de la evaluación de muchos ensayos (ver 
la referencia 4.1), se encuentra que el esfuerzo cortante nominal necesario para que se desarrollen 
grietas diagonales de cortante y flexión se puede predecir conservadoramente a partir de 

donde 

conp = AJbd como antes, y 2500 es una constante empírica en unidades de lb/pulg2. En la figura 
4.6 se presenta una gráfica de esta relación y la comparación con datos obtenidos de ensayos. 

Además de la influencia de VdlM, con la ecuación (4.3) se puede concluir que un aumento en 
el refuerzo a tensión, es decir, un incremento en los valores de la cuantía de acero p, produce un 
efecto benéfico pues se incrementa el cortante necesario parael desarrollo de las grietas diagonales. 
Esto se debe a que mayores cantidades de acero longitudinal producen grietas de flexión por ten- 
sión más pequeñas y delgadas antes de la formación de las grietas diagonales, que dejan un área 
mayor de concreto no fisurado disponible para resistir el cortante [para mayores detalles acerca del 
desarrollo de la ecuación (4.3), ver la referencia 4.11. 

b. Comportamiento de vigas agrietadas diagonalmente 
En relación con la tensión por flexión, a diferencia de la tensión diagonal, en la sección 3.3 se 
explicó que las grietas en el lado de tensión de una viga se permiten y no perjudican de ninguna 
manera la resistencia del elemento. Se podría esperar una situación similar con respecto al agrieta- 
miento diagonal ocasionado principalmente por cortante. Sin embargo, la analogía no es tan sim- 
ple. Las grietas de tensión por flexión son inofensivas sólo cuando se provee un refuerzo longitudinal 
adecuado para resistir los esfuerzos de tensión por flexión que el concreto fisurado ya no puede 
transmitir. En contraste, las vigas que ahora se analizan, aunque reforzadas con el refuerzo 
longitudinal usual, no están equipadas con ningún otro refuerzo para contrarrestar los efectos del 
agrietamiento diagonal. Esto hace que las grietas diagonales sean mucho más decisivas en el com- 
portamiento posterior y en la resistencia de la viga que las grietas de flexión. 

Se observan dos tipos de comportamiento en los diversos ensayos en los cuales se basa el 
conocimiento actual: 

1. Una vez formada, la grieta diagonal se prolonga bien sea de manera inmediata o bajo una carga 
ligeramente superior, atraviesa la viga por completo desde el refuerzo a tensión hasta la cara de 

FIGURA 4.6 
Corrección de la ecuación (4.3) con los resultados 
de ensayos. 
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compresión y la separa en dos, produciendo en consecuencia la falla. Este proceso es súbito, no 
da aviso y ocurre principalmente en vigas de poca altura relativa, es decir, vigas con relaciones 
luz-altura casi de 8 o más. Las vigas en este intervalo de dimensiones son muy comunes. La 
ausencia completa de refuerzo a cortante las haría muy vulnerables a grandes sobrecargas acci- 
dentales, que producirían fallas catastróficas sin ningún aviso. Por consiguiente, es buena prác- 
tica proveer una cantidad mínima de refuerzo a cortante aun si el cálculo demuestra que no es 
necesario, porque este refuerzo restringe el crecimiento de las grietas diagonales, aumentando 
por tanto la ductilidad y dando un aviso anticipado de la falla real. Sólo en situaciones en las que 
se proporcione un factor de seguridad extremadamente alto contra el agrietamiento diagonal, 
es decir, cuando los esfuerzos cortantes reales son muy pequeños en comparación con v,,, como 
en el caso de algunas losas y de la mayor parte de las zapatas, resulta permisible suprimir el 
refuerzo a cortante. 

2. De manera alternativa, la grieta diagonal, una vez formada, se propaga hacia y parcialmente 
dentro de la zona de compresión, pero se detiene un poco antes de la penetración en la cara de 
compresión. En este caso no ocurre un colapso súbito y la carga de falla puede ser significativa- 
mente mayor que aquélla para la cual se formó la grieta diagonal por primera vez. Este compor- 
tamiento se observa en especial en vigas de mayor altura relativa con menores relaciones 
luz-altura, que se analizarán enseguida. 

La figura 4 . 7 ~  muestra una porción de una viga cargada arbitrariamente, donde se ha forma- 
do una grieta de tensión diagonal. Observe la parte de la viga a la izquierda de la grieta, señalada 
con líneas sólidas. En esta porción existe una fuerza cortante externa que actúa hacia arriba Ved = 
R, - P,. 

Cuando se forma la grieta, no puede transmitirse a través de ella ninguna fuerza de tensión 
en dirección perpendicular a la misma. Sin embargo, siempre que la grieta se mantenga delgada, 
ésta aún puede transmitir fuerzas en su propio plano mediante el entrelazamiento de las superfi- 

FIGURA 4.7 
Fuerzas en una grieta diagonal de una viga sin refuerzo en el alma. 
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cies rugosas. De hecho, se han medido fuerzas de interacción considerables V;: de este tipo que 
alcanzan, en algunos casos, valores hasta de un tercio o más de la fuerza cortante total. Las compo- 
nentes V, y ViY de V;:, aparecen en la figura 4.7a. Las otras fuerzas verticales internas son aquéllas 
existentes en la porción no fisurada del concreto, Vcz y la que actúa como una dovela a través del 
acero longitudinal, Va Entonces, la fuerza cortante interna es 

vht= Vct + Vd + Viy 

Por equilibrio, Vint = Vea, de manera que la parte del cortante que resiste la sección de concreto no 
fisurada, es 

vCz = vea - Vd - by (4.4) 

Por lo general, en una viga reforzada sólo con acero longitudinal, la porción de la fuerza 
cortante resistida por el acero mediante acción de dovela es bastante pequefia. De hecho, las ba- 
rras de refuerzo sobre las cuales actúa la fuerza de dovela Vd están sostenidas contra desplaza- 
mientos verticales, principalmente por la delgada capa inferior del concreto de recubrimiento. La 
presión de aplastamiento causada por Vd produce esfuerzos de tensión vertical en este concreto, 
como aparece en la figura 4.7b. A causa de estos esfuerzos, las grietas diagonales conllevan con 
frecuencia a un fracturamiento del concreto a lo largo del refuerzo a tensión, como se indica (ver 
también la figura 4.1). Esto reduce la fuerza de dovela Vd y permite que la grieta diagonal se 
ensanche. Esto a su vez reduce la fuerza de interfase V;: y conduce a menudo a la falla inmediata. 

Ahora, calculando momentos con respecto al punto a en la intersección de Vcz y C, el mo- 
mento externo Med,, actúa en a y es igual a Rtxa - Pl(xa -xl )  para el sistema de carga presentado. 
El momento interno es 

en dondep es la proyección horizontal de la grieta diagonal ym es el brazo de palanca del momen- 
to de la fuerza y con respecto al punto a. La designación Tb para T se hace para destacar que esta 
fuerza en el acero se ejerce en el punto b en vez de hacerlo verticalmente por debajo del punto a. El 
equilibrio exige que Minca = Mesa, de manera que la tensión longitudinal en el acero en b es 

Despreciando las fuerzas Vd y V;:, las cuales disminuyen con el aumento en el ancho de las grietas, 
se tiene, con un margen de error muy pequeño, 

La formación de la grieta diagonal produce entonces la siguiente redistribución de fuerzas y es- 
fuerzos internos: 

1. En la sección vertical a través del punto a, el esfuerzo cortante promedio antes de la formación 
de la grieta era Vedlbd. Después de la formación de ésta, la fuerza cortante es resistida por una 
combinación del cortante de dovela, del cortante de interfase y de la fuerza cortante en el área 
mucho menor by de la sección de concreto que permanece no fisurada. A medida que se desa- 
rrolla el fracturamiento a tensión a lo largo de las barras longitudinales, Vd y 5 disminuyen; esto 
a su vez produce un aumento en la fuerza cortante y en el correspondiente esfuerzo cortante en 
el área de concreto que permanece no fisurada. 

2. Como se describió anteriormente, la grieta diagonal pasa por lo general por encima del eje 
neutro y atraviesa una parte de la zona de compresión antes de que sea detenida por los esfuer- 
zos de compresión. En consecuencia, la fuerza de compresión C también actúa en un área by 



menor que aquélla sobre la cual actuaba antes de que se formara la grieta. En efecto, la forma- 
ción de la grieta aumenta los esfuerzos de compresión en el concreto que permanece no fisurado. 

3. Antes del agrietamiento diagonal, la fuerza de tensión en el acero en el punto b era causada por 
el momento flector y proporcional al mismo, ubicado en la sección vertical a través del punto b. 
Sin embargo, como una consecuencia de la grieta diagonal, la ecuación (4.6) muestra que la 
tensión en el acero en b ahora la genera y es proporcional al momento flector en el punto a. 
Puesto que el momento en a es evidentemente mayor que en b, la formación de la grieta ocasio- 
na un incremento súbito en el esfuerzo del acero en b. 

Si los dos materiales son capaces de resistir estos esfuerzos incrementados, el equilibrio se 
restablecerá por sí mismo después de una redistribución interna y se podrán aplicar entonces car- 
gas adicionales antes de que se presente la falla. Esta falla puede desarrollarse de varias maneras. 
En una de ellas, para el caso en que sólo se suministra el acero suficiente en b para resistir el 
momento en esta sección, el incremento de la fuerza en el acero descrita en el ítem 3 provocará la 
fluencia en el mismo a causa del momento mayor en a, produciendo así la falla de la viga. Si la viga 
está diseñada en forma adecuada para impedir que esto suceda, será por lo general el concreto en 
la cabeza de la grieta el que presente un eventual aplastamiento. Este concreto está sometido de 
modo simultáneo a grandes esfuerzos de compresión y de cortante, y esta combinación biaxial de 
esfuerzos conduce a la falla más pronto que en caso de que cualquiera de los esfuerzos estuviera 
actuando solo. Finalmente, si existe fracturamiento a lo largo del refuerzo, éste va a ocasionar un 
debilitamiento en la adherencia entre el acero y el concreto hasta tal grado que el refuerzo puede 
soltarse. Esto puede causar la falla de la viga o puede ocurrir en forma simultánea con el aplasta- 
miento del concreto que aún permanezca no fisurado. 

Ya se había anotado que vigas relativamente altas mostrarán con frecuencia resistencia con- 
tinua y creciente después de la formación de una grieta de tensión diagonal crítica, pero que vigas 
relativamente bajas fallarán casi de inmediato luego de la formación de la grieta. La cantidad de 
resistencia de reserva, si es que existe, resulta incierta. De hecho, en varias series de ensayos en los 
cuales se experimentaron dos elementos tan idénticos como fue posible, uno falló inmediatamente 
después de la formación de la grieta diagonal, mientras que el otro alcanzó el equilibrio después de 
la redistribución descrita y falló a una carga mayor. 

Por esta razón, la resistencia de reserva no se tiene en cuenta en los procedimientos moder- 
nos de diseño. Como se mencionó, la mayor parte de las vigas están provistas por lo menos con una 
mínima cantidad de refuerzo en el alma. Para aquellos elementos a flexión que no la tienen, como 
losas, zapatas y otros, el diseño se fundamenta en la fuerza cortante V,, o en el esfuerzo cortante v,, 
para el cual se espera la formación de grietas inclinadas. Así que la ecuación (4.3), o alguna equiva- 
lente, se convierte en el criterio de diseño para estos elementos. 

VIGAS DE CONCRETO REFORZADO CON REFUERZO EN EL ALMA 
La economía en el diseño exige, en la mayor parte de los casos, que un elemento sometido a flexión 
sea capaz de desarrollar su máxima capacidad a momento en vez de tener limitada su resistencia 
por una falla a cortante prematura. Esto también es necesario porque las estructuras, si se sobre- 
cargan, no deben fallar de la manera súbita y explosiva, característica de muchas fallas a cortante, 
sino que deben mostrar adecuada ductilidad y avisar en caso de desastre inminente. Esta última 
forma de falla, como se subrayó con anterioridad, es común en la falla a flexión ocasionada por 
fluencia de las barras longitudinales, la cual es precedida por grandes deflexiones gradualmente 
mayores y un ensanchamiento de las grietas perceptible con facilidad. Por consiguiente, si no existe 
un amplio margen de seguridad con respecto a la resistencia a cortante disponible determinada por 
la ecuación (4.3) o su equivalente, se utiliza refuerzo a cortante especial (conocido como refuerzo 
en el alma) para aumentar esta resistenciade la viga. 
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a. Tipos de refuerzo en el alma 
En general, el refuerzo en el alma se suministra en forma de estribos verticales espaciados a inter- 
valos variables a lo largo del eje de la viga según lo requerido, como indica la figura 4.8~. Se utilizan 
barras de tamaño relativamente pequeño, por lo general las Nos. 3,4 y 5. Las barras con formas 
sencillas en U, similares a las de la figura 4.8b son las más comunes aunque algunas veces se requie- 
ran estribos de múltiples ramas como los que aparecen en la figura 4.8~. Los estribos se conforman 
para ajustarse alrededor de las barras longitudinales principales, como se señala; usualmente se 
incluyen barras longitudinales de diámetro pequeño en la parte superior de los estribos para pro- 
veer soporte durante la construcción. A causa de la longitud relativamente corta del estribo embe- 
bido en la zona de compresión de la viga, en la mayor parte de los casos se debe proporcionar 
anclaje especial en forma de ganchos o doblamientos; los requisitos para el anclaje de estribos se 
analizarán en forma minuciosa en el capítulo 5. 

Como alternativa, el refuerzo a cortante puede proporcionarse mediante el doblamiento ha- 
cia arriba de una fracción del acero longitudhal cuando éste no se requiera más para resistir la 
tensión por flexión, como se sugiere en la figura 4.8d. En vigas continuas, estas barras dobladas 
hacia arriba pueden constituir todo o parte del refuerzo necesario para momentos negativos. Los 
requisitos para refuerzo a flexión longitudhal por lo general entran en conflicto con aquellos que 
se exigen para tensión diagonal, y puesto que el ahorro en acero, generado por la utilización de la 
capacidad de las barras dobladas como resistencia al corte es pequeño, muchos diseñadores prefie- 
ren incluir estribos verticales para suministrar toda la resistencia a cortante necesaria contando con 
la parte doblada de las barras longitudhales, si se utilizan, sólo para incrementar el margen de 
seguridad global contra falla a tensión diagonal. 

Las mallas electrosoldadas de alambrón se emplean algunas veces como refuerzo a cortante, 
en particular para elementos pequeños con cargas ligeras y almas delgadas, y para algunos tipos de 
vigas prefabricadas y preesforzadas. 

Estrjbos verticales 

Barras de soporte opcional 
/ 

Refuerzo principal 

(4 

I 

(c) O'' 

Barras longitudinales 
dobladas hacia arriba 

FIGURA 4.8 
Tipos de refuerzo en el alma. 
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b. Comportamiento de vigas de concreto con refuerzo en el alma 
El refuerzo en el alma no tiene un efecto perceptible previo a la formación de las grietas diagonales. 
De hecho, mediciones realizadas demuestran que el acero en el alma está prácticamente libre de 
esfuerzos antes de la formación de las grietas. Después de que se desarrollan las grietas diagonales, 
el refuerzo en el alma aumenta la resistencia a cortante de la viga de cuatro maneras diferentes: 

1. Las barras que atraviesan la grieta particular resisten parte de la fuerza cortante. El mecanismo 
de esta resistencia adicional se analiza más adelante. 

2. La presencia de estas mismas barras restringe el crecimiento de las grietas diagonales y reduce 
su penetración dentro de la zona de compresión. Esto deja mayor concreto no fisurado en la 
cabeza de la grieta para resistir la acción combinada del cortante y de la compresión, tal como se 
presentó anteriormente. 

3. Los estribos también contrarrestan el ensanchamiento de las grietas de manera que las dos caras 
de la grieta permanecen en estrecho contacto. Esto produce una fuerza de interfase V,: significa- 
tiva y confiable (ver la figura 4.7). 

4. Como aparece en la figura 4.8, los estribos están distribuidos de manera que amarren el refuer- 
zo longitudinal al cuerpo principal de concreto. Esto provee alguna medida de restricción contra 
el fracturamiento del concreto a lo largo del refuerzo longitudinal, como indican las figuras 4.1 
y 4.7b, y aumenta la parte de fuerza cortante resistida por la acción de dovela. 

A partir de lo anterior es obvio que la falla será inminente cuando los estribos comiencen a 
fluir. Esta fluencia no sólo agota la propia resistencia de los estribos sino que también permite un 
ensanchamiento en las grietas con la consecuente reducción de los efectos benéficos de restricción 
analizados en los puntos 2 a 4. 

De esta descripción resulta claro que el comportamiento, una vez se forma la grieta, es bas- 
tante complejo y depende en sus detalles de la configuración particular de las grietas (longitud, 
inclinación y localización de la grieta principal o crítica). Ésta última es a su vez bastante incierta y 
hasta ahora ha desafiado una predicción puramente analítica. Por esta razón, los conceptos que 
fundamentan la práctica del diseño actual no son del todo racionales; ellos se fundamentan de 
manera parcial en análisis racionales, en evidencias de ensayos y en la experiencia exitosa a largo 
término con estructuras en las cuales algunos procedimientos para diseño del refuerzo en el alma 
han dado como resultado un comportamiento satisfactorio. 

VIGAS CON ESTRIBOS VERTICALES. Puesto que el refuerzo en el alma no es efectivo en 
vigas no fisuradas, la magnitud de la fuerza cortante o del esfuerzo cortante que causa el agrieta- 
miento es la misma que en una viga sin refuerzo en el alma y puede determinarse con la ecuación 
(4.3). En la mayor parte de los casos, el refuerzo en el alma consta de estribos verticales; en la 
figura 4.9 aparecen las fuerzas que actúan en la porción entre la grieta y el apoyo más cercano a 
una viga así reforzada. Ellas son las mismas que las de la figura 4.7, excepto que cada estribo que 
atraviesa la grieta ejerce una fuerza AJv en la porción dada de la viga. Aquí A, es el área de la 
sección transversal del estribo (en el caso de los estribos en forma de U de la figura 4.8b, el área 

FIGURA 4.9 
Fuerzas en una grieta diagonal de una viga con estribos verticales. 
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es el doble del área de una barra) y fv es el esfuerzo de tensión en el estribo. El equilibrio en la 
dirección vertical exige que 

donde Vs = nAv fv es la fuerza vertical en los estribos, con n igual al número de estribos que atravie- 
san la grieta. Si s es el espaciamiento entre estribos yp la proyección horizontal de la grieta, como 
se indica, entonces n = pls. 

En la figura 4.10 se señala esquemáticamente la variación en la distribución aproximada de 
los cuatro componentes de la fuerza cortante interna con un aumento en el cortante externo Va 
Se puede apreciar que después de que aparecen las grietas inclinadas, la porción del cortante Vs = 
nAv fv resistida por los estribos aumenta linealmente, mientras que la suma de los otros tres compo- 
nentes, Vcz + Vd + ViY' permanece casi constante. Cuando los estribos fluyen, su contribución 
permanece constante en el valor de fluencia Vs = nAvfv. Sin embargo, a causa del ensanchamiento 
de las grietas inclinadas y del fracturamiento longitudinal, Vs, y Vd disminuyen rápidamente. Esto 
sobrecarga el concreto que todavía permanece no fisurado y precipita muy pronto la falla. 

Aunque se puede calcular el cortante total tomado por los estribos en la fluencia, las magni- 
tudes individuales de los otros tres componentes no se conocen. Una cantidad limitada de eviden- 
cia experimental conduce al supuesto conservador en los métodos actuales de que, justo antes de la 
falla de una viga con refuerzo en el alma, la suma de estos tres componentes del cortante es equi- 
valente al cortante de agrietamiento Vcr determinado por la ecuación (4.3). Generalmente se hace 
referencia a esta suma (un poco a la ligera) como la contribución del concreto a la resistencia total 
al cortante, que se denota con Vc. Entonces Vc = Vcr y 

Anteriormente se vio que la cantidad de estribos n espaciados a una distancia s entre sí, 
dependía de la longitudp que es la proyección horizontal de la grieta diagonal. Esta longitud se 

FIGURA 4.10 
Redistribución de las fuerzas cortantes 
internas en una viga con estribos (adaptada 
de la referencia 4.3). 



supone igual a la altura efectiva de la viga; entonces n = dls, que implica una grieta con una incli- 
nación un poco menor a 45". Así, en la falla, cuando Vea = Vn, las ecuaciones (a) y (b) dan para la 
resistencia a cortante última nominal 

en donde Vc se toma igual al cortante de agrietamiento VCr dado por la ecuación (4.3); es decir, 

Si se dividen ambos lados de la ecuación (4.7~) por bd, se obtiene la misma relación expresa- 
da en términos del esfuerzo cortante último nominal: 

En la referencia 4.1 se comparan los resultados de 166 ensayos sobre vigas con el valor determina- 
do la ecuación (4.7b). Se demuestra que la ecuación pronostica en forma bastante conservado- 
ra la resistencia a cortante real, y que la resistencia observada es en promedio 45 por ciento mayor 
que la predicha; muy pocos ensayos sobre vigas individuales desarrollaron resistencias ligeramente 
por debajo de la determinada por la ecuación (4.7b). 

VIGAS CON BARRAS INCLINADAS. La función del refueno en el alma inclinado (figura 4.8d) 
puede analizarse en términos bastante similares. La figura 4.11 presenta de nuevo las fuerzas que 
actúan en la porción de la viga a un lado de la grieta diagonal que eventualmente produce la falla. 
La grieta con proyección horizontalp y longitud inclinada i = pl(cos 8) está atravesada por barras 
inclinadas y espaciadas horizontalmente entre sí a una distancia s. La inclinación de las barras es a 
y la de la grieta es 8, como se indica. La distancia entre barras, medida paralelamente a la dirección 
de la grieta, puede calcularse a partir del triángulo irregular como 

S 
a = 

sen O(cot O + cota) 

La cantidad de barras que atraviesan la grieta, n = ila, se puede calcular después de algunas trans- 
formaciones, mediante 

La componente vertical de la fuerza en una barra o estribo es A, f,sena, de manera que la compo- 
nente total vertical de las fuerzas en todas las barras que atraviesan la grieta es 

P V, = nAv fv sena = Av fv -(sena + cos a tan O) 
S 

Como en la situación de estribos verticales, la falla a cortante ocurre cuando el esfuerzo en el 
refuerzo del alma alcanza el punto de fluencia. De igual modo, se trabaja con los mismos supuestos 

C 

FIGURA 4.11 
Fuerzas en una grieta diagonal de una viga con refuerzo en el alma inclinado. 
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que para el caso de estribos, es decir, que la proyección horizontal de la grieta diagonal es igual a la 
altura efectiva d y que V, + Vd + V. es igual a Vc. Finalmente, la inclinación 6 de la grieta diago- 

4 
nal, que varía un poco dependiendo de varios factores, por lo general se supone igual a 45". Con 
base en esto, la resistencia última para una falla a cortante se obtiene como 

Av fyd(sen a + cos a) vn = vc + 
S 

Se puede observar que la ecuación (4.7a), desarrollada para estribos verticales, apenas es un caso 
especial de la expresión más general (4.9), tomando a = 90". 

Debe anotarse que las ecuaciones (4.7) y (4.9) se aplican sólo si el refuerzo del alma se 
encuentra espaciado de manera que cualquier grieta diagonal posible está atravesada al menos 
por un estribo o una barra inclinada. De otra manera, el refuerzo en el alma no contribuiría a la 
resistencia a cortante de la viga, puesto que las grietas diagonales que pudieran formarse entre 
dicho refuerzo, ampliamente espaciado, producirían la falla de la viga con la misma carga que 
produce la falla cuando no está presente el refuerzo del alma. Esto impone límites superiores al 
espaciamiento permitidos para asegurar que el refuerzo del alma sea tan efectivo en la realidad 
como en los cálculos. 

Para resumir, en este momento se comprenden sin duda y en forma cualitativa la naturaleza 
y el mecanismo de la falla por tensión diagonal, pero algunos de los supuestos cuantitativos realiza- 
dos en el desarrollo precedente no pueden probarse mediante análisis racionales. Sin embargo, los 
resultados calculados están en correspondencia aceptable y, generalmente, conservadora con una 
gran cantidad de datos empíricos y estructuras diseñadas con estos principios básicos que han de- 
mostrado un comportamiento satisfactorio. Nuevos métodos basados en los modelos racionales 
que se describen brevemente en la sección 4.8 son promisorios y quizá sean incorporados en edicio- 
nes futuras de los códigos ACI y AASHTO. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA DISENO A CORTANTE 

De acuerdo con el Código ACI 11.1.1, el diseño a cortante de vigas debe basarse en la relación 

donde V, es la fuerza cortante total aplicada en determinada sección de la viga y producida por las 
cargas mayoradas, y Vn = Vc + V, es la resistencia a cortante nominal igual a la suma de las contri- 
buciones del concreto y del acero en el alma, si éste último existe. Entonces, para estribos verticales 

y para barras inclinadas 

+Av fyd(sen a + cos a) v,, 5 4vc + 
S 

(4.1 la) 

donde todos los términos se definieron previamente. Para cortante, el coeficiente de reducción de resis- 
tencia @ debe tomarse igual a 0.85; este valor, ligeramente más conservador que el valor de @ = 0.90 
para flexión, refleja tanto la naturaleza súbita de la falla a tensión diagonal, como la amplia dispersión 
de resultados experimentales. 

Para condiciones normales de apoyo, en que la reacción producida por la superficie de apoyo 
o por una columna monolítica presenta una compresión vertical al final de la viga, las secciones 
localizadas a distancias menores que d desde la cara del apoyo, pueden diseñarse para el mismo 
cortante V, calculado a una distancia d. Sin embargo, si alguna carga concentrada actúa dentro de 
esta distancia o si la reacción produce tensión vertical en vez de generar compresión (por ejemplo, 



CORTANTE Y TENSIÓN DIAGONAL EN VIGAS 121 

si la viga está apoyada en el extremo inferior de un elemento vertical monolítico), la sección crítica 
de diseño debe tomarse en la cara del apoyo. 

a. Resistencia a cortante suministrada por el concreto 
La contribución del concreto a la resistencia a cortante nominal (se incluye la contribución genera- 
da por el entrelazamiento de agregados, la acción de dovela del refuerzo principal y la del concreto 
no fisurado) es esencialmente la misma de la ecuación (4.8) con pequeñas modificaciones en la 
notación. Para permitir la aplicación de la ecuación (4.8) a vigas T con ancho del alma b,, el ancho 
b de viga rectangular se remplaza por b,, teniendo en cuenta que para vigas rectangulares se toma 
b en lugar de b,. Para vigas T con anchos variables de alma, como en las viguetas comunes de 
concreto, se utiliza el ancho promedio del alma a no ser que la parte más delgada del alma esté 
sometida a compresión, en cuyo caso b, se toma igual al ancho mínimo. Además, el cortante Vy el 
momento M se designan como V, y M, en la ecuación (4.8) para destacar que éstos son valores 
calculados a partir de las cargas mayoradas. Así que, para elementos sometidos a cortante y flexión, 
según el código ACI 11.3.2, la contribución del concreto a la resistencia a cortante es 

donde p, es igual a la cuantía de acero longitudinal a tensión A, lb& o A, lbd. Con las dimensiones 
de la sección b, y d en pulgadas, y con V,d y M, en unidades consistentes, Vc se expresa en libras. 
En la ecuación (4.12a), la cantidad V,d/M, no debe tomarse mayor que 1.0. 

Aunque la ecuación (4.12) es perfectamente apropiada para el diseño computarizado o la 
investigación, para cálculos manuales su uso es tedioso porquep,, V,, y M, cambian generalmente 
a lo largo de la luz, exigiendo el cálculo de Vc a intervalos cercanos. En consecuencia, el código ACI 
11.3.1 permite una ecuación alterna para calcular Vc: 

Con referencia a la figura 4.6, es obvio que la ecuación (4.1%) es muy conservadora en regiones 
donde la relación cortante-momento es grande, como cerca de los bordes de luces simples o de los 
puntos de inflexión en luces continuas; sin embargo, a causa de su simplicidad, es la que general- 
mente se utiliza en la práctica. 

Los ensayos en que se basaron las ecuaciones (4.12~) y (4.1%) se realizaron con vigas de concreto 
con resistencia a la compresión principalmente en el intervalo de 3000 a 5000 lbIpulg2. Resultados de 
ensayos experimentales más recientes en la Universidad de Comell y en otros lugares (ver las referen- 
cias 4.9 a 4.11), han demostrado que en vigas construidas con concreto de alta resistencia (ver la sección 
2.11) con valores de f,' superiores a 6000 lblpulg2, la contribución del concreto a la resistencia a cortan- 
te, Vc, es menor que la estimada por estas ecuaciones. Las diferencias resultan significativamente mayo- 
res en cuanto mayor sea la resistencia del concreto. Por esta razón, el Código ACI 11.1.2 establece un 
límite superior de 100 lb/pulg2 en el valor de f l  para ser utilizado en las ecuaciones (4.12) y (4.12b), 
al igual que para todas las demás disposiciones del Código ACIrelacionadas con el cortante. Sin embargo, 
pueden utilizarse valores de E mayores que 100 lb/pulg2 para el cálculo de Vc, si se incrementa la 
cantidad mínima usual de refuerzo en el alma (ver la sección 4.5b). 

Las disposiciones del código para calcular Vc de acuerdo con las ecuaciones (4.12) y (4.1%) 
son aplicables para concretos de peso normal. Cada vez más se usan concretos con agregados livia- 
nos con densidades entre 90 y 120 lblpulg3, en particular para elementos prefabricados. Su resisten- 
cia a la tensión, de singular importancia para los cálculos de cortante y tensión diagonal, es 
significativamente menor que la de los concretos de peso normal con la misma resistencia a la 
compresión (ver la tabla 2.2 y la referencia 4.12). Cuando se diseñe con concretos livianos, es 
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recomendable obtener un estimat>ivo aproximado de la resistencia a la tensión real del material. La 
resistencia determinada a partir del ensayo de tensión indirecta fc, no es idéntica a la resistencia a 
la tensión directa, pero se puede utilizar como una medida conveniente y confiable. 

Para concretos de peso normal, la resistencia del ensayo de tensión indirecta se toma a menu- 
do igual a 6.5 E. De acuerdo con esto, el Código ACI especifica que f l  debe sustituirse por 
f,, 16.7 en todas las ecuaciones para V,, con la restricción adicional de que fct 16.7 no debe exceder 
a a. Si la resistencia determinada en el ensayo de tensión indirecta no está disponible, los valo- 
res de Vc calculados con E deben multiplicarse por 0.75 para los concretos "livianos en todo" y 
por 0.85 para concretos con "arenas livianas". Todas las demás disposiciones de cortante permane- 
cen invariables. 

b. Refuerzo mínimo en el alma 
Si Vu, la fuerza cortante para las cargas mayoradas, no es mayor que $Vc, calculada con la ecuación 
(4.12~) o, como alternativa, mediante la ecuación (4.12b), entonces en teoría no se requiere refuer- 
zo en el alma. Aun en tal caso, el Código ACI 11.5.5 exige al menos un área mínima de refuerzo en 
el alma igual a 

donde s = espaciamiento longitudinal del refuerzo en el alma, pulg 
f y  = resistencia a la fluencia del acero en el alma, lblpulg2 

A, = área total de la sección transversal de acero en el alma dentro de la distancia S, pulg2 

Estas disposiciones son válidas a menos que V, sea la mitad o menos que la resistencia a cortante 
de diseño $Vc suministrada por el concreto. Hay algunas excepciones específicas a estos requisitos 
de acero mínimo en el alma para losas y zapatas, para la construcción de entrepisos con viguetas de 

1 concreto y para vigas con espesor total no mayor de 10 pulg, 2 2  veces el espesor del ala o la mitad 
del ancho del alma (la que sea mayor). Estos elementos se excluyen por su capacidad para redistribuir 
las fuerzas internas antes de la falla a tensión diagonal, como lo comprueban los ensayos y la expe- 
riencia exitosa de diseño. 

Para vigas de concreto de alta resistencia, la limitación usual de 100 lblpulg2 que se impone al 
valor de f l  utilizado en los cálculos de Vc mediante la ecuación (4.12~) o la ecuación (4.12b), es 
eliminada por el Código ACI 11.1.2.1, si estas vigas se diseñan con un refuerzo mínimo a cortante 
igual a fil5000 veces, pero no más de tres veces la cantidad requerida por la ecuación (4.13). La 
contribución del concreto a la resistencia a cortante puede calcularse con base en la totalidad de la 
resistencia a compresión del concreto. Los ensayos descritos en la referencia 4.9 indican que para 
vigas con resistencias del concreto por encima de las 6000 lb/pulg2, la contribución Vc del concreto 
fue significativamente menor que la estimada por las ecuaciones del Código ACI, a pesar de que la 
contribución < del acero fue mayor. La resistencia a cortante nominal total Vn, fue mayor en todos 
los casos que la estimada por los métodos del Código ACI. Las disposiciones del Código ACI que 
modifican el acero mínimo en el alma para vigas de concreto de alta resistencia y que produce en la 
mayor parte de los casos mayor cantidad de acero en el alma, están dirigidas a aumentar la capaci- 
dad después del agrietamiento, permitiendo obtener así diseños más seguros aunque la contribu- 
ción del concreto a la resistencia a cortante sea sobrestimada?. 

7 Las limitaciones del enfoque del Código ACI "V, + V/ para el diseño a cortante, en particular las relacionadas con la contribución del 
concreto V,, motivaron el desarrollo de procedimientos más racionales aún no implementados en los Estados Unidos. En la sección 4.8 se 
analizará un método alterno para diseño a cortante. 
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Ejemplo 4.1. Viga sin refuerzo en el alma. Debe diseñarse una viga rectangular para resistir una fuerza 
cortante Vn de 30 Mb. No se debe utilizar refuerzo en el alma y se sabe que ff = 4000 lb/pulg2. ¿Cuál es 
la sección transversal mínima si el diseño está controlado por cortante? 

Solución. Si no se utiliza refuerzo en el alma, las dimensiones de la sección transversal deben 
seleccionarse de manera que el cortante aplicado Vu no sea mayor que la mitad de la resistencia de 
diseño a cortante @Vc. Los cálculos se basan en la ecuación (4.1%). Entonces 

Se requiere una viga con b, = 18 pulg y d = 31 pulg. De manera alterna, si se utiliza la mínima 
cantidad de refuerzo en el alma determinada por la ecuación (4.13), la resistencia a cortante del con- 
creto @Vc puede tomarse en todo su valor, y se confirma fácilmente que una viga con b, = 12 pulg y 
d = 23.5 pulg es suficiente. 

c. Regiones donde se requiere refuerzo en el alma 
Si la resistencia a cortante requerida V, es mayor que la resistencia de diseño a cortante $Vc sumi- 
nistrada por el concreto en cualquier porción de la viga, existe una necesidad teórica de refuerzo en 
el alma. Para otros sitios a lo largo de la luz, debe proveerse acero en el alma por lo menos en 
cantidad igual a la dada por la ecuación (4.13), excepto que la fuerza cortante calculada sea menor 
que 3 $Vc. 

La porción de cualquier luz a lo largo de la cual se requiere, en teoría, el refuerzo en el alma, 
puede encontrarse dibujando el diagrama de cortante para la luz y superponiendo un gráfico de la 
resistencia a cortante del concreto. Donde la fuerza cortante V, exceda $Vc, debe proporcionarse 
refuerzo a cortante para resistir el exceso. La longitud adicional que requiere por lo menos el acero 
mínimo en el alma puede encontrarse superponiendo un gráfico de $V,/2. 

Ejemplo 4.2. Límites del refuerzo en el alma. Una viga rectangular simplemente apoyada con 16 pulg 
de ancho y con una altura efectiva de 22 pulg, sostiene una carga total mayorada de 7.9 klblpie en una 
luz libre de 20 pies. Está reforzada con 9.86 pulg2 de acero a tensión que continúa sin interrupción 
hasta los apoyos. Si f,' = 3000 lbJpulg2, ¿qué parte de la viga requiere refuerzo en el alma? 

Solución. La fuerza cortante externa máxima se presenta en los extremos de la luz donde V, = 7.9 x 
2012 = 79.0 klb. En la sección crítica a cortante, a una distancia d del apoyo, V, = 79.0 - 7.9 x 1.83 = 
64.5 klb. La fuerza cortante varía linealmente hasta cero en el centro de la luz. Lá variación de V, 
aparece en la figura 4.1%. Con la ecuación (4.1%) se obtiene 

Entonces q5Vc = 0.85 x 38.6 = 32.8 klb. Este valor se superpone en el diagrama de cortante, y con base 
en la geometría se determina el punto para el cual, en teoría, no se requiere más el refuerzo en el 
alma, y que está a 

10 (79';i02.8) = 5.86 pies 

desde la cara del apoyo. Sin embargo, según el Código ACI, se requiere por lo menos una cantidad 
mínima de refuerzo en el alma donde la fuerza cortante exceda @VC/2, o 16.4 klb en este caso. Como se 
observa en la figura 4.1%, esto corresponde a una distancia de 
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V, = 79.0 klb 

V, = 64.5 klb 

@ Vc = 32.8 klb 

@Vc - 
2 = 16.4 klb 

V, = 79.0 klb 

V, = 64.5 klb 

@ vc 

Refuerzo en el alma 

FiGURA 4.12 
Ejemplo de diseño a cortante. 

desde la cara del apoyo. Para resumir, debe suministrarse por lo menos el acero mínimo en el alma 
hasta una distancia de 7.92 pies desde los apoyos, y se debe proporcionar el acero en el alma hasta una 
distancia de 5.86 pies para la fuerza cortante correspondiente al área sombreada. 

Si se utiliza la ecuación alterna (4.12~)~ se debe conocer la variación dep,, V, y M, a lo largo de 
la luz, de manera que pueda calcularse V,. Esto se hace mejor en forma tabular como se indica en la 
tabla 4.1. 

El cortante último aplicado Vu y la capacidad de diseño a cortante @Vc se grafican en la figura 
4.1%. A partir del gráfico se encuentra que, teóricamente, a una distancia de 5.70 pies desde la cara 
del apoyo no se requieren más los estribos. Sin embargo, a partir del gráfico de @Vc/2 se encuentra que 
debe suministrarse por lo menos el acero mínimo en el alma hasta una distancia de 7.90 pies. 

Al comparar las figuras 4.1% y 4.1% resulta evidente que la longitud donde se necesita refuerzo 
en el alma es casi la misma para este ejemplo, bien sea que se utilice la ecuación (4.1%) o la (4.1%). 
Sin embargo, la menor área sombreada de la figura 4.1% indica que se necesitaría sustancialmente 
menos área de acero en el alma, dentro de la distancia requerida, si se adoptara la ecuación (4.12~)~ 
que es más precisa. 
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TABLA 4.1 
Ejemplo de diseno a cortante 

Distancia en pies M, 9 v~ 9 

desde el apoyo klb-pie klb VE $Y? 

d. Diseño del refuerzo en el alma 
El diseño del refuerzo en el alma, bajo las disposiciones del Código ACI, se basa en la ecuación 
(4.11~) para estribos verticales y en la (4.11b) para estribos inclinados o barras dobladas. En el 
diseño, por lo general, es conveniente seleccionar un área tentativa de acero en el alma A,, con 
base en tamaños estándares de estribos (a menudo en el intervalo de los Nos. 3 a 5 para estribos y 
según el tamaño de las barras longitudinales para barras dobladas), para los cuales se puede encon- 
trar el espaciamiento necesarios. Si se iguala la resistencia de diseño #Vn con la resistencia reque- 
rida Vu, y se transforman las ecuaciones (4.11~) y (4.11b) como corresponde, se encuentra que el 
espaciamiento requerido para el refuerzo en el alma para estribos verticales es: 

para barras dobladas: 

4AV fyd(sen a + cos a) (4.14b) 
S = 

v u  - 4vc 
Debe recalcarse que cuando se utilicen estribos convencionales en forma de U como los de la 
figura 4.8b, el área en el alma A,, suministrada por cada estribo, es el doble del área de la sección 
transversal de la barra; para estribos como los de la figura 4.&, A, es cuatro veces el área de la 
barra utilizada. 

Mientras que el Código ACI exige que la parte inclinada de una barra doblada forme un 
ángulo de por lo menos 30" con la parte longitudinal, en general las barras se doblan a un ángulo de 
45". Sólo las tres cuartas partes centrales de la parte inclinada de cualquier barra pueden conside- 
rarse efectivas como refuerzo en el alma. 

No es aconsejable espaciar los estribos verticales a menos de cerca de 4 pulgadas; el tamaño 
de los estribos debe seleccionarse para evitar un espaciamiento más estrecho. Cuando se requieren 
estribos verticales a lo largo de una distancia relativamente corta, es buena práctica espaciarlos de 
modo uniforme a lo largo de toda la distancia, calculando el espacio para el punto de mayor cortan- 
te (mínimo espaciamiento). Si se requiere refuerzo en el alma en una gran distancia, y si el cortante 
varía sustancialmente en ella, es más económico calcular el espaciamiento necesario en varias sec- 
ciones y colocar los estribos de esta manera en grupos de espaciiamiento variabk 
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Donde realmente se necesite refuerzo en el alma, el Código exige que los estribos queden 
espaciados de manera que cualquier línea a 45", que represente una grieta diagonal potencial y que 
se extienda desde la mitad de la altura del elemento dl2 hasta las barras longitudinales a tensión, 
esté atravesada al menos por una línea de refuerzo en el alma; además, el Código especifica un 
espaciamiento máximo de 24 pulgadas. Cuando Vs es mayor que 4JfCbw d, estos espaciamientos 
máximos se reducen a la mitad. Estas limitaciones aparecen en la figura 4.13 tanto para estribos 
verticales como para barras inclinadas, en situaciones en que el cortante en exceso no sobrepasa el 
límite establecido. 

Para propósitos de diseño, resulta más conveniente invertir la ecuación (4.13), que da el área 
mínima de acero en el alma A,, para permitir el cálculo del espaciamiento máximo s para el área 
seleccionada A,. Entonces, para el caso usual de estribos verticales, con VsS 4 R b w d ,  el 
espaciamiento máximo de estribos es el menor de 

Avfy 
smax = - 50b, 

d 
smax = - 2 

(4.15b) 

d 
smax = - 2 

(4.1% 

Para barras longitudinales dobladas a 45", la ecuación (4.15b) se remplaza por S,, = 3d14, como lo 
confirma la figura 4.13. 

Para evitar grietas muy anchas en el alma de las vigas, el Código ACI limita la resistencia a la 
fluencia del refuerzo a valores d e 4  = 60,000 lblpulg2 o menos. De acuerdo con el Código ACI, en 
ningún caso el valor de V, debe exceder 8 E b w d  independientemente de la cantidad de acero 
utilizado en el alma. 

Ejemplo 4.3. Diseño de refuerzo en el alma. Si se utilizan estribos verticales en forma de U, con4 = 
40,000 lb/pulg2, diseñe el refuerzo en el alma para la viga del ejemplo 4.2. 

Solución. La solución se basa en el diagrama de corte de la figura 4.12~~. Los estribos deben diseñarse 
para resistir aquella parte del cortante que aparece sombreada. Con estribos No. 3, en forma tentativa, 
se aplican inicialmente los tres criterios de máximo espaciamiento. Para @Vs = Vu - @Vc = 31,700 lb, 
que es menor que @Eb,, ,d= 65,600 lb, el espaciamiento máximo no debe exceder d/2 = 11 pulg ni 24 
pulg. También, con la ecuación (4.15a), 

El primer y tercer criterios controlan de igual manera en este caso y se impone un máximo espaciamiento 
de 11 pulg. A una distanciad desde el apoyo, el cortante en exceso Vu - @Vc es 31,700 lb. En esta región 
el espaciamiento necesario es 

4Avfyd = 0.85 x 0.22 x 40,000 X 22 
S = 

31,700 = 5.2 pulg 
VI4 - 4vc 

P? g d  8 dcota 
'-7' - 
2 

S máximo para s máximo para 
barras inclinadas estribos verticales 

Grieta potencial 

FIGURA 4.13 
Espaciamiento máximo del refuerzo en el 
alma controlado por la intersección de 
grietas diagonales. 
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Este valor no es tan pequeño para que haya problemas de vaciado, ni tan grande para que controle los 
criterios de espaciamiento máximo; por tanto, se puede confirmar la selección de estribos No. 3. Con 
la solución de la ecuación (4.14a) para el cortante en exceso para el cual se puede utilizar el máximo 
espaciamiento, se obtiene 

Con referencia a la figura 4.12a, este valor se alcanza a una distanciaxl a partir del punto de cero cortante 
en exceso, donde xl = 5.86 x 14,960146,200 = 1.89 pies. Es decir, 3.97 pies desde la cara de apoyo. Con 
base en esta información, puede seleccionarse un patrón de espaciamiento satisfactorio. El primer estribo 
se coloca en general a una distancia s/2 del apoyo. El siguiente esquema de espaciamiento resulta acepta- 
ble:- 

1 espacio a 3 pulg = 3 pulg 
6 espacios a 5 pulg = 30 pulg 
2 espacios a 7 pulg =. 14 pulg 

4 espacios a 11 pulg = 44 pulg 

Total = 91 pulg = 7 pies 7 pulg 

Este esquema resultante de estribos se indica en la figura 4.12~. Como solución alterna, es posible deli- 
near una curva que muestre el espaciamiento requerido en función de la distancia desde el apoyo. Una 
vez que se determine el espaciamiento necesario en una sección de referencia, por ejemplo en el apoyo 

es fácil obtener el espaciamiento exigido para cualquier otro punto. En la ecuación (4.14a), solamente 
Vu - $Vc cambia con la distancia desde el apoyo. Para carga uniforme esta cantidad es una función 
lineal de la distancia desde el punto donde no hay cortante en exceso; es decir, a 5.86 pies de la cara de 
apoyo. Entonces, a intervalos de un pie, 

S ,  = 3.55 x 5.8614.86 = 4.27 pulg 
S ,  = 3.55 x 5.8613.86 = 5.39 pulg 
S ,  = 3.55 x 5.8612.86 = 7.27 pulg 
s 4  = 3.55 x 5.8611.86 = 11.18 pulg 
SS = 3.55 X 5.8610.86 = 24.20 pulg 

Los anteriores valores se grafican en la figura 4.14 simultáneamente con el espaciamiento máximo de 
11 pulg, y se escoge un patrón de espaciamiento práctico. El espaciamiento a una distancia d desde la 

Distancia en pies desde la cara del apoyo 
FIGURA 4.14 
Espaciamientos requeridos para los estribos del ejemplo 4.3. 
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cara del apoyo se elige con base en los requisitos mínimos del Código ACI. El patrón seleccionado 
para estribos No. 3 con forma de U (mostrado en el gráfico) es idéntico al de la solución anterior. En 
muchos casos el diseñador experimentado encontrará innecesario delinear el diagrama de espaciamiento 
de la figura 4.14 y optará por un patrón de espaciamiento, directamente después de calcular los 
espaciamientos requeridos en varios intervalos a lo largo de la viga. 

Si se quisiera diseñar el acero en el alma con base en el diagrama de cortante en exceso de la 
figura 4.12b, sería necesario seleccionar el segundo procedimiento ilustrado antes, y el espaciamiento 
se calcularía para varios intervalos a lo largo de la luz. En este caso en particular, el espaciamiento 
máximo permitido de 11 pulg es menor que el requerido por cortante en exceso en cualquier sitio 
entre el punto de cortante en exceso cero y el punto a una distanciad desde el apoyo. En consecuencia, 
se podría utilizar el siguiente espaciamiento: 

1 espacio a 5 pulg = 5 pulg 
8 espacios a 11 pulg = 88 pulg 

Total = 93 pulg = 7 pies 9 pulg 

Se usarían nueve estribos No. 3 en cada mitad de la luz, en lugar de los trece calculados anteriormente. 
Para diseños en que, si se siguen los dos métodos anteriores, los esfuerzos controlan el espaciamiento 
de estribos en vez de que lo hagan los requisitos de máximo espaciamiento, el ahorro obtenido por la 
segunda solución sería aún más significativo. 

EFECTO DE LAS FUERZAS AXIALES 

Las vigas que se estudiaron en las secciones anteriores estaban sometidas a cortante y flexión úni- 
camente. Por diversas razones, las vigas de concreto reforzado pueden estar sometidas también a 
fuerzas axiales que actúan de manera simultánea con el cortante y la flexión. Éstas incluyen cargas 
axiales externas, preesfuerzo longitudinal y fuerzas por restricción, que se presentan como resulta- 
do de la retracción del concreto o los cambios de temperatura. La resistencia a cortante de vigas se 
puede ver significativamente modificada por la presencia de tensión o compresión axiales, lo cual 
es evidente a partir del repaso de las secciones 4.1 a 4.4. 

De acuerdo con la práctica actual, los elementos de concreto preesforzado se tratan median- 
te métodos especializados basados ampliamente en resultados de ensayos sobre vigas de concreto 
preesforzado. Éstos se analizan en forma independiente en el capítulo 21t y aquí se tratan sólo 
vigas no preesforzadas de concreto reforzado. 

El principal efecto de la carga axial es modificar la carga que produce agrietamiento diagonal 
del elemento. En la sección 4.3 se demostró que el agrietamiento por tensión diagonal ocurre 
cuando el esfuerzo principal de tensión en el alma de la viga, que produce la acción combinada de 
cortante y flexión, alcanza la resistencia a tensión del concreto. Es obvio que la introducción de una 
fuerza longitudinal, que modifica la magnitud y dirección del esfuerzo principal de tensión, puede 
alterar de manera significativa la carga de agrietamiento diagonal. La compresión axial aumentará 
la carga de agrietamiento, mientras que la tensión axial la disminuirá. 

Para elementos cargados exclusivamente a flexión y a cortante, la fuerza cortante para la cual 
ocurre el agrietamiento diagonal, Ver, puede estimarse mediante la ecuación (4.2c), basada en una 
combinación de evidencia teórica y experimental. Además, por las razones explicadas en la sección 
4.4b, en vigas con refuerzo en el alma, la contribución del concreto a la resistencia a cortante Vc se 
toma igual a la carga de agrietamiento diagonal Ver. Así que, según el Código ACI, la contribución 
del concreto se calcula mediante las ecuaciones (4.12~) o (4.12b). Para elementos sometidos a 
cargas de flexión y cortante además de cargas axiales, Vc puede calcularse mediante modificaciones 
adecuadas de estas ecuaciones, como se indica a continuación. 

t De la edición decirnoprimera (N. del T.). 
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a. Compresión axial 
En el desarrollo de la ecuación ( 4 . 2 ~ )  para VCr se indicó que la carga de agrietamiento diagonal 
dependía de la relación del esfuerzo cortante v al esfuerzo flector f en la parte superior de la grieta 
a flexión. Aunque estos esfuerzos nunca se determinaron en realidad, se expresaron conveniente- 
mente mediante 

La ecuación ( a )  relaciona el esfuerzo cortante en el concreto, ubicado en la parte superior de la 
grieta a flexión, con el esfuerzo cortante promedio; la ecuación ( b )  relaciona la tensión por flexión 
en el concreto, en la parte superior de la grieta, con la tensión en el acero a flexión, mediante la 
relación modular n = EJE,, como sigue: 

donde jd es el brazo de palanca interno entre C y T, y K,, es una constante desconocida. Así que, la 
constante anterior K2 es igual a Kdnp j . 

Se considera ahora una viga sometida a compresión axial N al igual que a M y V, como se 
señala en la figura 4 . 1 5 ~ .  En la figura 4.15b se indica cómo el momento, el cortante y la fuerza axial, 
elementos externos que actúan en el lado izquierdo de un pequeño elemento de la viga con longi- 
tud dx, se equilibran mediante los efectos de los esfuerzos internos T, C y V que actúan en el lado 
derecho. Resulta conveniente remplazar las cargas externas M y N con una carga estáticamente 

FIGURA 4.15 
Vigas sometidas a compresión axial, más cargas de flexión y cortante. 
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equivalente N que actúa con una excentricidad e = M/N desde la mitad de la altura como aparece 
en la figura 4.15~. El brazo de la fuerza excéntrica N con respecto a la resultante a compresión C es 

El esfuerzo en el acero f, puede encontrarse ahora tomando momentos con respecto al punto de 
aplicación de C: 

Ne' 
fs=- 

a partir de lo cual 

M + N(d - h/2 - jd) 
fs = 

Asjd 

Si se observa que j está muy cerca de para cargas hasta del valor de aquella que produce el 
agrietamiento diagonal, el término entre paréntesis en la última ecuación anterior puede escribirse 
como (d - 4h)/8. Entonces, con f = K&/n como antes, para el esfuerzo de tensión en el concreto en 
la parte superior de la grieta a flexión se obtiene: 

M - N(4h - d)/8 
= K2 

M - N(4h - d)/8 
f = Ko npjbd2 bd2 (e) 

Si se compara la ecuación (e) con las ecuaciones (c) y (b) resulta claro que la deducción anterior 
para tensión por flexión f sigue siendo válida en el presente caso cuando se incluyen cargas da les ,  
siempre y cuando se sustituya M por un momento modificado M - N(4h - d)/8. De ahí resulta que 
la ecuación (4.2) puede utilizarse para calcular Vcr, siempre y cuando se haga la misma sustitución 
del momento real por el momento modificado. 

El tratamiento del Código ACI se fundamenta en este desarrollo. La contribución del con- 
creto a la resistencia a cortante Vc se toma igual a Vcr y está determinada por la ecuación (4.1%) 
como antes: 

excepto que el momento modificado 

debe remplazar el valor de M, y VUd/MU no necesita limitarse al valor de 1.0 como antes. La fuerza 
axial N, se debe tomar como positiva cuando es de compresión. Para vigas sometidas a compresión 
axial, el límite superior de 3.5 E b ,  d se remplaza por 

donde Ag es el área bruta del concreto y N,/$ se expresa en unidades lb/pulg2. 
Como alternativa a la determinación un poco complicada de Vc con las ecuaciones (4.12a), 

(4.16) y (4.17), el Código ACI 11.3.1.2 permite el uso de una expresión simplificada alterna: 

La figura 4.16 presenta una comparación de Vc calculada mediante la expresión más compleja y la 
simplificada para vigas sometidas a cargas de compresión. La ecuación (4.18) parece ser por lo 



1000 500 O -500 
Compresión Tensión FIGURA 4.16 

Comparación de las ecuaciones para Vc en elementos 
sometidos a cargas axiales. 

general más conservadora, en particular para valores grandes de NuIAg. Sin embargo, debido a su 
sencillez, es la que se usa más a menudo en la práctica. 

b. Tensión axial 

La metodología precedente, desarrollada para vigas sometidas a compresión axial, no correlaciona 
bien con la evidencia experimental para vigas sometidas a tensión axial y predice con frecuencia 
resistencias Vc mayores que las realmente medidas. Por esta razón, el Código ACI exige que para 
elementos sometidos a una tensión axial significativa, al mismo tiempo que a flexión y a cortante, la 
contribución del concreto se tome como 

pero no menor de cero, donde N, es negativa para tensión. Como una alternativa más sencilla para 
vigas sometidas a tensión axial, el Código sugiere que Vc se tome igual a cero y que se coloque 
suficiente refuerzo a cortante para resistir la totalidad del cortante. La variación de Vc con Nu/Ag 
para vigas a tensión aparece también en la figura 4.16. 

Ejemplo 4.4. Efecto de las fuerzas axiales sobre Vc . Una viga con dimensiones b = 12 pulg, d = 24 pulg, y 
h = 27 pulg, con fi = 4000 lb/pulg2, está sometida a una sola carga mayorada concentrada de 100 kib en el 
centro de la luz. Encuentre la resistencia a cortante máxima del concreto, Vc, en la primera sección crítica 
a cortante a una distancia d desde el apoyo: (a) si no existen fuerzas axiales, (b) si actúa una compresión 
axial de 60 kib, y (c) si actúa una tensión axial de 60 klb. Para cada caso, calcule Vc mediante las dos 
expresiones del Código ACI, la más compleja y la simplificada. Desprecie el peso propio de la viga. En la 
sección descrita, el refuerzo a tensión consta de tres barras No. 10 con un área total de 3.79 pulg2. 

Solución. En la sección crítica, V, = 50 klb y M, = 50 x 2 = 100 klb-pie, mientras quep = 3.79112 
X 24 = 0.013. 
(a) Si N, = O, la ecuación (4.1%) estima 

que no debe exceder el valor de 

vc = 3 . 5 a  x 12 x & = 63.8 klb 
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Si se utiliza la expresión simplificada de la ecuación (4.12b), 

que está aproximadamente un 17 por ciento por debajo del valor más exacto de la ecuación (4.12~). 
(b) Si se introduce una compresión de 60 Mb, el momento modificado se encuentra con la ecuación 

( 4 . m  

4 X 27 - 24 
Mi = 100 - 60 

8 X 12 
= 47.5 klb-pie 

Con la introducción de este valor en la ecuación (4.12~) en lugar de M,, la resistencia a cortante 
del concreto es 

y de acuerdo con la ecuación (4.17) no debe exceder 

,/= = 74.6 klb Vc = 63.8 1 + 

Si se utiliza la expresión simplificada de la ecuación (4.18), 

Al comparar estos resultados con los cálculos más exactos para (a) y (b), se puede observar que la 
introducción de un esfuerzo de compresión axial de 60,000/12 x 27 = 185 lb/pulg2, aumenta la 
resistencia a cortante en el concreto Ve aproximadamente un 25 por ciento. 

( e )  Cuando actúa una tensión axial de 60 kib, el valor reducido de Vc se encuentra con la ecuación 
(4.19) y es igual a 

v c = 2  1 -  
24 

60~wx, )& x 12 x - = 22.9 Idb ( 500X 12x27 lo00 

con una reducción de casi el 50 por ciento del valor para N, = O . Según el Código ACI, para este 
caso se establecería Ve = O, como alternativa a la utilización de la ecuación (4.19). 
En todos los casos anteriores, el coeficiente de reducción de resistencia @ = 0.85 sería aplicado al 
valor de Vc para obtener la resistencia de diseño. 

VIGAS CON ALTURA VARIABLE 

Los elementos de concreto reforzado con altura variable se utilizan con frecuencia en forma de 
vigas acarteladas en puentes o pórticos simples según la figura 4.17a, como vigas de techo prefabri- 
cadas de acuerdo con la figura 4.17b, o como losas en voladizo. Por lo general, la altura aumenta en 
dirección del incremento del momento. Para vigas con altura variable, la inclinación de las resul- 
tantes de los esfuerzos internos de compresión y de tensión puede afectar significativamente el 
cortante para el cual debe diseñarse la viga. Además, la resistencia a cortante para estos elementos 
puede diferir de aquélla para vigas prismáticas. 

La figura 4.17~ presenta una viga en voladizo empotrada en el apoyo del extremo izquierdo y 
sometida a una sola carga concentrada P a la derecha. La altura aumenta de modo lineal en direc- 
ción del incremento del momento. En estos casos, la tensión interna en el acero y la resultante de 
los esfuerzos de compresión en el concreto están inclinadas e introducen componentes transversa- 
les al eje del elemento. Con referencia a la figura 4.17d, que muestra una pequeña longitud a!! de la 
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H 
FIGURA 4.17 
Efectos de la variación en altura de la viga 
sobre el cortante. 

viga, si la pendiente de la superficie superior es 8, y la de la inferior es O,, la fuerza cortante neta V ,  
para la cual debe diseñarse la viga está muy cercana a 

donde Vu es la fuerza cortante externa igual a la carga P para este caso, y C = T = Mulz. El brazo 
de palanca interno es z = (d - a/2), como de costumbre. Entonces, para un caso en donde la altura 
de la viga aumenta en dirección del incremento del momento, el cortante para el cual debe diseñar- 
se el elemento es igual aproximadamente a: 

Para la situación poco frecuente en que la altura del elemento disminuye en dirección del incre- 
mento del momento, se puede confirmar fácilmente que la ecuación correspondiente es 

Estas ecuaciones son aproximadas puesto que la dirección supuesta para las fuerzas internas no es 
exacta; sin embargo, la ecuación puede utilizarse sin error significativo siempre y cuando los ángu- 
los de las pendientes no sobrepasen cerca de los 30". 

Existe muy poca investigación referente a la resistencia a cortante de vigas con altura varia- 
ble. Los resultados de los ensayos que se presentan en la referencia 4.13 para vigas de luces senci- 
llas, acarteladas con pendientes de aproximadamente hasta 15", y con espesores que aumentan o 
disminuyen en la dirección del incremento del momento, no indican un cambio apreciable en la 
carga de agrietamiento Vc, en comparación con la de los elementos prismáticos. Además, la resis- 
tencia de las vigas acarteladas, que incluían estribos verticales como refuerzo en elalma, no dismi- 
nuía o aumentaba de manera significativa, sin importar la dirección de la disminución de la altura. 
Con base en esta información, parece seguro diseñar a cortante vigas con altura variable utilizando 
las ecuaciones para VC y Vs desarrolladas para elementos prismáticos, siempre y cuando se utilice la 
altura real d de la sección que se analiza en los cálculos. 
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MODELOS ALTERNATIVOS PARA ANÁLISIS Y DISENO A CORTANTE 
El método del Código ACI para diseño de vigas a cortante y a tensión diagonal expuesto en las 
secciones precedentes de este capítulo es, en esencia, empírico. Aunque por lo general conduce a 
diseños seguros, el enfoque "V, + VJ7' del Código ACI carece de un modelo físico apropiado para 
el comportamiento de vigas sometidas a cortante en combinación con flexión, y ahora se reconocen 
sus limitaciones. La "contribución del concreto" Vc se considera generalmente como una combina- 
ción de la fuerza transmitida por la acción de dovela del acero principal, del entrelazamiento de 
agregados a lo largo de la grieta diagonal, y del cortante en el concreto no fisurado por encima del 
final de la grieta. Los valores de cada contribución no están identificados. Se sigue una racionalización 
un poco incierta al adoptar la carga de agrietamiento diagonal para un elemento sin acero en el 
alma, como la contribución del concreto a la resistencia a cortante para una viga idéntica con acero 
en el alma (ver la sección 4.4). Además, ahora se sabe que la ecuación (4.12u), utilizada para prede- 
cir la carga de agrietamiento diagonal, sobrestima la resistencia a cortante del concreto para vigas 
con bajas cuantías de acero, y sobrestima además la ganancia en la resistencia a cortante que resul- 
ta de la utilización de concretos de alta resistencia (ver las referencias 4.9 a 4.11). También se ha 
demostrado que estima de manera incorrecta la influencia de Vud/Mu (ver la referencia 4.3). Inves- 
tigación adicional comprueba que la resistencia a cortante disminuye con relación a la predicción 
de la ecuación (4 .12~~)~ a medida que aumenta el tamaño del elemento (ver la referencia 4.14). 

El Código ACI incluye procedimientos ad hoc para ajustar algunas de estas deficiencias, pero 
se hace necesario incluir ecuaciones desarrolladas en su mayor parte en forma empírica para tipos 
específicos de elementos (por ejemplo, vigas de gran altura versus vigas normales, vigas preesforzadas 
con cargas axiales, versus no preesforzadas, etc.) con restricciones en el intervalo de aplicabilidad 
de estas ecuaciones. También es necesario incorporar disposiciones aparentemente arbitrarias para 
el esfuerzo cortante nominal máximo y para la prolongación del refuerzo en flexión más allá del 
punto teórico requerido. El resultado final es que el número de ecuaciones para diseño a cortante 
del Código ACI ha crecido desde cuatro antes de 1963, hasta 43 en 1995 (ver la referencia 4.14~~). 

Actualmente se está prestando mayor atención al desarrollo de metodologías de diseño que 
se basan en modelos de comportamiento racional, con aplicabilidad más general, que en modelos 
basados sólo en evidencia empírica. 

El modelo de armadura fue planteado originalmente por Ritter (ver la referencia 4.15) y Morsch 
(ver la referencia 4.16) a finales del siglo pasado. Una versión simplificada de este modelo ha sido 
durante mucho tiempo la base para el diseño del acero a cortante del Código ACI. Las caracterís- 
ticas esenciales del modelo de armadura pueden comprenderse observando la figura 4 . 1 8 ~ ~  que 
presenta la mitad de la luz en una viga simplemente apoyada y cargada uniformemente. La acción 
combinada de flexión y cortante produce el patrón de agrietamiento mostrado. El refuerzo consta 
del acero principal a flexión cerca de la cara de tensión, y de los estribos verticales distribuidos a lo 
largo de la luz. 

La acción estructural se puede representar mediante la armadura de la figura 4.18b7 con el 
acero principal que suministra el cordón a tensión, el ala superior de concreto que actúa como el 
cordón a compresión, los estribos que proporcionan los elementos verticales a tensión en el alma y 
el concreto entre grietas inclinadas que actúa como diagonales a compresión a 45". La armadura se 
conforma concentrando todos los estribos cortados por la sección a-a en un solo elemento vertical, 
y todos los puntales diagonales de concreto cortados por la sección b-b en una sola diagonal a 
compresión. La experiencia demuestra que para los casos comunes, los resultados del modelo des- 
crito son algo conservadores, en particular para vigas con pocas cantidades de refuerzo en el alma. 
Como se anotó anteriormente, en el Código ACI la capacidad a cortante en exceso se toma igual al 
cortante al inicio del agrietamiento diagonal y se hace referencia a la contribución del concreto Vc. 

En años recientes, el concepto de la armadura se ha desarrollado de manera importante con el 
trabajo de Schlaich, Thurlimann, Marti, Collins, MacGregor y otros (ver las referencias 4.17 a 4.22). 
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Centro de la luz 
4- 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

t I Grietas diagonales , 
(a) Diagonales a compresión 

Uniones o nudo Cordón a compresión 

Cordón a tensión 

Uniones o nudos ales a compresión 

Abanico 
de compresi 

FIGURA 4.18 
presión diagonal Modelo de armadura para vigas con refuerzo en el 

( c) alma: (a) viga uniformemente cargada; (b )  modelo de 
armadura simple; (c) modelo más realista. 

Se ha encontrado que el ángulo de inclinación de los puntales de concreto no siempre es 45" sino que 
puede variar entre 25" y 65", dependiendo principalmente de la distribución del refuerzo. Esto llevó a 
lo que se conoce como el modelo de armadura de ángulo variable que se presenta en la figura 4.18c, 
que ilustra los cinco componentes básicos del modelo mejorado: (a) puntales o elementos de concre- 
to a compresión cargados uniaxialmente, (b) amarres o elementos de acero a tensión, (c) uniones en 
las intersecciones de los elementos de armadura que se suponen conectados con pasadores, (d) aba- 
nicos de compresión que se forman en las zonas "perturbadas", como en los apoyos o bajo cargas 
concentradas para transmitir las fuerzas hacia la viga, y (e) campos de compresión diagonal que se 
presentan donde los puntales paralelos a compresión transmiten la fuerza desde un estribo hasta el 
otro. Al igual que en el desarrollo del modelo de armadura del Código ACI, se supone que todos los 
estribos alcanzan el esfuerzo de fluencia en la falla. Por consiguiente, como se conoce la fuerza en 
todos los elementos verticales, que es igual a A&, la armadura de la figura 4.18~ se convierte en 
estáticamente determinada. Para casos normales, el modelo de armadura puede ser la base para 
ecuaciones racionales de diseño, pero en casos especiales, el modelo también permite la solución 
numérica directa del refuerzo requerido. El modelo de armadura no incluye componentes del meca- 
nismo de falla a cortante tales como interacción o fricción entre agregados, acción de dovela del 
acero longitudinal y cortante transmitido a través del concreto no fisurado. Además, en el formato 
propuesto originalmente, el modelo de a r m a h a  no tiene en cuenta los requerimientos de compati- 
bilidad, es decir que está basado en la teoría deplasticidad. 

El Canadian National Standard incluye un método de diseño a cortante para concreto refor- 
zado (ver la referencia 4.23) que, en esencia, es el mismo que el expuesto actualmente por el Códi- 
go ACI, pero que también agrega como alternativa el "método general" basado en el modelo de 
ángulo variable y en la teoría del campo a compresión (ver las referencias 4.14~ y 4.20). En su ver- 
sión completa, éste último incluye aspectos de equilibrio y requisitos de compatibilidad, y utiliza las 
características esfuerzo-deformación de ambos materiales. De esta manera, el modelo es capaz de 
predecir no sólo la carga de falla sino también la respuesta completa carga-deformación. Los ele- 
mentos básicos de la teoría del campo a compresión, aplicada a elementos combinados que están a 
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flexión y cortante, son evidentes al observar la figura 4.19. La figura 4.19~ muestra una viga de 
concreto simplemente apoyada, reforzada con barras longitudinales y estribos transversales, y so- 
metida a una carga uniformemente distribuida a lo largo de la cara superior. Las líneas diagonales 
delgadas son una representación ideal del agrietamiento potencial a tensión en el concreto. 

La figura 4.19b ilustra que el cortante neto Ven una sección a una distanciax desde el apoyo, 
es resistido por el componente vertical de la fuerza diagonal de compresión en los puntales de 
concreto. El componente horizontal de la compresión en los puntales debe equilibrarse con la 
fuerza total a tensión M en el acero longitudinal. Entonces, con referencia a las figuras 4.19b y 
4.19e, la magnitud de la tensión longitudinal producida por el cortante es 

v 
AN = - 

tan 8 

donde 8 es el ángulo de inclinación de los puntales diagonales. Estas fuerzas deben superponerse a 
las fuerzas longitudinales producidas por la flexión, que no se incluyen en la figura 4.19b. 

De acuerdo con este método, la altura efectiva para cálculos de cortante se toma como la 
distancia entre las resultantes de fuerzas longitudinales, d,. Así que, a partir de la figura 4.19c, el 
esfuerzo diagonal de compresión en un alma con ancho b, es 

La fuerza de tensión en los estribos verticales, cada uno con área A,, y que se supone están en el 
esfuerzo de fluenciafy, puede encontrarse a partir del diagrama de cuerpo libre de la figura 4.19d. 
Asumiendo que los estribos están espaciados uniformemente a una distancia S, 

M 
d" - 

tan 6 (q 

FIGURA 4.19 
Bases de la teoría del campo a compresión para cortante: 
(a)  viga con refuerzo a cortante y longitudinal; (b)  tensión 
en las barras horizontales producida por el cortante; 
(c)  compresión diagonal en el alma de la viga; (d )  tensión 
vertical en los estribos; (e)  diagrama de equilibrio de fuerzas 
ocasionadas por el cortante (adaptada de la referencia 4.20). 
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V s  tan 0 
Avfy = - (4.23) 

dv 
Con referencia al diagrama de cuerpo libre, se observa que el refuerzo transversal dentro de una 
longitud d,,ltan 8 puede diseñarse para resistir el menor cortante que ocurra dentro de esa longi- 
tud, es decir, el cortante en el extremo derecho. 

En el método del Código ACI expuesto en la sección 4.4, se supone que el ángulo 8 es de 45". 
Con esta premisa, y si se sustituye el valor de d por d,, la ecuación (4.23) resulta idéntica a la utilizada 
anteriormente para el diseño de estribos verticales. Sin embargo, se reconoce que el ángulo de incli- 
nación de los puntales a compresión no necesariamente es de 45", y conforme a la referencia 4.23, 
este ángulo puede ser seleccionado por el diseñador en un intervalo entre 15" y 75", siempre y cuando 
se utilice el mismo valor de 8 para satisfacer todos los requisitos de la sección. Resulta evidente a 
partir de las ecuaciones (4.21) y (4.23) que, si se selecciona un menor ángulo de la pendiente, se 
requerirá menos refuerzo vertical pero más refuerzo horizontal. Asimismo, se aumentará la compre- 
sión en las diagonales de concreto. En forma inversa, si se utiliza un ángulo de pendiente mayor se 
necesitará más acero vertical pero menos acero horizontal y la fuerza en la diagonal será menor. En 
general, resulta económico utilizar ángulos de pendiente 8 un poco menores que 45", con la limita- 
ción de que los puntales diagonales de concreto no deben sobresforzarse en compresión. 

El modelo de armadura de ángulo variable, además de suministrar una base sólida para el diseño 
del refuerzo a cortante, genera información importante acerca de las necesidades del despiece. Por 
ejemplo, de lo anterior resulta claro que un incremento en el acero longitudinal a tensión como resulta- 
do de la compresión diagonal en los puntales, exige prolongar el acero de flexión más ailá del punto en 
que teóricamente no se requiere para flexión, para tener en cuenta la fuerza a tensión horizontal mayor 
que resulta de la compresión en los puntales diagonales. Este hecho no se reconoce en forma explícita 
en el método de diseño de vigas del Código ACI (sin embargo, este Código incluye el requisito arbitra- 
rio de que el acero de flexión debe prolongarse una distancia d ó 12 diámetros de barra más allá del 
punto indicado por los requisitos de flexión). También resulta claro a partir del concepto básico del 
modelo de armadura, que los estribos deben ser capaces de generar toda su resistencia a tensión a lo 
largo de la altura completa del estribo. Para vigas anchas, la acción de armadura indica que debe darse 
especial atención a la distribución lateral del refuerzo en el alma. Es frecuente la práctica de utilizar 
estribos convencionales en forma de U, para vigas anchas, con la tensión vertical de los estribos concen- 
trada alrededor de las barras longitudinales más exteriores. Como lo demuestra el desarrollo anterior, 
los puntales diagonales a compresión pueden transmitir fuerzas sólo en los nudos. La falta de ramas en 
los estribos en el interior del alma de la viga obligaría a la formación de nudos únicamente en las barras 
longitudinales exteriores, lo que concentraría la compresión diagonal en las caras externas de la viga y 
posiblemente daría como resultado una falla prematura. Es más conveniente formar un nudo de arma- 
dura en cada una de las barras longitudinales y, en consecuencia, en vigas anchas siempre deben utilizar- 
se estribos de varias ramas (ver la figura 4.8~). 

Una versión refinada del método descrito anteriormente es la teona del campo a compresión 
modificada, en la cual el concreto fisurado se considera como un material nuevo con sus propias 
características esfuerzo-deformación. En ella se establecen ecuaciones de equilibrio, compatibili- 
dad y relaciones constitutivas en términos de esfuerzos y deformaciones unitarias promedio; se 
tienen en cuenta la variación en el ángulo de inclinación de los puntales a compresión y los efectos 
de ablandamiento por deformación en la respuesta del concreto; también se consideran las condi- 
ciones locales de esfuerzos en los puntos de agrietamiento. La teoría resultante es bastante com- 
pleja para ser utilizada en diseño rutinario de vigas simples o continuas, pero conforma una 
herramienta muy valiosa para el análisis de elementos con geometrías o distribuciones de carga 
poco usuales o complejas, tales como muros de corte, diafragmas y elementos membrana someti- 
dos a cortantes en su plano y a cargas axiales. El método es capaz de estudiar de manera precisa la 
respuesta de estos elementos para todo el intervalo de cargas, desde cero hasta la carga de falla 
(ver las referencias 4.21 y 4.22). 
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VIGAS DE GRAN ALTURA 

Algunos elementos de concreto tienen una altura mucho mayor que la normal con relación a la luz, 
mientras que el ancho en la dirección perpendicular es mucho menor que la luz o la altura. Las 
cargas principales y las reacciones actúan en el plano del elemento y los esfuerzos en el concreto se 
aproximan a un estado de esfuerzos en un plano. Los elementos de este tipo se llaman vigas de gran 
altura. Pueden definirse, con referencia a la figura 4.20, como vigas con relaciones de luz a altura, 
l,lh, aproximadamente de 5 o menos, o vigas con una luz a cortante a menor que cerca del doble de 
la altura. 

Ejemplos de elementos de este tipo se encuentran en vigas de transferencia utilizadas en 
edificios de varios pisos para permitir el desplazamiento de ejes de columnas, en muros de cimen- 
tación, en muros de tanques rectangulares y en silos, en diafragmas de pisos y en muros de cortante 
al igual que en las estructuras de cubierta del tipo placa plegada. El comportamiento de las vigas de 
gran altura es significativamente diferente del de las vigas de proporciones más normales, y requie- 
re especial atención en análisis, en diseño y en despiece del refuerzo. 

A menudo, las vigas de gran altura están cargadas a lo largo del borde superior, como en la 
figura 4.20a, con reacciones en la parte inferior. Sin embargo, en algunos casos, por ejemplo en los 
muros laterales de depósitos de almacenamiento, las cargas pueden aplicarse a lo largo del borde 
inferior como en la figura 4.20b. Las cargas también pueden aplicarse más o menos en forma uni- 
forme a todo lo alto, como en la figura 4.20c, por otros elementos de gran altura que se unen en 
ángulo recto; las reacciones también se pueden distribuir a todo lo alto. Las vigas de gran altura 
pueden tener apoyos simples o ser continuas. 

A causa de las proporciones de sus dimensiones, su resistencia tiende a ser controlada por 
cortante. Por otro lado, su resistencia a cortante tiende a ser significativamente mayor que la obte- 
nida con las ecuaciones usuales. Algunos métodos especiales de diseño tienen en cuenta estas 
diferencias. 

FIGURA 4.20 
Colocación de las cargas en vigas de gran altura: 
(a) cargas aplicadas a lo largo del borde a 
compresión; (b)  cargas suspendidas a lo largo del 
borde a tensión; (c) cargas distribuidas a lo largo 
de la altura. 
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a. Comportamiento 
Los esfuerzos en vigas de gran altura antes del agrietamiento se pueden estudiar con los métodos 
de elasticidad bidimensional, fotoelasticidad o por análisis de elementos finitos. Estos estudios 
confirman que la hipótesis usual de que las secciones planas antes de la flexión permanecen iguales 
después de ésta, no se cumple para vigas de gran altura. Como consecuencia de los altos esfuerzos 
cortantes, se presenta un alabeo significativo de la sección transversal (ver las referencias 4.24 y 
4.25). En consecuencia, los esfuerzos de flexión no se distribuyen linealmente ni siquiera en el 
intervalo elástico, y no pueden aplicarse los métodos usuales para calcular las propiedades de la 
sección y los esfuerzos. 

Por otro lado, el análisis de esfuerzos elásticos es de interés limitado porque para estos ele- 
mentos las deflexiones para cargas de servicio no tienden a causar problemas. El principal propó- 
sito del análisis elástico es predecir la localización y orientación de las grietas de flexión y de cortante. 

De mucha mayor importancia resulta el análisis de resistencia para determinar la capacidad a 
carga última. La teoría, confirmada mediante ensayos, indica que la resistencia a flexión puede 
predecirse con suficiente precisión utilizando los mismos métodos empleados para vigas de dimen- 
siones normales. El bloque rectangular de esfuerzos equivalentes y sus parámetros asociados pue- 
den emplearse sin modificaciones. Por tanto, la altura del bloque de esfuerzos a se puede determinar 
a partir de la ecuación (3.31) y la resistencia nominal a flexión M,, mediante la ecuación (3.30). El 
coeficiente usual q5 = 0.90 se aplica para determinar la resistencia de diseño a flexión. Aunque los 
ensayos indican que, a causa de la biaxialidad de los esfuerzos de compresión en la zona de com- 
presión del concreto, pueden alcanzarse deformaciones últimas mucho mayores que la usual E,  = 
0.003, lo cual afecta principalmente la cuantía balanceada de acero. Puesto que la posibilidad de 
utilizar un poco más que una pequeña fracción de la cuantía balanceada de acero en vigas de gran 
altura es muy baja, si se presenta, la mayor capacidad de deformación del concreto tiene poco 
efecto práctico. 

La resistencia a cortante de vigas de gran altura puede ser hasta dos o tres veces mayor que la 
que se obtiene con las ecuaciones convencionales del Código ACI desarrolladas para elementos 
con dimensiones normales, es decir, las ecuaciones (4.12~) o (4.12b). En la sección 4.4 se explicó 
que la transferencia de cortante en las vigas agrietadas diagonalmente se supone que ocurre me- 
diante cuatro mecanismos: (a) transferencia directa en la zona de compresión del concreto no 
fisurado, (b) entrelazamiento de los agregados, (c) acción de dovela del refuerzo principal a flexión, 
y (d) tensión directa del acero en el alma. Sin embargo, para vigas de gran altura una parte signifi- 
cativa de la carga se transfiere en forma directa desde el punto de aplicación a los apoyos a través 
de unos puntales diagonales a compresión como se ilustra en la figura 4.21a. Las grietas diagonales 
que se forman en dirección paralela a una línea desde la carga hasta el apoyo, aíslan el puntal a 
compresión que trabaja en forma conjunta con la compresión horizontal en el concreto y con la 
tensión en el refuerzo principal para equilibrar las cargas. La geometría de este mecanismo y la 
importancia relativa de cada contribución a la resistencia a cortante dependen obviamente de las 
proporciones del elemento al igual que de la colocación de las cargas y reacciones. El parámetro 
ald, que indica la figura 4.21a, es importante. Para una viga de gra.n altura con carga distribuida a lo 
largo del borde superior, como en la figura 4.20a, el parámetro ald puede remplazarse por el 
parámetro equivalente MIVd. La equivalencia se puede demostrar fácilmente para una viga con 
cargas concentradas como la de la figura 4.21a. 

El refuerzo de vigas de gran altura difiere del de vigas normales en aspectos que tienen que 
ver con las características especiales que se acaban de señalar. Como es usual, el acero principal a 
flexión se coloca cerca del borde de tensión, aunque como consecuencia de la mayor altura de la 
zona de tensión es recomendable distribuir este acero aproximadamente sobre el tercio inferior del 
elemento (ver la referencia 4.24). Puesto que la resistencia última de las vigas de gran altura de- 
pende de la acción entrepuntaly tensor, en la cual el acero principal está completamente esforzado 
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FIGURA 4.21 
Viga de gran altura sometida a cargas 
concentradas: (a) cargas, reacciones y 
fuerzas internas; (b)  sección transversal; 
(c) refuerzo. 

en casi toda su longitud en lugar de estar únicamente para la sección de máximo momento, debe 
ponerse especial atención al anclaje de este acero. Normalmente se utilizan ganchos o dobleces 
aunque se especifiquen barras corrugadas. 

A causa de la orientación de los esfuerzos principales en vigas de gran altura, el agrietamien- 
to diagonal se presentará en la mayor parte de los casos con ángulos de pendientes mayores que los 
45". En consecuencia, aunque es importante incluir estribos verticales, éstos tienden a ser menos 
efectivos que el acero horizontal en el alma, colocado como aparece en la figura 4.21~ (ver la 
referencia 4.26). Las barras horizontales son efectivas no sólo porque actúan más en dirección 
perpendicular a la de la grieta diagonal, aumentando así la transferencia de cortante por 
entrelazamiento de los agregados, sino también porque contribuyen a la transferencia de cortante 
por la acción de dovela. Los requisitos normales para anclaje del refuerzo en el alma se aplican 
para vigas de gran altura. Debe prestarse especial atención a la importancia de las barras de acero 
verticales en el alma, que funcionan como pendolones para resistir las cargas suspendidas cerca del 
borde inferior de algunas vigas de gran altura como las de las figuras 4.20b y 4.20~. 

b. Disposiciones del Código ACI para el diseno de vigas de gran altura 
De acuerdo con el Código ACI 11.8, deben aplicarse disposiciones especiales de cortante para las 
vigas en las cuales 1,ld es menor que cinco y que están cargadas en una cara y sostenidas en la cara 
opuesta de manera que puedan formarse puntales diagonales a compresión entre la carga y los 
apoyos. Las disposiciones de diseño para vigas comunes son válidas si las cargas se aplican a los 
lados o en la parte inferior del elemento. Las disposiciones especiales de cortante son aplicables a 
vigas de gran altura simplemente apoyadas pero no a vigas de gran altura continuas; en este último 
caso, el elemento debe diseñarse a cortante conforme a los procedimientos de diseño para vigas 
normales o, como alternativa, las vigas de gran altura continuas deben diseñarse según el concepto 
del modelo de armadura (ver la sección 4.9~). La naturaleza empírica de las disposiciones para 
vigas de gran altura, desarrolladas para luces sencillas, exigen esta exclusión. 

Como es habitual, el principio básico de diseño es 

donde @ = 0.85 para cortante y 

Independientemente de la cantidad de refuerzo suministrado, la resistencia nominal Vn no debe 
tomarse mayor que la siguiente: 

Para zn/d < 2 : Vn = 8JfC;bWd (4.25~) 

Para 2 5 ln/d 5 5 : 
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Las restricciones análogas del Código ACI para vigas normales establecen que Vs a 8 J f e b d  si la 
contribución del concreto Vc se toma igual a 2 E b & ,  como es usual, se llega hasta un límite 
superior de Vn = 10 c b , , , d  para vigas con ln/d mayor que 5. La variación del valor maKimo permi- 
sible de Vn como función de lnld, se ilustra en la figura 4.22t. 

La sección crítica para cortante debe tomarse a una distancia de 0.151,, desde la cara del 
apoyo para cargas uniformemente distribuidas, y de 0.5a para vigas con cargas concentradas, pero 
sin exceder una distanciad desde la cara del apoyo en ninguno de los casos. El refuerzo a cortante 
que se obtiene con los cálculos o las disposiciones del Código ACI para la sección crítica debe 
utilizarse a lo largo de toda la luz. 

Puesto que la resistencia para vigas de gran altura aumenta sustancialmente por la acción de 
puntal y tensor, las disposiciones del Código ACI permiten aumentar el valor usual de resistencia a 
cortante del concreto Vc, calculado con la ecuación (4.12a), mediante un multiplicador que depen- 
de de la relación Mu/Vud. Para vigas de gran altura, la contribución del concreto a la resistencia a 
cortante puede calcularse a partir de 

con las restricciones de que el multiplicador (3.5 - 2.5MulVud) no debe exceder 2.5 y que V, no 
debe tomarse mayor que 6 Eb,, ,d.  En la ecuación (4.26), M, y Vu son el momento y la fuerza 
cortante para cargas mayoradas que ocurren de modo simultáneo en la sección críticatt La figura 
4.23 indica el valor del multiplicador en la ecuación (4.26) como una función del parámetro M,/Vud 

2 

2 4 6 
FIGURA 4.22 

o Limitaciones del Código ACI referentes a la resistencia 
I,/d a cortante nominal total V, para vigas de gran altura. 
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FIGURA 4.23 

Mu/Vud Multiplicador de la resistencia a cortante para vigas de gran altura. 

'f No es clara la justificación para la reducción relativamente menor, no mayor que el 20 por ciento del valor permisible de Vn para vigas de 
gran altura que de hecho son más fuertes a cortante que las vigas normales. 

??De acuerdo con el Código ACI, la resistencia a cortante del concreto puede calcularse también mediante la ecuación aproximada vc = 
2 E b &  aunque el uso de esta expresión alternativa sería muy conservador y poco económico. 
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e ilustra el aumento significativo de la resistencia en Vc para elementos de gran altura, en los que 
MuIVud es normalmente bajo para la sección crítica a cortante. Por ejemplo, una viga de gran 
altura con una relación luz-espesor de tres, cargada en los puntos tercios de la luz, tendrá un valor 
de MuIVud = 0.5 en la sección crítica, permitiendo así un incremento en Vc de 2.25 veces el valor 
correspondiente para vigas normales. 

Cuando la fuerza cortante Vu para las cargas mayoradas excede la resistencia de diseño a 
cortante del concreto @Vc, debe suministrarse refuerzo a cortante para resistir el cortante en exce- 
so. La contribución del acero en el alma Vs se calcula a partir de 

dondeAv es el área de refuerzo a cortante perpendicular al acero principal a flexión dentro de una 
distancia S, y Avh es el área del refuerzo a cortante paralelo al acero principal a flexión dentro de 
una distancia S ,  (ver la figura 4.21~). 

Si se combinan las ecuaciones (4.10), (4.24) y (4.27), y se reorganizan los términos, se obtiene 
la siguiente expresión para el refuerzo requerido a cortante para vigas de gran altura 

Las cantidades relativas de acero horizontal y vertical en el alma, que se utilizan con base en la 
ecuación (4.28), pueden variar dentro de las siguientes restricciones: el área A, no debe ser menor 
que 0.0015 b,,p y s no debe exceder d/5 o 18 pulg. El áreaAvh no debe ser menor que 0.0025 b,s, y 
S ,  no debe exceder d/3 o 18 pulg. 

Para propósitos de diseño, resulta útil observar que los coeficientes entre paréntesis en la ecua- 
ción (4.28) son factores de ponderación para la efectividad relativa del acero en el alma vertical y 
horizontal. Los valores de estos factores se dibujan en la figura 4.24 en función del parámetro 1, Id. Se 
observa que para vigas de gran altura con valores pequeños de lnld, el acero horizontal Avh domina 
efectivamente y la adición de acero en el alma vertical A, tiene poco efecto en el aumento de la 
resistencia. A medida que la relación lnld aumenta, la efectividad del acero vertical tiende a aumen- 
tar hasta un valor de l,/d = 5 (el límite para vigas de gran altura según la definición del Código ACI), 
en el cual el acero vertical y horizontal son igualmente efectivos. Por tanto, para vigas de gran altura 
es más eficaz adicionar acero en el alma en forma de barras horizontales, cuando se requiere, satisfa- 
ciendo al mismo tiempo los requisitos mínimos para el acero en la dirección vertical?. 

FIGURA 4.24 
Coeficientes de efectividad para el refuerzo en el alma vertical 

1" y horizontal en vigas de gran altura. 
- 
d 

t Las publicaciones que han sido producto del trabajo del Comité 426 del ACI, relacionadas con cortante y tensión diagonal, han llamado la 
atención sobre algunas inconsistencias en la utilización de la ecuación (4.27), particularmente para vigas en el intervalo de transición de 
proporciones altas a normales. Se espera que estas inconsistencias sean resueltas en futuras ediciones del Código (ver la referencia 4.27). 



Ejemplo 4.5. Una viga de transferencia debe sostener dos columnas, cada una con cargas mayoradas 
de 1200 klb, localizadas en los tercios de su luz de 36 pies. Una carga mayorada y distribuida de 3.96 
klb/pie se aplicará a lo largo de su borde superior. La distribución general se ilustra en la figura 4.25a. 
Según los requisitos geométricos se selecciona en forma tentativa una viga con ancho de 2 pies y una 
altura total de 12 pies. Diseñe la viga para las cargas determinadas, además de su propio peso, utilizan- 
do fy = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. 

Solución. Para las dimensiones tentativas de la viga, el peso propio es 2 X 12 x 150/1000 = 3.6 klb-pie. 
Si se aplica el factor de carga común de 1.4 y se adiciona la carga sobreimpuesta, se llega a una carga 
total distribuida de 1.4 x 3.6 + 3.96 = 9.0 klblpie adicional a las cargas de las columnas. Los diagramas 
de cortante y de momento que resultan aparecen en las figuras 4.25b y 4.2%. 

Con la asignación de varias filas de barras gruesas como refuerzo principal a tensión, se puede 
tomar una altura efectiva 8 pulg menor que la altura total, o sea 136 pulg. Entonces, 1,ld = (36 - 1.5) 
x 121136 = 3.04, menor que el valor límite de S, que confirma la aplicabilidad de las disposiciones 
para vigas de gran altura. 

El refuerzo principal a flexión se diseña con las ecuaciones para vigas normales. Si se supone de 
manera tentativa una altura del bloque de esfuerzos a = 20 pulg, se obtiene 

Si se verifican las premisas iniciales, se obtiene 

P, = 1200 klb P, = 1200 klb 

Prolongar las barras de columna una 
Columnas 8 ~ 5 4  pulg distancia 1, de la viga y proporcionar acero ) + + +:< 11 +y+  + + ,WI/ de confinahento - 

--------- r 7 #5 cada 16" en cada cara 7 11.33'~;, 7 r2' 
Soldar barras a una, lb ¡ #. cada 12" en cada cara ? I 
platinadeanclaje LL--------- X ---------- ----------- 

34.5' Columnas 18 x 24 pulg 

1362 klb [-, 1254 klb 

15,696 klb-pie 15,858 klb-pie 

8506 klb-pie 

FIGURA 4.25 
Ejemplo de viga de gran altura: (a) dimensiones y refuerzo de la viga; (b)  diagrama de cortante; 
(c) diagrama de momento. 
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el cual está suficientemente cerca del valor supuesto al principio y no se requieren posteriores revisio- 
nes. Para los materiales utilizados, la cuantía balanceada de acero es 

y, conforme al Código ACI, la cuantía máxima de acero que se permite es 0.75 x 0.0285 = 0.0214. La 
cuantía real de acero es 27.96/(24 x 136) = 0.0086, que está muy por debajo del máximo permitido. Se 
utilizarán un total de 18 barras No. 11 para el refuerzo principal a flexión, en tres filas de seis barras 
cada una, que suministran un área de 28.08 pulg2. Si se deja un espaciamiento de 18 pulg entre barras 
de este diámetro, más un recubrimiento del concreto de 3 pulg en la parte exterior de las barras 
principales para dar espacio al acero en el alma y garantizar la protección del concreto, se tiene un 
ancho mínimo de la viga de 21.1 pulg; las barras pueden acomodarse fácilmente en el ancho disponible 
de 24 pulg. La distancia supuesta de 8 pulg desde el centroide del acero hasta la cara inferior también 
es satisfactoria. 

Para considerar el posible desplazamiento del diagrama de momento, el Código ACI requiere 
que el refuerzo a tensión se extienda a una distanciad más allá del punto para el cual ya no es necesa- 
rio. Además, las barras deben extenderse por lo menos la longitud completa de desarrollo de 59 pulg 
más allá del punto para el cual están sometidas al esfuerzo completo. Obviamente, en este caso las 
barras principales no pueden cortarse y tienen que extenderse hasta los apoyos. Observe que en este 
caso no existe suficiente distancia libre para ganchos horizontales o para doblamientos. Se ha estable- 
cido que los ganchos verticales producen un plano de debilidad en el concreto que puede acarrear una 
falla prematura. En consecuencia, se suministra un anclaje especial que pase por todas las barras a 
través de una platina de acero de anclaje y soldándolas en la superficie exterior de ésta. 

Según las disposiciones del Código ACI, la sección crítica para cortante está a una distancia de 
0.5a = 0.50 (12 - 0.75) = 5.63 pies desde la cara de apoyo o 6.38 pies desde el centro de apoyo. El 
momento y cortante para las cargas mayoradas en la sección crítica son 

Según las disposiciones del Código ACI, el límite superior para la resistencia nominal a cortante lo 
determina la ecuación (4.25b): 

= :(lo + 3.04),h% X 24 X = 1794 klb Vn,max 3 

a partir de la cual @Vn,,, = 0.85 x 1794 = 1525 klb, muy superior al valor real de cortante V,. 
Enseguida se calcula la relación M,/V,d: 

- 8506 l 2  = 0.575 - - 
V,d 1305 x 136 

a partir de la cual 

Se confirma que este valor está por debajo del límite superior de 2.5. La contribución del concreto a la 
resistencia a cortante puede encontrarse ahora con la ecuación (4.26): 

136 o.0086) x 24 x m = 1059 klb + 2500 X o.575 

Este valor está por debajo del valor límite de 6 G  x 24 x 136 / 1000 = 1239 klb; hasta este punto el 
diseño es satisfactorio. 
*ra, con la ecuación (4.28), se determina el refuerzo que se requiere en el alma: 
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A partir de este último resultado es claro que el acero horizontal Avh es más efectivo que las barras 
verticales A,. En consecuencia, se suministra Únicamente el área mínima requerida A,. Para estas 
barras, el espaciamiento máximo no puede exceder 

S,, = - 13' - - 27 pulg 
5 

o 18 pulg que controla en este caso. Si, a manera de prueba, se seleccionan barras No. 5 con área igual 
A,, = 0.31 x 2 = 0.62 pulg2, la separación que se necesita se basa en el requisito mínimo de A, = 
0.0015b,,,s: 

= 17.22 pulg 
S = 0.0015 X 24 

Este valor está por debajo y muy cerca del espaciamiento máximo que se permite de 18 pulg. Se 
utilizarán barras verticales No. 5 separadas a 16 pulg en cada cara. 
El espaciamiento de barras horizontales en el alma no debe exceder 

ni 18 pulg, valor que controla. El área requerida se encuentra con base en la ecuación (4.28): 

Con barras No. 6, cada cara suministra un área de Avh = 2 x 0.44 = 0.88 pulg2, requiriéndose un 
espaciamiento de 

Se utilizarán barras No. 6 colocadas horizontalmente y espaciadas a 12 pulg en cada cara. 
La distribución del acero en el alma se resume en la figura 4.25~. Las barras verticales se detalla- 

rán en forma de estribos cerrados con anclaje provisto por doblamiento alrededor de las barras hori- 
zontales en la parte superior y en la inferior. En los extremos de las barras horizontales en el alma se 
utilizarán ganchos de 180°. 

Con el fin de asegurar una transmisión apropiada de las cargas de las columnas y de las reaccio- 
nes en los extremos hacia la viga de transferencia, se extenderán las barras verticales de las columnas 
dentro de la viga en una longitud completa de desarrollo. Para asegurarse contra una falia local en los 
puntos de altas concentraciones de carga, se proporcionarán flejes horizontales en la columna a todo 
lo largo de las barras extendidas. 

c. Modelos de armadura para el diseno de vigas de gran altura 

Al revisar el método del Código ACI para el diseño de vigas de gran altura, se encuentran una serie 
de arbitrariedades, deficiencias e inconsistencias. Aunque las vigas diseñadas conforme a las dispo- 
siciones del Código ACI han demostrado en general un comportamiento satisfactorio, se producen 
estas dificultades cuando se intenta adaptar el enfoque empírico "VC + V/ (con su "contribución 
del concreto" a partir de la acción de dovela, del entrelazamiento de agregados y de la transferen- 
cia directa de cortante en el concreto) a elementos para los cuales el mecanismo dominante para la 
transferencia de fuerza desde la carga hasta la reacción es directamente el puntal de compresión. 
Una metodología alterna para el diseño de vigas de gran altura se fundamenta en el modelo de 
armadura expuesto en la sección 4.8 para el diseño a cortante de vigas normales. Éste resulta par- 
ticularmente adecuado para el diseño de vigas de gran altura (ver las referencias 4.19 y 4.28), es 
completo en general y puede aplicarse con facilidad a vigas de cualquier relación luz-altura, tanto 
continuas como de una sola luz, y a vigas de gran altura con cargas y reacciones aplicadas en casi 
cualquier configuración. 
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El Código ACI 11.8.3 permite la utilización de "cualquier método que satisfaga el equilibrio 
y los requisitos de resistencia" como alternativa al uso de las ecuaciones resumidas en la sección 
4.9b, y los comentarios del ACI R11.8.3 confirman este enunciado con el enfoque del modelo de 
armadura mediante dos referencias básicas. De esta manera, el Código ACI respalda una metodo- 
logía más racional para el diseño de vigas de gran altura, aunque no establece una guía específica. 

Los conceptos básicos para el análisis de vigas de gran altura con base en el modelo de arma- 
dura se ilustran mediante la viga de una sola luz cargada en el centro, la cual se ilustra en la figura 
4.26. El análisis elástico del elemento no fisurado indica la dirección de los esfuerzos principales, 
con líneas punteadas para las trayectorias de compresión y líneas sólidas para las de tensión. A 
medida que la carga se incrementa es predecible la formación de grietas en dirección perpendicu- 
lar a las trayectorias de tensión (es decir, localmente paralelas a las líneas punteadas). Los mayores 
esfuerzos de tensión actúan a lo largo del borde inferior de la viga, mientras que los esfuerzos 
máximos de compresión se ejercen más o menos paralelos a las líneas desde la carga hasta los 
apoyos. 

La figura 4.26b es una representación simplificada del flujo interno de fuerzas, donde las 
trayectorias de compresión, ahora representadas mediante puntales a compresión, se muestran 
como líneas punteadas y las trayectorias de tensión, ahora simplificadas como tensores, aparecen 
como líneas sólidas. El tensor principal está a lo largo de la parte inferior de la viga entre los 
apoyos, pero por la divergencia de las líneas de efectos axiales bajo la carga, se requieren tensores 
secundarios perpendiculares a las líneas diagonales entre los puntos de carga y de apoyo. La 
representación del flujo de fuerzas puede simplificarse aún más mediante el modelo de armadu- 
ra que ilustra la figura 4.26c, aunque éste no explica la ocurrencia del agrietamiento diagonal 
inclinado. 

Los cinco aspectos básicos del modelo de armadura completo, expuestos en la sección 4.8, 
incluyen: (a) puntales a compresión, (b) tensores, (c) uniones o nudos, (d) abanicos de compresión 
y (e )  campos diagonales a compresión. La utilización de éstos en la configuración de modelos de 
armadura para vigas de gran altura se ilustrará para las vigas cargadas en los tercios, explicadas en 
las figuras 4.27~ y 4.27b. 

Para la viga sin estribos de la figura 4.27a, las cargas concentradas están sostenidas por dos 
puntales a compresión, que aparecen en forma sombreada y que están limitados por líneas entre 
los puntos de carga y las reacciones. El empuje hacia afuera en la parte inferior de los puntales está 

pT Puntal a cornpresi6n 

(4 FIGURA 4.26 

Tensor Viga de gran altura cargada en el centro: (a)  trayectorias de esfuerzos; 
(b)  modelo de armadura; (c) modelo de armadura simplificado 
(adaptada de la referencia 4.19). 
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equilibrado por un tensor apropiadamente anclado. Un puntal a compresión horizontal entre las 
cargas equilibra el empuje hacia adentro en la parte superior de los puntales diagonales. 

Las uniones o nudos se presentan en la intersección de las líneas de acción de los puntales, 
tensores y cargas como indican las áreas sombreadas más oscuras. Estas zonas están cargadas en 
compresión biaxial, por lo general igual en las dos direcciones principales. La configuración 
geométrica del modelo de armadura debe ser cuidadosa, de manera que los centroides de los ele- 
mentos y las líneas de acción de las fuerzas y reacciones se encuentren en un punto determinado. 

El modelo de armadura de la figura 4.2% puede fallar: (a) por fluencia del tensor, (b) por 
aplastamiento de alguno de los puntales o (c) por aplastamiento en una región nodal. Los tres tipos 
de fallas se observaron en ensayos. Si se va a presentar la falla, es preferible la falla dúctil a tensión, 
así que la viga debe dimensionarse de manera que la resistencia en el tensor controle el diseño. 

El aumento de estribos modifica el flujo interno de fuerzas en el modelo de armadura. Esto 
se ilustra con la viga de gran altura de la figura 4.27b7 idéntica a la de la figura 4.27a, pero con 
estribos verticales igualmente espaciados entre las cargas y reacciones; se puede observar que el 
modelo es la suma de dos armaduras. El flujo de fuerza principal ocurre a través de una gran 
diagonal a compresión entre la carga y el apoyo. La segunda armadura utiliza los estribos como 
elementos verticales a tensión, que equilibran los empujes de los puntales secundarios en abanicos 
de compresión sobre el apoyo y bajo la carga. Aunque éste parece ser un modelo considerablemen- 
te más complejo que el de la armadura de la figura 4.27a, la armadura resulta estáticamente deter- 
minada al suponer que cada estribo está en fluencia, entonces es posible determinar la distribución 
de carga entre el puntal mayor a compresión y los puntales menores. Observe que a partir del 
equilibrio de nudos en todo el cordón inferior de la armadura, la fuerza de tensión en el tensor se 
reduce de manera escalonada entre cada estribo, en contraste con la fuerza constante en el tensor 
para la viga de la figura 4.27~. De modo análogo, el empuje a compresión horizontal a lo largo de 
la parte superior de la viga disminuye escalonadamente en la luz desde el valor máximo en el centro 
de ésta. 

Centro de la luz 

P 4- 
1 Nudo i 

Puntal 

Nudo 

Centro de la luz 

Puntales a compresión 
secundarios 

principal ' FIGURA 4.27 

(4 Modelos de armadura para vigas de gran altura: (a) viga sin 
estribos; (6) viga con estribos. 
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Quizás el aspecto de mayor dificultad en el análisis, según este modelo, es la esquematización de 
la armadura misma. La referencia 4.18 sugiere el siguiente procedimiento: (a) dibuje un modelo de 
armadura a escala, (b) visualice el flujo de fuerzas utilizando principios consistentes de equilibrio, y (e) 
mediante un despiece cuidadoso, asegúrese de que las fuerzas en los elementos de la armadura pueden 
desarrollarse y transmitirse en los nudos. El diseñador debe tener en cuenta las dimensiones necesarias 
para los puntales de concreto y la posible localización y despiece del refuerzo. Por lo general se requiere 
un procedimiento iterativo. Con base en una armadura supuesta inicial, el diseñador puede determinar 
las fuerzas y los anchos necesarios para los puntales, modificar luego la geometría de la armadura y 
repetir este procedimiento hasta obtener una solución satisfactoria. 

El tamaño de los puntales a compresión se selecciona de manera que la capacidad del concre- 
to en los puntales y en los nudos no se exceda en la carga última. La resistencia efectiva del concre- 
to fce es menor que la resistencia a compresión uniaxial f,', debido principalmente a la presencia 
del esfuerzo lateral de tensión (ver la sección 2.9 y la figura 2.8 del capítulo 2) o del agrietamiento 
a lo largo de las trayectorias de esfuerzos de compresión, y por las condiciones de deformación no 
uniformes en el concreto. La referencia 4.19 sugiere los valores de fc, estipulados en la tabla 4.2. La 
referencia 4.18 sugiere la utilización de un valor promedio igual a 0.6 f,' . 

Información adicional relacionada con el desarrollo de modelos de armadura y su uso en el 
diseño de vigas de gran altura se puede encontrar en las referencias 4.18,4.19 y 4.28. 

TABLA 4.2 
Resistencia efectiva del concreto a la compresión 

Elemento estructural fm 

Nudo de armadura 
Nudos unidos por puntales a compresión y áreas de contacto 0.85fi 
Nudos que anclan un solo tensor 0.65fi 
Nudos que anclan tensores en más de una dirección 0.50fL 

Puntales a compresión aislados en vigas de gran altura o en regiones perturbadas 0.50fc 
Almas de vigas esbeltas severamente agrietadas 0.25 fi a 0.45 fi 

Fuente: De la referencia 4.19. 

MÉTODO DE DISENO DE CORTANTE POR FRICCIÓN 

Por lo general, en el diseño de concreto reforzado, el cortante se utiliza simplemente como una 
medida conveniente de la tensión diagonal, que es de sumo interés. En contraste, existen circuns- 
tancias en que el cortante directo puede causar la falla de elementos de concreto reforzado. Estas 
situaciones se presentan con frecuencia en estructuras de concreto prefabricado, en particular en 
la vecindad de las conexiones, al igual que en la construcción compuesta donde se combinan ele- 
mentos de concreto vaciados en el sitio con elementos de concreto prefabricado o de acero estruc- 
tural. Para estos casos se pueden establecer planos potenciales de falla en los cuales los esfuerzos 
de cortante directo son grandes y, si no se provee el refuerzo adecuado a través de estos planos, 
pueden generarse resultados desastrosos. 

El refuerzo necesario puede determinarSe con el método de diseño de cortante porficción 
(ver las referencias 4.29 a 4.33). El enfoque básico consiste en suponer que el concreto puede 
agrietarse de manera desfavorable o que puede presentarse un deslizamiento a lo largo de un 
plano predeterminado de debilidad. Con el fin de prevenir una falla a cortante directo debe sumi- 
nistrarse refuerzo a través de la grieta potencial o real, o del plano de corte. 

/ La teoría de cortante por fricción es muy sencilla y su comportamiento se puede visualizar 
fácilmente. La figura 4.28a ilustra un bloque de concreto agrietado, donde la grieta se encuentra 
atravesada por el refuerzo. Una fuerza cortante Vn actúa en forma paralela a la grieta, y la tenden- 
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cia del bloque superior a deslizarse con relación al inferior es resistida principalmente por la fric- 
ción en la interfase de concreto en la grieta. Puesto que la superficie de la d e t a  es por naturaleza 
rugosa e irregular, el coeficiente efectivo de fricción puede ser muy alto. Además, la superficie 
irregular producirá una ligera separación entre los dos bloques de concreto como se indica en la 
figura 4.28b. 

Si existe refuerzo perpendicular a la grieta, el deslizamiento y la separación posterior del con- 
creto producirán esfuerzos de tensión en el acero. Diversos ensayos confirman que el acero bien 
anclado alcanzará su resistencia a la fluencia cuando se llega a la falla por cortante (referencia 4.31). 

La fuerza de tensión resultante produce una presión igual pero opuesta entre las caras de 
concreto a cada lado de la grieta. En el diagrama de cuerpo libre de la figura 4.2&, es evidente que 
el valor máximo de esta presión en la interfase es Avffy, donde Av, es el área total de acero que 
atraviesa la grieta y fy es su resistencia a la fluencia. 

La resistencia del concreto al deslizamiento puede expresarse en términos de la fuerza 
normal multiplicada por un coeficiente de fricción p. La suma de fuerzas horizontales debe ser 
igual a cero 

Si se define la cuantía de acerop = Avf /Ac, donde A, en este caso es el área de la superficie 
fisurada, se puede volver a formular la ecuación (4.29) en términos del esfuerzo nominal a cor- 
tante v,: 

El movimiento relativo del concreto en los lados opuestos de la grieta también somete las 
barras individuales de refuerzo a una acción de cortante y la resistencia de dovela sometida a esta 
acción contribuye con la resistencia al cortante. Sin embargo, es común no tener en cuenta el efecto 
de dovela por simplicidad en el diseño y, para compensar esto, se utiliza un valor del coeficiente de 
fricción artificialmente alto. 

Con base en ensayos recientes,~ puede tomarse igual a 1.4 para grietas en concreto monolítico, 
pero V, no debe suponerse mayor que 0.2 f,'A, o 80Uc libras (referencia 4.29). 

En la figura 4.29 se compara la resistencia por transferencia de cortante determinada por la 
ecuación (4.30) con valores experimentales de ensayos más recientes llevados a cabo en la Univer- 

Vn 

Refuerzo para 1 transferencia Ll I 

de cortante 
I I I  7- 

\J  \ J  Separación de la 
c--- grieta a causa del 

"n deslizamiento 
(a) ( b) 

FIGURA 4.28 
Bases del método de diseño de cortante por fricción: (a) cortante aplicado; (b) representación aumentada de la superficie 
de la grieta; (c) diagrama de cuerpo libre del concreto por encima de la grieta. 
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sidad de Washington (referencia 4.31). Es evidente que la ecuación (4.30) ofrece un estimativo 
conservador de la resistencia al cortante. También es claro que puede desarrollarse una resistencia 
considerablemente mayor al límite superior de 800 lbIpulg2 si se provee el refuerzo adecuado. Se 
ha propuesto (ver la referencia 4.31) la adopción de una forma modificada de la ecuación (4.30) 
cuando pfy excede las 600 lb/pulg2, como sigue: 

Las resistencias estimadas en la ecuación (4.31) (indicadas por la línea punteada en la figura 4.29) 
parecen tener una correlación satisfactoria con los resultados experimentales para concretos con 
resistencias mayores a 2500 lb/pulg2. Mientras se dispone de mayor información, se recomienda 
imponer un límite superior de Vn = 1300 lb/pulg2 para la ecuación (4.31). 

Las disposiciones del Código ACI 11.7 se fundamentan en la ecuación (4.29). La resistencia 
de diseño debe tomarse igual a $Vn, donde $ = 0.85 para diseño de cortante por fricción y Vn no 
debe exceder al menor entre 0.2 fi A, y 800Ac lb. Las recomendaciones para el coeficiente de 
fricción m son las siguientes: 

Concreto vaciado monolíticamente 1.41 
Concreto vaciado contra concreto 

endurecido con superficie 
de rugosidad intencional 1.01 

Concreto vaciado contra concreto 
endurecido sin rugosidad intencional 0.U 

Concreto anclado a acero estructural 
laminado mediante pernos con cabeza 
o barras de refuerzo 0.71 

I Especímenes inicialmente agrietados 
/ 

f 
0 - f: = 2500 lb/pu1g2 

Empujar 0 9,' - ff = 4000 lb/pulg2 I o , ,  0 
Halar A - ff = 5100 1b/pu1g2 

1200  

I 4 O 0 l  f 

f 

O 0, 
/ 
/ 

t O A k  
Límite paraf: 2500 lb/pulg2 (0.2 f:) 

400t /2 cortante por fricción, b = 1.4 I 

pf,,, lb/pulg2 

FIGURA 4.29 
Resistencias de transferencia por cortante calculadas versus experimentales para especímenes 
inicialmente agrietados (de la referencia 4.31). 
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donde A = 1.0 para concreto de peso normal, 0.85 para concreto con "arenas de peso ligero", y 0.75 
para concretos "de peso ligero". La resistencia a la fluencia del refuerzo no debe exceder 60,000 
lb/pulg2. Si se presenta tensión directa a través del plano de cortante, ésta debe tomarse mediante 
refuerzo adicional. Para el caso de la compresión neta permanente a través del plano de cortante, 
es posible tomar esta fuerza como adicional a la fuerza en el refuerzo de cortante por fricciónAvffy 
cuando se desea calcular el área requerida A v ,  

Cuando el cortante se transfiere entre concreto nuevo vaciado contra concreto endurecido, 
la rugosidad de la superficie es una variable importante; una superficie con rugosidad intencional 
se define como aquella que tiene una amplitud máxima aproximada de $ pulg. En cualquier caso, 
la superficie vieja debe estar limpia y libre de impurezas. Según el Código ACI 11. 7, cuando el 
cortante se tenga que transferir entre acero laminado y concreto, el acero debe estar limpio y sin 
pintura. 

Si Vu es la fuerza cortante que se debe resistir para las cargas mayoradas, entonces con V, = 
$V, puede encontrarse el área de acero requerida mediante transposición de la ecuación (4.29): 

r 7 

En algunos casos, es posible que el refuerzo de cortante por fricción no atraviese el plano de 
cortante a 90" como se describió en los anteriores párrafos. Si el refuerzo de cortante por fricción 
está inclinado con respecto al plano de cortante, de manera que la fuerza cortante se aplique en la 
dirección en que se aumenta la tensión en el acero, como en la figura 4.30a, entonces la componen- 
te de esta tensión paralela al plano de cortante, ilustrada en la figura 4.30b, contribuye a la resisten- 
cia al deslizamiento. En este caso, la resistencia a cortante puede calcularse con 

V ,  = Avf fY(psenaf + cos a f )  (4.33) 

en lugar de hacerlo con la ecuación (4.29). Aquí af es el ángulo entre el refuerzo de cortante por 
fricción y el plano de cortante. Si af es mayor que 90°, es decir, si la inclinación del acero es tal que 
la tensión en las barras tiende a reducirse debido a la aplicación de la fuerza cortante, entonces el 
supuesto de que el esfuerzo en el acero es igual a f y  no es válido y debe realizarse una mejor 
distribución de las barras. 

Es fundamental observar algunas precauciones en cuanto a la aplicación del método de dise- 
ño de cortante por fricción. El refuerzo, cualquiera que sea su tipo, debe estar bien anclado para 
desarrollar su resistencia a la fluencia, ya sea mediante longitud de desarrollo, por ganchos o 
doblamientos en el caso de barras de refuerzo, o mediante cabezas y soldadura adecuados para el 
caso en que la unión entre el concreto y el acero estructural se haga con espigos. El concreto debe 
estar muy bien confinado y se recomienda la utilización amplia de aros (ver la referencia 4.29). 

Grieta 

Refuerzo para 
transferencia 
de cortante 

FIGURA 4.30 
Refuerzo de cortante por fricción inclinado con respecto a la cara de la grieta. 
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Debe tenerse un interés particular en cuanto al estudio de todos los planos posibles de falla y al 
suministro de suficiente acero bien anclado a través de estos planos. 

Ejemplo 4.6. Diseno del detalle de un apoyo en una viga. Una viga prefabricada debe diseñarse para 
resistir una reacción en el apoyo para cargas mayoradas de Vu = 125 klb, aplicada a un ángulo de acero 
de 3 X 3, como se indica en la figura 4.31. En lugar de un valor calculado, se supondrá una fuerza 
horizontal Tu como resultado de restricciones por cambios de volumen igual al 20 por ciento de la 
reacción vertical, o sea, 25 klb. Determine el refuerzo auxiliar necesario, utilizando acero con resisten- 
cia a la fluencia fy = 60,000 lb/pulg2. La resistencia de diseño del concreto es f,' = 5000 lb/pulg2. 

Solución. Se supone una grieta potencial a 20°, que se inicia a partir de un punto a 4 pulg desde el 
extremo de la viga, como se ilustra en la figura 4.31~. El área total de acero necesariadies la suma de 
la que se requiere para resistir los efectos de Vu y Tu. De acuerdo con esto, se modifica la ecuación 
(4.32): 

Vu cos 20" + Tusen 20" 
Avf = 4 ~ f Y  

La compresión neta perpendicular a la grieta potencial no debe ser menor que V, sen 20 - Tu cos 20 = 
19 klb. Conforme al Código ACI, esta fuerza puede tenerse en cuenta para reducir el acero requerido 
de cortante por fricción, pero en este caso se ignorará en forma conservadora. Se utilizarán cuatro 
barras No. 6 que proveen un área de 1.77 pulg2. Éstas se soldarán al ángulo de 3 x 3 y se extenderán 
dentro de la viga en una distancia suficiente para desarrollar la resistencia a la fluencia de las barras. 
Según el Código ACI, la longitud de desarrollo para una barra No. 6 es 18 pulg. Sin embargo, si se 
tiene en cuenta la incertidumbre en la localización exacta de la grieta, las barras se extenderán 24 pulg 

y A s h l  

IZZl p/ 
20°. 

Tu- Tu- 
4" 

24" 
"u 

V" 
(a) (4 

Aros No. 4 a 

+- 
2 barras 
U No. 3 

Barra en 

T U No. 3 
Aros No. 4 

Anclajes No. 6 

' 4 barras de esquina No. 5 

L 3 X 3 X 2  
8 

(4 (4 

FIGURA 4.31 
Diseño del apoyo de una viga: (a) grieta diagonal; (b) grieta horizontal; (c) refuerzo; 
(d) sección transversal. 
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dentro de la viga, como aparece en la figura 4.31~. Las barras se colocarán a un ángulo de 150 con la 
cara inferior del elemento. 

Así, de acuerdo con el Código ACI, la resistencia a cortante máxima nominal en la superficie no debe 
exceder Vn = 0.2 fCA, = 187 klb O Vn = 80&í, = 150 klb. La máxima resistencia de diseño que se 
puede utilizar es $Vn = 0.85 x 150 = 128 klb. El cortante aplicado en la interfase para las cargas 
mayoradas es 

Vn = 125 cos 20" + 25 sen 20" = 126 klb 

de manera que el diseño puede juzgarse satisfactorio hasta este punto. 
Puede adoptarse una segunda alternativa para la formación de la grieta como aparece en la 

figura 4.31b7 que sería el resultado de la tendencia del anclaje completo por salir horizontalmente de 
la viga. 

El área de acero requeridaAsh y los esfuerzos cortantes en el concreto se calculan con base en el 
desarrollo de la tensión de fluencia completa en las barras A$ (Observe que el coeficiente $ya no es 
necesario porque se introdujo en el cálculo de A,,$. 

Se utilizarán cuatro aros No. 4 que proporcionan un área de 1.57 pulg2. 
La fuerza cortante máxima que puede transferirse, según los límites del Código ACI, se basa- 

rá conservadoramente en un plano horizontal de 24 pulg de longitud. No es necesario incluir un 
coeficiente de reducción de resistencia en los cálculos de este valor máximo, puesto que ya se intro- 
dujo en la determinación del área de acero AVf a través de la cual se aplica la fuerza cortante. De 
acuerdo con esto, 

La máxima fuerza cortante que pudiera aplicarse en este caso es 

Vn = 1.76 x 60 cos 15" = 102 klb 

muy por debajo del máximo especificado. 
La referencia 4.33 recomienda acero de confinamiento adicional en una cantidad Vu/8fy, que 

debe colocarse en forma de aros o barras con ganchos confinando el concreto cerca de las caras infe- 
rior y extrema en el punto de reacción de una viga prefabricada. En este caso, 

Se colocará un aro adicional No. 4 tan cerca como sea posible de la cara extrema y se adicionarán dos 
barras No. 3 en forma de U, paralelas a la cara inferior de la viga como se muestra en las figuras 4.31~ 
y d. En la figura 4.31d también aparecen cuatro barras de esquina No. 5, que suministrarán anclaje 
para los aros de acero. 
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PROBLEMAS 
4.1. Debe diseñarse una viga para cargas mayoradas que causan un cortante máximo de 50.0 klb, utilizando 

concreto con f: = 4000 lb/pulg2. Con base en el supuesto de que las dimensiones del concreto están 
controladas por tensión diagonal, seleccione el ancho y la altura efectiva apropiados: (a) para una viga 
en la cual no se utilizará refuerzo en el alma, (b) para una viga en donde se suministrará únicamente el 
refuerzo mínimo en el alma, determinado por la ecuación (4.13), y ( c )  para una viga donde el refuerzo 
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en el alma proporciona una resistencia a cortante v, = 2vc. Siga 10s requisitos del Código ACI y utilice 
d = 2b en cada caso. Los cálculos pueden basarse en el valor más aproximado de Vc dado por la 
ecuación (4.12b). 
Una viga rectangular con b = 12 pulg y d =22 pulg tiene una luz de 20 pies cara a cara entre apoyos 
simples. Está reforzada a flexión con tres barras N0.11 que continúan sin interrupción hasta los extre- 
mos de la luz. La viga debe sostener una carga muerta de servicio D = 1.63 klb/pie (que incluye su 
propio peso) y una carga viva de servicio L = 3.26 klblpie, ambas uniformemente distribuidas a lo 
largo de la luz. Diseñe el refuerzo a cortante con estribos verticales No. 3 en forma de U. Puede 
emplear la ecuación más aproximada (4.12b) para determinar el valor de Vc. Las resistencias de los 
materiales son fi = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 Ib/pulg2. 
Rediseñe el refuerzo a cortante de la viga del problema 4.2, con base en el valor de Vc determinado en 
forma más precisa con la ecuación (4.1%). Explique sus resultados con respecto al tiempo de diseño y 
a la posible diferencia en costos de construcción. 
Una viga con un ancho de 11 pulg y una altura efectiva de 16 pulg sostiene una carga mayorada y 
uniformemente distribuida de 6.0 klblpie, incluyendo su propio peso, además de una carga concentra- 
da central y mayorada de 14 klb. Tiene una luz de 18 pies y está restringida en los extremos con 
momentos para las cargas mayoradas máximas de 155 klb-pie en cada apoyo. Está reforzada con tres 
barras No. 9 tanto para flexión positiva como negativa. Si fi = 4000 lb/pulg2, ¿en qué parte de la viga 
se requiere teóricamente refuerzo en el alma: (a) si se utiliza la ecuación (4.12b), (b) si se emplea la 
ecuación (4.1%)? Explique sus resultados. 
¿Qué efectos tendríi u; momento adicional en el sentido de las manecillas del reloj de 200 klb-pie 
aplicado en el apoyo derecho, sobre el requerimiento para refuerzo a cortante determinado en la 
parte (a) del problema 4.4? 
Diseñe el refuerzo en el alma para la viga del problema 4.4 según el valor de Vc determinando con la 
ecuación más aproximada, estipulada por el Código ACI, empleando estribos verticales No. 3 con fy = 
60,000 Ib/pulg2. 
Diseñe el refuerzo en el alma para la viga del problema 4.5 con el valor de Vc determinado mediante 
la ecuación más aproximada, estipulada por el Código ACI, empleando estribos verticales No. 3 con fy 
= 60,000 Ib/pulg2. 
La viga del problema 4.2 estará sometida a una carga de compresión axial mayorada de 150 klb en su 
sección transversal bruta de 12 x 25 pulg, además de las cargas descritas anteriormente. ¿Cuál es el 
efecto en la resistencia a cortante del concreto V,: (a) con la ecuación más precisa del ACI y (b) con la 
ecuación más avroximada del ACI? 
La viga del problema 4.2 estará sometida a una carga de tensión axial mayorada de 75 klb en su sección 
transversal bruta de 12 x 25 pulg, además de las cargas descritas anteriormente. ¿Cuál es el efecto en 
la resistencia a cortante del concreto Vc: (a) con la ecuación más precisa del ACI y (b) con la metodo- 
logía más conservadora del ACI? - 
Para una viga de gran altura con una relación luz-altura de 3, con cargas concentradas en los tercios en 
su parte superior y apoyada en sus esquinas inferiores: (a) delinee las trayectorias de esfuerzos indi- 
cando las direcciones del esfuerzo principal para la viga no fisurada, y con base en ellas señale el 
probable patrón de agrietamiento; (b) identifique y explique los mecanismos mediante los cuales la 
viga resiste el cortante después del agrietamiento; (c) explique en qué difiere el refuerzo en el alma de 
esta viga con respecto al de una viga de proporciones normales; (d) haga una lista de los posibles 
modos de falla en caso de que la viga se sobrecargue. 
Una viga de transferencia de gran altura tendrá una altura total de 11 pies y una luz de 22 pies entre 
columnas de apoyo. Además de su propio peso, ésta tomará una carga mayorada y uniformemente 
distribuida de 3.8 klblpie aplicada a lo largo de su borde superior desde un piso adyacente y sostendrá 
una columna que está sometida a una carga concentrada mayorada de 1000 klb proveniente de los 
pisos superiores, aplicada en el centro de la luz. El ancho de la viga no debe ser mayor de 16 pulg pero 
puede ser menor. Diseñe la viga para las cargas determinadas y encuentre el valor del ancho b y los 

- 

refuerzos A,, Ay yAvh que se requieren, con base en las disposiciones del Código ACI. Comente sobre 
la necesidad de un despiece especial del refuerzo y haga un esquema de sus recomendaciones. Las 
resistencias especificadas de los materiales son fi = 5000 Ib/pulg2 yfy = 60,000 lb/ pulg2. 
Una viga de concreto prefabricado con dimensiones de la sección transversal b = 10 pulg y h = 24 pulg 
debe diseñarse para actuar en forma compuesta con una losa superior fundida en el sitio con altura h f = 5 pulg y ancho 48 pulg. Para las cargas mayoradas, el esfuerzo de compresión máximo en el ala en e 
centro de la luz es 2400 lb/pulg2; en los apoyos de la luz simple de 28 pies, la fuerza en el ala debe ser 
cero. Los estribos verticales en forma de U suministrados para tomar el cortante por flexión se exten- 
derán dentro de la losa y se anclarán en forma adecuada para proporcionar también una transferencia 
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de la fuerza del ala por cortante y fricción. Encuentre la cantidad mínima de estribos No. 4 que deben 
proveerse con base en los requisitos de cortante y fricción. El concreto tanto para las partes prefabri- 
cadas como para las vaciadas en el sitio tendrá una resistencia de f,' = 4000 lb/pulg2 y para el acero4 
= 60,000 lbIpulg2. La superficie superior del alma prefabricada se hará intencionalmente rugosa para 
que cumpla con la definición del Código ACI. 

4.13. Rediseiie el refuerzo en el extremo de la viga del ejemplo 4.6 teniendo en cuenta que se utilizará un 
apoyo con rodillo de manera tal que Tu = 0. 



Si se utilizaran barras de refuerzo circulares lisas para la construcción de la viga de concreto refor- 
zado de la figura 5.la, y si estas mismas se engrasaran o lubricaran de alguna otra manera antes del 
vaciado del concreto, la viga sería apenas un poco más fuerte que si se construyera utilizando 
concreto simple, es decir, sin refuerzo. Si se aplicara una carga como en la figura 5.1b7 las barras 
mantendrían su longitud original a medida que la viga se deflecta. Las barras se deslizarían 
longitudinalmente con respecto al concreto adyacente, que estaría sometido a deformaciones de 
tensión a causa de la flexión presente. En este caso no sería valida la propuesta No. 2 de la sección 
1.8 relativa a la premisa de que la deformación en la barra embebida de refuerzo es la misma que la 
del concreto circundante. Para que el concreto reforzado se comporte como se pretende es esen- 
cial que se desarrollenfuenas de adherencia en la interfase entre el concreto y el acero, de manera 
que se evite un deslizamiento significativo en ella. 

La figura 5.lc ilustra las fuerzas de adherencia que actúan en la interfase del concreto como 
resultado de la flexión, mientras que la figura 5.ld presenta las fuerzas de adherencia, iguales y 
opuestas, que se ejercen sobre el refuerzo. Es mediante la acción de estas fuerzas de adherencia en 
la interfase que se impide el deslizamiento indicado en la figura 5.lb. 

Hace algunos años, cuando se utilizaban barras lisas, es decir, sin deformaciones en la super- 
ficie, la resistencia de adherencia inicial era provista únicamente por la unión química y por la 
fricción mecánica, relativamente débiles, entre el acero y el concreto. Una vez que se sobrepasaban 
las fuerzas de adhesión y la fricción estática para cargas superiores, pequeñas cantidades de desli- 
zamiento llevaban al entrelazamiento de las rugosidades naturales de la barra con el concreto. Sin 
embargo, esta resistencia de adherencia natural es tan baja que la unión entre el acero y el concreto 
se rompía con frecuencia en vigas reforzadas con barras lisas. En estos casos, la viga entraba en 
colapso a medida que la barra se deslizaba a través del concreto. Para evitar esto, se proporcionaba 
anclaje en los bordes, principalmente en forma de ganchos como aparece en la figura 5.2. Si el 
anclaje es adecuado, la viga no presentará colapso aunque la adherencia se rompa en toda la longi- 
tud entre los anclajes. Esto se explica porque el elemento actúa como un arco atirantado como se 
ilustra en la figura 5.2, donde el concreto no fisurado que aparece en forma sombreada representa 
el arco, y las barras de anclaje, el tensor. En este caso, los esfuerzos de adherencia son cero a lo 
largo de la longitud en donde ya no existe adherencia. Esto significa que a todo lo largo de la 
longitud no adherida, la fuerza en el acero es constante e igual a T = M,, /t. En consecuencia, la 
elongación total del acero en estas vigas es mayor que en aquéllas donde se mantiene la adheren- 
cia, lo cual a su vez genera deflexiones más grandes y mayores anchos en las grietas. 
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Concreto - Barra de refuerzo 

(a) 

Deslizamiento 
en el extremo 

FIGURA 5.1 
Esfuerzos de adherencia ocasionados por flexión: (a) viga antes de ser carga- 

+--++++-C-C-C-C+-» da; (b) deslizamiento libre entre concreto y acero; (c) fuerzas de adherencia 

(d) 
que actúan sobre el concreto; (d) fuerzas de adherencia que actúan sobre el 
acero. 

1 k- ~dherenciapequeña -4 1 
O nula 

FIGURA 5.2 
Acción de arco atirantado en una viga con adherencia pequeña o nula. 

Para mejorar esta situación, ahora se utilizan comúnmente barras corrugadas, tanto en los 
Estados Unidos como en muchos otros países (ver la sección 2.12). En estas barras, los resaltes 
sobresalientes se apoyan en el concreto circundante lo que produce un incremento importante de 
la resistencia de adherencia. Resulta posible, entonces, en la mayor parte de los casos, eliminar 
aditamentos especiales de anclaje como los ganchos. Además, los anchos de las grietas se reducen 
al igual que las deflexiones. 

a. Esfuerzo de adherencia basado en el análisis simple de sección fisurada 
Para el tramo corto de una viga con longitud 05, como el que se ilustra en la figura 5.3a, el momento 
a un lado por lo general difiere de aquél al otro lado en una pequeña cantidad dM. Si esta pieza se 
aísla y se supone que después del agrietamiento el concreto no resiste esfuerzos de tensión, las 
fuerzas internas son las que se indican en la figura 5.3a. El cambio en el momento flector dM 
produce un cambio en la fuerza de la barra 
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u 
--+ FIGURA 5.3 
P Fuerzas y esfuerzos que actúan en una longitud diferencial de viga: (a) diagra- 
7- Cz-'-J T + d T  ma de cuerpo libre del elemento de concreto reforzado; (b)  diagrama de cuer- 

(b) 
po libre del elemento de acero. 

donde jd es el brazo de palanca interno entre la resultante de fuerzas de tensión y de compresión. 
Puesto que la barra o barras deben estar en equilibrio, este cambio en la fuerza de la barra es 
resistido en la superficie de contacto entre el acero y el concreto mediante una fuerza igual y 
opuesta que produce la adherencia, como se indica en la figura 5.3b. 

Si u es la magnitud del esfuerzo de adherencia promedio local por unidad de área superficial 
de la barra, entonces sumando fuerzas horizontales 

donde ZIO es la suma de los perímetros de todas las barras. Entonces 

que indica que el esfuerzo de adherencia local es proporcional a la tasa de cambio de la fuerza en 
la barra a lo largo de la luz. Como alternativa, se sustituye la ecuación (a) en la ecuación (5.1) y el 
esfuerzo de adherencia unitario puede formularse como 

d M  u = -  
20 jddx 

a partir de la cual 

La ecuación (5.2) es la "ecuación de una sección elástica fisurada" para los esfuerzos de adherencia 
a flexión e indica que el esfuerzo de adherencia unitario es proporcional al cortante en la sección 
particular, es decir, a la tasa de cambio del momento flector. 

Observe que la ecuación (5.2) es aplicable a las barras sometidas a tensión en una zona de 
concreto que se supone totalmente fisurada y en donde el concreto no resiste ninguna tensión. En 
consecuencia, ésta se aplica a las barras sometidas a tensión en luces simples o para el caso de luces 
continuas, tanto para las barras inferiores en las regiones de flexión positiva entre los puntos de 
inflexión, como para las barras superiores en las regiones de flexión negativa entre los puntos de 
inflexión y los apoyos. Sin embargo, no se aplica al refuerzo sometido a compresión, para el cual 
puede demostrarse que los esfuerzos de adherencia a flexión son muy bajos. 
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b. Distribución real de los esfuerzos de adherencia a flexión 
La distribución real de los esfuerzos de adherencia a lo largo de las barras de refuerzo corrugadas 
es bastante más compleja que la que se representa mediante la ecuación (5.2), y la ecuación (5.1) 
proporciona mejores bases para comprender el comportamiento de las vigas. La figura 5.4 ilustra 
un segmento de viga sometido a flexión pura. El concreto deja de resistir esfuerzos de tensión 
únicamente donde queda ubicada la grieta en realidad; allí la tensión en el acero es máxima y tiene 
el valor estimado por la teoría simple: T = Míjd. Entre las grietas, el concreto si resiste cantidades 
moderadas de tensión, transmitidas mediante esfuerzos de adherencia que se ejercen a lo largo de 
la interfase en la dirección señalada en la figura 5.4a. Esto reduce la fuerza de tensión en el acero, 
como lo ilustra la figura 5.4~. A partir de la ecuación (5.1) es obvio que el esfuerzo de adherencia u 
es proporcional a la tasa de cambio de la fuerza en la barra y varía, entonces, como aparece en la 
figura 5.44 los esfuerzos de adherencia son máximos donde la pendiente de la curva de la fuerza en 
el acero es mayor y son nulos donde la pendiente es cero. En ensayos llevados a cabo en la Univer- 
sidad de Cornell (ver las referencias 5.1 y 5.2) se midieron esfuerzos locales de adherencia muy 
grandes en los lugares adyacentes a las grietas. Éstos son tan grandes, que inevitablemente ocurre 
algún deslizamiento entre el concreto y el acero en las inmediaciones de cada grieta. 

En raras ocasiones las vigas se encuentran sometidas a momentos de flexión pura; general- 
mente, éstas soportan cargas transversales produciendo cortante y momento que varían a lo largo 
de la luz. La figura 5 . 5 ~  ilustra una viga sometida a una carga distribuida. El agrietamiento indica- 
do es el típico. La fuerza en el acero T calculada mediante un análisis simple de sección fisurada es 
proporcional al diagrama de momento y se presenta con la línea punteada de la figura 5.5b. Sin 
embargo, el valor real de T es menor que el que predice el análisis simple para todos los puntos 
excepto en las ubicaciones reales de las grietas. La variación real de T se indica con la línea sólida 
de la figura 5.5b. En la figura 5 . 5 ~  se muestran en línea punteada los esfuerzos de adherencia que 
predice la teoría simplificada y en línea continua la variación real. Observe que el valor de u es 

i 'Esfuerzos u en el concreto 
I 
I (a) 

I 

I ! Esfuerzos u en la barra 

I CIT i 
I Pendiente = - 1 
I .  dx i 

I 
1 b~ensión en el acero T 

T, E s f u e r z ~ f i ,  
ladherencia u FIGURA 5.4 

Variación de la fuerza en el acero y del esfuerzo de adherencia en un 
elemento de concreto reforzado sometido a flexión pura: (a) segmento iL de concreto fisurado; (b) esfuerzos de adherencia que actúan sobre las 

1 
barras de refuerzo; (c) variación de la fuerza de tensión en el acero; 

(4 (d) variación del esfuerzo de adherencia a lo largo del acero. 
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k Centro de luz 

l 

FIGURA 5.5 
Efectos de las grietas de flexión de una viga sobre los esfuerzos de 
adherencia: (a) viga agrietada por flexión; (b)  variación de la fuerza 
de tensión Ten el acero a lo largo de la luz; (c) variación del es- 
fuerzo de adherencia u a lo largo de la luz. 

igual al determinado por la ecuación (5.2) únicamente en aquellos sitios donde la pendiente del 
diagrama de fuerza del acero es igual a la de la teoría simple; en todos los demás puntos, si la 
pendiente es mayor que la supuesta, el esfuerzo de adherencia es mayor; si la pendiente es menor, 
el esfuerzo de adherencia es menor. Para este ejemplo, exactamente a la izquierda de las grietas los 
esfuerzos de adherencia son mucho mayores que los estipulados por la ecuación (5.2), lo cual 
producirá casi con seguridad fallas de adherencia locales. Justo a la derecha de las grietas, los 
esfuerzos de adherencia son mucho menores que los calculados y, de hecho, en general son negati- 
vos muy cerca de la grieta; es decir, las fuerzas de adherencia actúan en dirección opuesta. 

Es evidente que, en las vigas, los esfuerzos reales de adherencia mantienen muy poca relación 
con los estimados mediante la ecuación (5.2), excepto en el sentido general de que éstos son máxi- 
mos en las regiones de máximo cortante. 

RESISTENCIA ÚLTIMA DE ADHERENCIA Y LONGITUD DE DESARROLLO 
Para las barras de refuerzo a tensión se han observado dos tipos de falla última por adherencia. La 
primera es desprendimiento directo de la barra, lo cual ocurre cuando existe un buen confinamiento 
proporcionado por el concreto circundante. Este tipo de falla puede esperarse cuando se utilizan 
barras de diámetro relativamente pequeño con distancias del recubrimiento de concreto y 
espaciamientos entre las barras suficientemente largos. El segundo tipo de falla es fracturamiento 
del concreto a lo largo de la barra cuando el recubrimiento, el confinamiento o el espaciamiento 
entre barras es insuficiente para resistir la tensión lateral en el concreto que resulta de la acción de 
cuña producida por las deformaciones de la barra. Los métodos de diseño actuales exigen tener en 
cuenta los dos posibles modos de falla. 

a. Resistencia última de adherencia 
Si la barra está suficientemente confinada por una masa de concreto circundante, entonces, a me- 
dida que se aumenta la fuerza de tensión en la barra, se sobrepasan las fuerzas de adherencia de 
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fricción, y el concreto se fractura eventualmente en el frente de la barra con el consecuente des- 
prendimiento de la misma. El concreto circundante permanece intacto excepto por el fracturamiento 
que ocurre al frente de los resaltes, en la zona inmediatamente adyacente a la interfase de la barra. 
Para las modernas barras corrugadas, la adhesión y la fricción son mucho menos importantes que la 
interacción mecánica de los resaltes con el concreto circundante. 

La falla por adherencia que resulta del fracturamiento del concreto es más común en vigas que 
la falla por desprendimiento directo. Este fracturamiento ocurre principalmente en la acción de cuña 
cuando los resaltes de las barras corrugadas se apoyan contra el concreto (ver las referencias 5.3 y 
5.4). Éste puede ocurrir bien sea en un plano vertical como en la figura 5 . 6 ~  u horizontalmente en 
el plano de las barras como lo indica la figura 5.6b. El tipo de fracturamiento horizontal de la figura 
5.66 se inicia con frecuencia en una grieta diagonal. En este caso, como se analizó en relación a la 
figura 4.7b y según la figura 4.1, la acción de espigo aumenta la tendencia al fracturamiento. Esto 
indica que por lo general las fallas a cortante y de adherencia están interrelacionadas 
intrincadamente. 

Cuando se sobrepasa la resistencia de adherencia o cuando el fracturamiento se extiende a 
todo lo largo hasta el extremo de una barra no anclada, se presenta una falla completa de adheren- 
cia. El deslizamiento del acero con relación al concreto conduce al colapso inmediato de la viga. 

Si se tienen en cuenta las grandes variaciones locales en los esfuerzos de adherencia causados 
por las grietas a flexión y las grietas diagonales (ver las figuras 5.4 y 5.5), es evidente que las fallas 
locales de adherencia, inmediatamente adyacentes a las grietas, se presentarán a menudo a cargas 
considerablemente inferiores que la carga de falla de la viga. Estas fallas locales conducen a la 
presencia de pequeños deslizamientos locales, a un poco de ensanchamiento de las grietas y al 
aumento en las deflexiones, pero no será peligroso, siempre y cuando la falla no se extienda a todo 
lo largo de la barra, resultando esto en un deslizamiento total. De hecho, como se analizó en rela- 
ción con la figura 5.2, cuando los anclajes en los extremos son confiables, pueden presentarse fallas 
de adherencia a lo largo de toda la longitud de la barra, incluyendo los anclajes, sin que la capaci- 
dad de carga de la viga se afecte. El anclaje en los extremos puede proporcionarse mediante gan- 
chos, como lo sugiere la figura 5.2, o de manera más corriente, mediante la prolongación de las 
barras rectas una distancia suficiente más halla del punto de máximo esfuerzo. 

Mediante muchos ensayos experimentales (ver las referencias 5.5 a 5.11), que incluyen tanto 
de extracción directa como de vigas, se han establecido los valores límites para la resistencia de 
adherencia, expresada en términos del esfuerzo de adherencia promedio cuando se llega a la falla 
por adherencia. Estos ensayos conforman las bases de los requisitos de diseño actuales. 

FIGURA 5.6 
Fracturamiento del concreto a lo largo del refuerzo. 
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FIGURA 5.7 
Longitud de desarrollo. 

b. Longitud de desarrollo 
La presentación anterior sugiere el concepto de longitud de desarrollo de una barra de refuerzo, 
que se define como la longitud de empotramiento necesaria para desarrollar toda la resistencid a la 
tensión de la barra, controlada bien sea por adherencia o por agrietamiento. Con referencia a la 
figura 5.7, el momento y en consecuencia el esfuerzo en el acero evidentemente son máximos en el 
punto a (despreciando el peso de la viga) y nulo en los apoyos. Si se designa el esfuerzo del acero en 
el punto a como fs ,la fuerza total de tensiónAds debe transferirse de la barra hasta el concreto a lo 
largo de la distancia 1 mediante esfuerzos de adherencia en la superficie. Para desarrollar en su 
totalidad la resistencia de la barra, A&, la distancia 1 debe ser al menos igual a la longitud del 
desarrollo de la barra, determinada mediante ensayos. Para la viga de la figura 5.7 no habrá falla 
prematura por adherencia si la longitud real 1 es mayor o igual a la longitud de desarrollo ld. ES 

decir, la viga fallará a flexión o a cortante en vez de hacerlo por adherencia. Esto seguirá siendo 
válido aun si en las zonas adyacentes a las grietas ocurren deslizamientos locales sobre pequeñas 
zonas a lo largo de la viga. 

Con base en este análisis se puede apreciar que el principal requisito para asegurarse contra 
la falla por adherencia es el siguiente: la longitud de la barra medida desde cualquier punto con 
determinado esfuerzo de acero (fs o a lo sumofy) hasta su borde libre más cercano, debe ser por lo 
menos igual a su longitud de desarrollo. Si se satisface este requisito, la magnitud del esfuerzo de 
adherencia modular a flexión a lo largo de la viga, determinada por la ecuación 5.2 es sólo de 
importancia secundaria puesto que la integridad del elemento se asegura aun con la presencia de 
posibles fallas menores de adherencia que se presenten localmente. Sin embargo, si la longitud 
disponible real no es adecuada para el desarrollo completo, deben proveerse anclajes especiales, 
por ejemplo ganchos, para asegurar una resistencia apropiada. 

c. Factores que afectan la longitud de desarrollo 
Investigaciones experimentales han identificado los factores que afectan la longitud de desarro- 
llo y los análisis de los datos de los ensayos han permitido obtener ecuaciones empíricas que se 
utilizan en la práctica actual del diseño. Los factores más importante resultan evidentes a partir 
de la revisión del parágrafo anterior e incluyen la resistencia a la tensión del concreto, la distan- 
cia de recubrimiento, el espaciamiento de las barras de refuerzo y la presencia de acero de re- 
fuerzo transversal. 

Es claro que la resistencia a la tensión del concreto es importante debido a que el tipo de falla 
por adherencia más común en vigas es el tipo de fracturamiento como el indicado en la figura 5.6. 
Aunque la resistencia a tensión no aparece en forma explícita en las ecuaciones desarrolladas expe- 
rimentalmente para la longitud de desarrollo (ver la sección 5.3), el término f i  aparece en ei 
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denominador de estas ecuaciones y refleja la infiuencia de la resistencia a la tensión del concreto. 
Para concreto liviano, la resistencia a la tensión es por lo general menor que para concreto de 
densidad normal con la misma resistencia a la compresión; de acuerdo con esto, si se utiliza concre- 
to liviano, las longitudes de desarrollo deben aumentarse. Como alternativa, si se conoce o se 
especifica la resistencia medida a partir del ensayo de tensión indirecta del cilindro para concreto 
liviano, ésta puede incorporarse en las ecuaciones de longitud de desarrollo de la manera siguien- 
te: para concreto de peso normal, la resistencia a la tensión indirecta del cilindro f,, puede tomarse 
en general como fct = 6.7 fi. Si la resistencia a tensión indirecta en el cilindro f,, se conoce para un 
concreto liviano particular, entonces el término f l  puede remplazarse por fc,/6.7 en las ecuaciones 
para calcular la longitud de desarrollo. 

La dktancia de recubrimiento medida convencionalmente a partir del centro de la barra hasta la 
cara de concreto más cercana, y medida bien sea en el plano de las barras o en dirección perpendicu- 
lar en este plano, también afecta en el fracturamiento. Así, si se incrementa el recubrimiento vertical 
u horizontal, existe más concreto disponible para resistir la tensión que resulta del efecto de cuña de 
las barras corrugadas, se mejora la resistencia de fracturamiento y la longitud de desarrollo requerida 
es menor. 

De manera similar, la figura 5.6b ilustra que si se incrementa el espaciamiento entre barras 
(por ejemplo, si se utilizan únicamente dos barras en lugar de tres), habrá más concreto disponible 
para cada barra para resistir el fracturamiento horizontal (ver la referencia 5.12). En vigas, las 
barras están espaciadas únicamente alrededor de uno o dos diámetros de barra entre sí. Por otro 
lado, en losas, zapatas y algunos otros tipos de elementos los espaciamientos entre barras son 
típicamente mucho mayores y, por tanto, la longitud de desarrollo requerida se reduce. 

El refuerzo transversal, tal como el proporcionado por los estribos de los tipos mostrados en la 
figura 4.8, mejora la resistencia a la falla por fracturamiento vertical u horizontal de las barras 
sometidas a tensión debido a que la fuerza de tensión en el acero lateral tiende a evitar el ensan- 
chamiento de la grieta real o potencial. La efectividad de este refuerzo transversal depende de su 
esfuerzo de fluencia al igual que del área de su sección transversal y del espaciamiento a lo largo de 
la longitud de desarrollo. 

Además de estos factores básicos, se han identificado otros que pueden afectar la longitud de 
desarrollo, por ejemplo, la ubicación vertical de la barra (ver la referencia 5.13). Durante la cons- 
trucción se presenta una tendencia del agua en exceso (utilizada frecuentemente para mejorar la 
trabajalidad de la mezcla) y del aire atrapado a subir a la parte superior del concreto durante el 
proceso de vibrado. El aire y el agua tienden a acumularse en la parte inferior de las barras que 
tienen un espesor sustancial de concreto debajo de ellas. Ensayos experimentales han demostrado 
una pérdida significativa en la resistencia a la adherencia para barras que tengan más de 12 pulga- 
das de concreto fresco fundido por debajo de ellas, y de acuerdo con esto la longitud de desarrollo 
debe aumentarse. 

Las barras de refuerzo recubiertas con epóxico se utilizan cada vez más en proyectos donde la 
estructura va a estar sometida a unas condiciones ambientales corrosivas o a químicos para el 
deshielo, como es el caso de tableros en puentes de autopistas o garajes de estacionamiento. Los 
estudios han demostrado que la resistencia a la adherencia se reduce debido a que el recubrimien- 
to epóxico disminuye la adhesión entre el concreto y la barra, por lo cual la longitud de desarrollo 
requerida debe aumentarse sustancialmente. Sin embargo, si el recubrimiento y el espaciamiento 
son grandes, el efecto del recubrimiento epóxico no es tan pronunciado y puede justificarse un 
incremento menor. Además, debido a que la resistencia de adherencia de las barras recubiertas por 
epóxico ya se ha reducido a causa de la falta de adherencia, se ha establecido un límites superior 
para el producto de los factores que afectan a la longitud de desarrollo, relacionados con la ubica- 
ción vertical de la barra y con el recubrimiento epóxico. 

No resulta extraño proporcionar refuerzo a tensión por encima del requerido mediante 
cálculo, por ejemplo, como resultado de un redondeo hacia arriba en el valor A, cuando se están 
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seleccionando las barras o cuando el diseño está gobernado por requisitos de acero mínimo. Obvia- 
mente, en este caso, la longitud de desarrollo requerida puede reducirse en proporción a la rela- 
ción del acero requerida y al área de acero realmente proporcionado. Este factor de modificación 
para considerar en el refuerzo en exceso debe aplicarse únicamente cuando no se requiere anclaje o 
desarrollo de la resistencia de fluencia de la barra. 

Finalmente, se ha encontrado que las barras de diámetros menores requieren longitudes de 
desarrollo algo menores que las estimadas mediante las ecuaciones empíricas que se aplican a 
barras mayores, por lo cual las longitudes de desarrollo requeridas para barras de diámetro pe- 
queño se reducen. 

El código ACI de 1995 tiene en cuenta todos los anteriores efectos en las ecuaciones básicas 
para calcular la longitud de desarrollo. El código define explícitamente todos los factores de modi- 
ficación a la longitud de desarrollo, con las restricciones correspondientes. En la siguiente sección 
se establecen los detalles correspondientes. 

El método para considerar la adherencia a flexión incorporada en el código ACI de 1995 es consis- 
tente con los principios establecidos en la sección 5.2. El requisito fundamental es que la fuerza 
calculada en el refuerzo para cada sección de un elemento de concreto reforzado debe desarrollar- 
se a cada lado de la sección mediante una longitud adecuadamente embebida, ganchos, anclaje 
mecánico, o una combinación de éstos para evitar el desprendimiento. Esfuerzos locales altos de 
adherencia, como los que se sabe se presentan adyacentes a las grietas, no se consideran significa- 
tivos. Por lo general, la fuerza que debe generarse se calcula con base en el esfuerzo de fluencia del 
refuerzo, es decir, la resistencia de la barra debe desarrollarse en su totalidad. 

De acuerdo con el código ACI de 1995, las longitudes de desarrollo requeridas para barras 
corrugadas a tensión se calculan como un múltiplo del diámetro de la barra; es decir, el cálculo 
resulta en jd/db, donde ld es la longitud de desarrollo requerida y db es el diámetro de la barra. El 
código ACI establece entonces una ecuación básica que incluye todos los factores discutidos en la 
sección 5.2. 

La ecuación básica parece altamente compleja debido a la gran cantidad de factores que 
involucra. Sin embargo, permite al diseñador analizar los efectos de todas las variables que contro- 
lan y permite cálculos más rigurosos de la longitud de desarrollo requerida cuando éste es un factor 
crítico. El código ACI también incluye ecuaciones simplificadas que pueden usarse en la mayoría 
de los casos del diseño corriente, siempre y cuando se cumplan ciertas restricciones relacionadas 
con el espaciamiento de las barras, los valores del recubrimiento y el refuerzo transversal mínimo. 
Estas ecuaciones alternas pueden simplificarse aún más para concretos de densidad normal y ba- 
rras no recubiertast. 

En la presentación que sigue para el cálculo de la longitud de desarrollo, primero se define la 
ecuación básica del ACI y se discuten y definen su términos. Posteriormente, se presentan las 
ecuaciones alternas que también hacen parte del código ACI de 1995. Observe que en ningún caso 
la longitud de desarrollo ld debe ser menor que 12 pulgadas (30 cm). 

? Este enfoque para el cálculo de la longitud de desarrollo corresponde exactamente al tratamiento dado por el código ACI para el cálculo de 
V,, la contribución del concreto en los cálculos de cortante. Los cálculos más exactos con la ecuación 4 . 1 2 ~  resultan útiles para el diseño 
computarizado o en investigación pero son tediosos para cálculos manuales debido a la necesidad de recalcular las variables de control a 
intervalos muy cercanos a lo largo de la luz. Para el diseño corriente, reconociendo que la economía global se ve muy poco afectada, se utiliza 
la ecuación 4.126, más simple pero menos precisa y más conservadora. 
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a. Ecuación básica para el desarrollo de barras a tensión 
De acuerdo con el código ACI 12.2.3, para barras o alambres corrugados, 

en la cual el término (c + K,)/db no debe tomarse mayor que 2.5. En la ecuación (5.3), los términos 
se definen y los valores se establecen de la manera siguiente: 

a = factor de ubicación del refuerzo 
Refuerzo horizontal colocado de manera que más de 12 pulgadas de concreto fresco 

se funden en el elemento por debajo de la longitud de desarrollo o del empalme: 1.3 
Otro refuerzo: 1.0 

B = factor de recubrimiento 
Barras o alambres recubiertos con epóxico, con recubrimiento de concreto menor 

que 3db o espaciamiento libre menor que 6db: 1.5 
Todas las otras barras o alambres recubiertos con epóxico o: 1.2 
Refuerzo no recubierto: 1.0 
Sin embargo, el producto de aB no es necesario que sea mayor que 1.7. 

y = tamaño del factor de refuerzo. 
Barras No. 6 o menores y alambres corrugados: 0.8 
Barra No. 7 y mayores: 1.0 

1 = factor para concreto con agregado liviano 
Cuando se utiliza concreto con agregado liviano: 1.3 
Sin embargo, cuando se especifica fct, se permite tomar el valor del 1, como 6.7ElfCt 

pero no menor que 1.0. 
Cuando se utiliza concreto de peso normal: 1.0 

c = dimensión del espaciamiento o del recubrimiento, pulgadas. 
Utilizar la menor entre la distancia desde el centro de la barra hasta la superficie 

de concreto más cercano o la mitad del espaciamiento centro a centro entre 
las barras que se desarrollan. 

K, = índice de refuerzo transversal: (A,fyt)/1500sn 
donde A, = área total de la sección transversal de todo refuerzo transversal que está dentro 

del espaciamiento s y que atraviesa el plano potencial de fracturamiento a través 
del refuerzo en desarrollo, pulg2 

fy, = resistencia de la fluencia especificada para el refuerzo transversal, lb/pulg2 

s = máximo espaciamiento de refuerzo transversal dentro de la longitud ld medida 
centro a centro, pulg 

n = número de barras o alambres que se desarrollan a lo largo del plano de 
fracturamiento. 

Se permite la utilización de k, = O como una simplificación de diseño aun si el refuerzo transversal 
está presente. 

Se impone un límite de 2.5 al valor de (c + &)Idb con el fin de evitar la falla por despren- 
dimiento. Tomando este término igual al valor del límite establecido de 2.5, la evaluación de la 
ecuación (5.3) resulta en ld = 0.03dbfY/E, que coincide con el límite desarrollado experimental- 
mente y establecido en ediciones previas en el código ACI cuando controla la falla por despren- 
dimiento. Observe que en la ecuación (5.3) y en todas las otras del código ACI relacionadas con 
la longitud de desarrollo y empalmes del refuerzo, los valores de no deben tomarse mayores 
que 100 lblpulg2 debido a la falta de evidencia experimental en resistencia de adherencia para 
concretos con resistencias a la compresión por encima de los 10,000 Ib/pulg2. 
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b. Ecuaciones simplificadas para la longitud de desarrollo 
El cálculo de la longitud de desarrollo requerida (en términos de diámetro de la barra) mediante la 
ecuación 5.3 exige calcular el término (c + &)Idb para cada combinación particular de recubri- 
miento, espaciamiento y refuerzo transversal. Como alternativa, de acuerdo con el código puede 
utilizarse una forma simplificada de la ecuación 5.3 en la cual (c + K,)/db se toma = 1.5, siempre y 
cuando se cumplan ciertas restricciones relacionadas con el recubrimiento, el espaciamiento y el 
refuerzo transversal. Dos casos de importancia práctica son los siguientes: 

(a) Recubrimiento libre mínimo de 1.0 db, espaciamiento libre mínimo de 1.0 db y al menos 
estribos mínimos de acuerdo con el código o flejes (ver la sección 4.5b) a lo largo de ld. 

(b) Recubrimiento libre mínimo de 1.0 db y espaciamiento libre mínimo'de 

En cualquiera de estos casos comunes, puede confirmarse fácilmente a partir de la ecuación (5.3), 
que para barras No. 7 y mayores: 

y para barras No. 6 y menores (con y = 0.8): 

Si no se cumplen estas restricciones en el espaciamiento, entonces, considerando que se cumpla los 
requisitos de espaciamiento mínimo impuestos por el código (ver la sección 3.6c), el término 
(c + K,)/db tendrá un valor no menor que 1.0 (en lugar de 1.5 de antes) utilizando o no acero trans- 
versal. Los valores dados por las ecuaciones (5.4~) y (5.4 b) se multiplican entonces por el factor 
1.511.0. 

De esta manera, si el diseñador acepta ciertas restricciones en el recubrimiento de las barras, 
el espaciamiento y el refuerzo transversal, pueden utilizarse cálculos simplificados de los requeri- 
mientos de desarrollo. Las ecuaciones simplificadas se resumen en la tabla 5.1. 

Para las situaciones más comunes de concreto de densidad normal y refuerzo sin recubri- 
miento son posibles simplificaciones adicionales. En este caso A y /3 de la tabla 5.1 toman el valor 
1.0, y las longitudes de desarrollo en términos de los diámetros de las barras son simplemente una 
función de&, fi y el factor de ubicación de la barra a. Las longitudes de desarrollo pueden tabularse 

TABLA 5.1 
Ecuación simplificada para la longitud de desarrollo a tensión en diámetros 
de barra de acuerdo con el Código ACI 1995 

Barra No. 6 y menores Barra No. 7 y mayores 
y alambres corrugados 

Espaciamiento libre de barras 
que se desarrolla o empalman 
2 d,, recubrimiento libre 2 d,, y 4 6 = -  f y @ A  Id - f y @ A  

estribos o flejes a lo largo de 1, db 2 5 f i  db 20& 

cumpliendo el mínimo 
especificado por el Código. 

Espaciamiento libre de barras Igual que arriba Igual que arriba 
que se desarrollan o empalman 
2 24 y recubrimiento libre d,. 

Otros casos 1d - 3 f y a B A  - - -  
db 50& db 408- 

www.elsolucionario.org
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Empalme 
de la colun 

2" libres - 

FIGURA 5.8 
Despiece de las barras en una 

\ 

No. 11 No. 3 estribos unión viga-columna, para los ejem- 
plos de longitud 

No. 4 flejes de desarrollo de las barras. 

fácilmente para las combinaciones usuales de resistencia de materiales, barras inferiores o superio- 
res y para las restricciones en espaciamiento de las barras, recubrimientos y acero transversal defi- 
nido?. Los resultados se dan en la tabla A.ll del apéndice A. 

Independientemente de si la longitud de desarrollo se calcula utilizando la ecuación básica 
(5.3) o las ecuaciones aproximadas (5 .4~)  y (5.4b), la longitud de desarrollo puede reducirse cuan- 
do  el refuerzo de un elemento a flexión es superior al requerido por análisis, excepto cuando se 
requiere específicamente anclaje o desarrollo pa ra4  o cuando el refuerzo se diseña en una zona de 
alta amenaza sísmica. Según el Código ACI, la reducción se realiza de acuerdo con la relación 
(A, requeridalA,, suministrada). 

Ejemplo 5.1. Longitud de desarrollo a tensión. La figura 5.8 presenta una unión viga-columna en un 
pórtico continuo de un edificio. Con base en el análisis de pórtico, el acero negativo requerido en el 
extremo de la viga es 2.90 pulg2; se utilizan dos barras No 11, que proporcionan unA, = 3.12 pulg2. Las 
dimensiones de la viga son b = 10 pulgadas, d = 18 pulgadas y h = 21 pulgadas. El diseño incluirá 
estribos No. 3 espaciados de 4 a 3 pulgadas, seguidos por un espaciamiento constante de 5 pulgadas en 
la zona de apoyo, con un recubrimiento libre de 1.5 pulgadas. Se utilizará concreto de densidad nor- 
mal con fi = 4000 lb/pulg2 y refuerzo con fy = 60,000 lb/pulg2. Determine la distancia mínima ld para 
la cual las barras negativas pueden interrumpirse, con base en el desarrollo del área de acero requeri- 
da en la cara de la columna (a) utilizando las ecuaciones simplificadas de la tabla 5.1; (b) utilizando la 
tabla A.ll, del apéndice A, y (c) utilizando la ecuación básica (5.3). 

Solución Al revisar el espaciamiento lateral de las barras No. 11 se encuentra que la distancia libre 
entre barras es 10 - 2(1.50 + 0.38 +1.41) = 3.42 pulgadas o 2.43 veces el diámetro de la barra db. El 
recubrimiento libre de las barras No. 11 hasta la cara lateral de la viga es 1.50 + 0.38 = 1.88 pulg, o 
1.33 diámetros de barra, y aquélla hasta la parte superior de la viga es 3.00 - 1.4112 = 2.30 pulgadas, o 
1.63 diámetros de barra. Las ecuaciones cumplen las restricciones establecidas en la segunda fila de la 
tabla 5.1. Entonces, para las barras superiores no recubiertas y utilizando concreto de densidad nor- 
mal, se tienen los valores de a = 1.3, /3 = 1.0 y A. = 1.0, a partir de la tabla 5.1: 

y la longitud de desarrollo es ld = 62 x 1.41 = 87 pulgadas. Este valor puede reducirse por la relación 
del acero requerido a aquél suministrado, de manera que la longitud de desarrollo final es 87 x 2.901 
3.12 = 81 pulgadas. 

t Observe que por conveniencia se utiliza el término de barra superior para cualquier barra de refuerzo horizontal colocada con más de 12 
pulgadas de concreto fresco fundido por debajo de la longitud de desarrollo o empalme. Esta definición puede exigir que barras relativamen- 
te cercanas a la parte inferior de elementos altos deben tratarse como barras superiores. 
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Alternativamente, a partir de la parte inferior de la tabla A l l ,  ldldb = 62. La longitud requerida 
hasta el punto de corte es 62 x 1.41 X 2.9013.12 = 81 pulg como antes. 

Se utilizará ahora la ecuación más precisa (5.3). El desplazamiento de centro a centro dentro de 
las barras No. 11 es 10 - 2(1.50 + 0.38 + 1.4112) = 4.83, la mitad de lo cual es 2.42 pulgadas. El 
recubrimiento lateral hasta el centro de la barra es 1.50 + 0.38 + 1.4112 = 2.59 pulgadas y el recubri- 
miento superior es 3.00 pulgadas. La más pequeña de estas tres controla, y c = 2.42 pulgadas. El 
fracturamiento potencial ocurriría en el plano horizontal de las barras y en el cálculo de A, se utiliza 
dos veces el área de la barra de los estribos?. Con base en los estribos No. 3 espaciados a 5 pulgadas: 

Este valor es menor que el valor límite de 2.5. Entonces, a partir de la ecuación (5.3): 

y la longitud de desarrollo requerida es 40 x 1.41 x 2.9013.12 = 52 pulgadas en lugar del valor de 81 
pulgadas ya determinado. Claramente la utilización de la ecuación más precisa 5.3 permite una reduc- 
ción considerable de la longitud de desarrollo. Aunque su uso exige mucho más tiempo y esfuerzo, 
ésta queda justificada si el diseño se repite muchas veces en la estructura. 

ANCLAJE DE BARRAS SOMETIDAS A TENSIÓN MEDIANTE GANCHOS 

a. Dimensiones estándar 
Para el caso en que el esfuerzo de tensión deseado en la barra no pueda desarrollarse únicamente 
por adherencia, es necesario suministrar anclaje especial en los extremos de la barra, a menudo con 
ganchos a 90° o a 180°. Las dimensiones y radios de doblamiento para estos ganchos se han estan- 
darizado en el Código ACI 7.1, como sigue (ver la figura 5.9): 

1. Un doblez a 180° más una extensión mínima de longitud igual a 4 diámetros de barra, pero no 
menor que 2 pulg en el extremo libre de la barra, o 

2. Un doblez a 90° más una extensión mínima de longitud igual a 12 diámetros de barra en el 
extremo libre de la barra, o 

3. Para el anclaje de estribos y flejes solamente: 
(a) Para barras No. 5 y menores, un doblez a 90° más una extensión mínima de longitud igual a 

6 diámetros de barra en el extremo libre de la barra, o 
(b) Para barras Nos. 6,7 y 8, un doblez a 90° más una extensión mínima de longitud igual a 12 

diámetros de barra en el extremo libre de la barra, o 
(c) Para barras No. 8 y menores, un doblez a 1 3 5 O  más una extensión mínima de longitud igual 

a 6 diámetros de barra en el extremo libre de la barra. 

El diámetro mínimo de doblamiento medido en la parte interior de la barra para ganchos 
estándar diferentes de los de estribos o flejes de tamaño No. 3 hasta el No. 5, no debe ser menor 
que los valores dados en la tabla 5.2. Para ganchos de estribos y flejes con barras No. 5 y menores, 
el diámetro interior de doblamiento no debe sermenor que 4 diámetros de barra, según el Códi- 
go ACI. 

Cuando se utilizan mallas electrosoldadas de alambre (con alambre liso o corrugado) para 
estribos o flejes, el diámetro interior de doblamiento no debe ser menor que 4 diámetros de 

5 Si hubiese controlado el recubrimiento superior, el plano de fracturamiento potencial sería vertical y se hubiese utilizado una vez el área de 
la barra del estribo en el cálculo de A,. 
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--lb db 

(b) 

FIGURA 5.9 
Ganchos estándar para barras: (a) refuerzo principal; (b)  estribos y flejes. 

TABLA 5.2 
Diámetros mínimos de doblamiento para ganchos estándar 

Denominación de la barra Diámetro mínimo 

Nos. 3 a 8 
Nos. 9,10 y 11 
Nos. 14 v 18 

6 diámetros de barra 
8 diámetros de barra 

10 diámetros de barra 

alambre si éste es corrugado y de diámetro mayor al calibre D6, y que 2 diámetros de alambre 
para todos los demás. Dobleces con diámetros interiores menores que 8 diámetros de alambre 
no deben estar a distancias menores que 4 diámetros de alambre desde la intersección soldada 
más cercana. 

b. Longitud de desarrollo y factores de modificación para barras con ganchos 
Las barras con ganchos se resisten a ser extraídas del concreto mediante la acción combinada de la 
adherencia a lo largo de la longitud recta de la barra que llega hasta el gancho y de anclaje directo 
provisto por el mismo. Los ensayos indican que la principal causa de falla de las barras con ganchos 
sometidos a tensión es el fracturamiento del concreto en el plano del gancho. Este fracturamiento 
se produce por los esfuerzos muy altos en el concreto dentro del gancho; estos esfuerzos están 
influidos en especial por el diámetro de la barra db para determinada fuerza de tensión y por el 
radio de la barra doblada. Se ha encontrado que la resistencia al fracturamiento depende del recu- 
brimiento de concreto para la barra con gancho, medida lateralmente desde el borde del elemento 
hasta la barra, en dirección perpendicular al plano del gancho, y medida desde el punto donde éste 
empieza hasta la parte superior (o inferior) del elemento, en dirección paralela al plano del gan- 
cho. Si se requiere que estas distancias sean pequeñas, la resistencia del anclaje puede aumentarse 
sustancialmente proporcionando acero de confinamiento mediante estribos cerrados o flejes. 

www.elsolucionario.org
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Sección crítica -m~: 
db para 

db para 

db para 

barras Nos. 3 a 8 

barras Nos. 9 a 11 

barras Nos. 14 y 18 

FIGURA 5.10 
Detalles del refuerzo para el desarrollo de ganchos estándar. 

Las disposiciones del Código ACI 12.5 para barras con ganchos sometidas a tensión se funda- 
mentan en las investigaciones descritas en las referencias 5.8 y 5.9. Los requisitos del Código tienen 
en cuenta la contribución combinada de la adherencia a lo largo de la parte recta de la barra que 
llega hasta el gancho, más el anclaje que suministra el gancho. Se define una longitud de desarrollo 
total ldh como se ilustra en la figura 5.10, que se mide desde la sección crítica hasta el punto más 
lejano de la barra, en dirección paralela a la parte recta de la barra. Según la figura 5.9, la longitud 
básica de desarrollo para barras con ganchos estándar de& = 60,000 1b/pulg2 es 

La longitud de desarrollo básica debe multiplicarse por el factor o los factores de modificación 
aplicables que se resumen en la tabla 5.3 para determinar la longitud de desarrollo ldh, que debe 
utilizarse en el diseño. Estos factores se combinan según su aplicabilidad; es decir, si se proporcio- 
na un recubrimiento lateral de por lo menos de 2 4  pulg para ganchos de 180°, y si además se 
colocan flejes, la longitud básica de desarrollo se multiplica por el producto de 0.7 y 0.8. En cual- 
quier caso, la longitud ldh no debe ser menor que 8 diámetros de barra ni menor que 6 pulg. 

El acero de confinamiento transversal es esencial cuando se desea desarrollar la resistencia 
completa de la barra en situaciones eq que haya un confinamiento mínimo de concreto, por ejem- 
plo, cuando se requieren ganchos en los extremos de una viga simplemente apoyada (ver la figura 
5.11) o cuando una viga de una estructura continua empata con una columna de borde y no conti- 
núa más allá de ésta (ver la referencia 5.11). Conforme al Código ACI 12.5.4, para barras con 
ganchos en los extremos discontinuos de elementos con recubrimientos, tanto lateral como supe- 
rior e inferior, menores que 2 $ pulg, como se ilustra en la figura 5.11, los ganchos deben encerrarse 
con estribos cerrados o flejes a lo largo de toda la longitud de desarrollo. El espaciamiento del 
acero de confinamiento no debe exceder tres veces el diámetro de la barra con gancho. En estos 
casos no puede aplicarse el factor 0.8 de la tabla 5.3. 

c. Anclajes mecánicos 

En algunos casos especiales, por ejemplo en los extremos del refuerzo a flexión principal en vigas 
de gran altura, no hay espacio suficiente para los ganchos o para el acero necesario d~ confina- , 

miento y deben utilizarse dispositivos especiales de anclaje mecánico. Éstos pueden ser platinas 
soldadas o dispositivos fabricados que deben someterse a ensayos para determinar si son adecua- 
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TABLA 5.3 
Longitudes de desarrollo para barras corrugadas a tensión 
que terminan en ganchos 

A. Longitud de desarrollo básica lkb para barras 1200db 
con ganchos con& = 60,000 lb/pulg2 E 

B. Factores de modificación que deben aplicarse a lkb 

Barras con& diferente de 60,000 Ib/pulg2 

Para barras No. 11 y menores, con recubrimiento lateral 
no menor que 2$ y para ganchos a 90" con 
recubrimiento en la extensión después del gancho 
no menor que 2 pulg. 

Para barras No. 11 y menores, cuando el gancho está 
rodeado vertical y horizontalmente por flejes o estribos 
a todo lo largo de la longitud de desarrollo l,, con un 
espaciamento no mayor que 3db 0.8 

Refuerzo en exceso con respecto al requerido 
por análisis A, suministrado 

Concreto con agregados livianos 1.3 

Ganchos en barras con recubrimiento epóxico 1.2 

Flejes u 
Barra oara sdooite I 

1" Recubrimiento menor que 2- 
2 

menor que 2- 
2 

FIGURA 5.11 
Requisitos de refuerzo transversal en extremos discontinuos de elementos 
con recubrimientos pequeños. 

dos. Cuando se utilizan estos dispositivos, el desarrollo del refuerzo puede obtenerse combinando 
la contribución de la adherencia a lo largo de la longitud de la barra que llega hasta la sección 
crítica con la dada por el anclaje mecánico; es decir, la resistencia total es la suma de las dos partes. 

Ejemplo 5.2. Desarrollo de barras con ganchos sometidas a tensión. Con referencia a la unión viga- 
columna ilustrada en la figura 5.8, las barras negativas No.11 deben extenderse dentro de la columna y 
terminar en un gancho estándar a 90°, manteniendo una distancia libre de 2 pulg hasta la cara externa 
de la columna. El ancho de la columna en dirección del ancho de la viga es 16 pulg. Determine la 
longitud mínima que debe empotrarse el gancho desde la cara de la columna y especifique los detalles 
del gancho. 
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Solución. La longitud de desarrollo básica para las barras con gancho, medida a lo largo de la barra 
desde la sección crítica hasta la cara más alejada del gancho vertical, está determinada por la ecuación 
(5.5): 

lM = 
1200 X 1.41 

m = 27 pulg 

En este caso, el recubrimiento lateral para las barras No.11 sobrepasa las 2.5 pulg y el recubrimiento 
más allá de la barra doblada es adecuado, de manera que puede aplicarse un factor de modificación de 
0.7. El único factor adicional aplicable es el correspondiente a refuerzo en exceso que resulta igual a 
0.93, lo mismo que en el ejemplo 5.1. De acuerdo con esto, la longitud de desarrollo mínima para las 
barras con gancho es: 

Ldh = 27 x 0.7 X 0.93 = 18 pulg 

Con una distancia disponible de 21 - 2 = 19 pulg, la longitud requerida está dentro de la columna. El 
gancho debe doblarse con un diámetro mínimo de 8 x 1.41 = 11.28 pulg; se especifica entonces un 
radio de doblamiento de 6 pulg. La barra continuará en la dirección vertical con una longitud de 12 
diámetros de barra, o sea, 17 pulg más allá del final del doblez. 

REQUISITOS DE ANCLAJE PARA REFUERZO EN EL ALMA 
Los estribos deben llevarse tan cerca como sea posible de las caras a compresión y a tensión de laviga 
y debe darse especial atención a un anclaje apropiado. El modelo de armadura (ver la sección 4.8 y la 
figura 4.18) para el diseño del refuerzo a cortante sugiere el desarrollo de puntales a compresión en 
diagonal, cuyas fuerzas se equilibran cerca de las partes superior e inferior de la viga con las fuerzas 
de los elementos en el alma que están sometidos a tensión (es decir, los estribos). Así que, para el 
estado de cargas mayoradas, los estribos deben generar su resistencia a la tensión para casi toda su 
altura. Es evidente que esto resulta imposible de lograr con la longitud de desarrollo, razón por la 
cual normalmente se colocan ganchos a 90° o 135O en el extremo superior de los estribos (ver la figura 
5.9b para los detalles del gancho estándar) y en la parte inferior se doblan a 90° para pasar alrededor 
del refuerzo longitudinal. Para luces simples o en la zona de flexión positiva de luces continuas, donde 
no se requieren barras superiores para los efectos de la flexión, tienen que utilizarse barras de apoyo 
para los estribos. Éstas son con frecuencia de los mismos diámetros que los estribos y no sólo mejoran 
el anclaje de los ganchos, sino que también facilitan la fabricación del cajón de refuerzo manteniendo 
los estribos en su posición durante el vaciado del concreto. 

El Código ACI 12.13 incluye disposiciones especiales para el anclaje delxefuerzo en el alma. 
Los extremos de los estribos de una sola rama, con forma simple en U o estribos múltiples en U 
deben anclarse mediante alguno de los siguientes métodos: 

1. Para barras No. 5 y menores y para barras Nos. 6, 7 y 8 con4  de 40,000 lb/pulg2 o menos, un 
gancho estándar alrededor del refuerzo longitudinal, como se ilustra en la figura 5.12~. 

2. Para estribos Nos. 6,7 y 8 con4 mayor que 40,000 lb/pulg2, un gancho estándar alrededor de la 
barra longitudinal más un empotramiento entre la mitad de la altura del elemento y el extremo 
externo del gancho igual o mayor que 0.014db fy/C pulg, como se muestra en la figura 5.1%. 

El Código ACI 12.13 especifica, además, que entre los extremos anclados, cada doblez en el 
tramo continuo de un estribo en forma de U simple o múltiple, debe encerrar una barra longitudinal 
como se indica en la figura 5.12~. Las barras longitudinales dobladas para actuar como refuerzo a 
cortante, si se extienden dentro de una región sometida a tensión, deben ser continuas con el re- 
fuerzo longitudinal y, si se extienden dentro de una región sometida a compresión, deben anclarse 
cuando pasen de la mitad de la altura d/2 como se especifica para la longitud de desarrollo. Parejas 
de estribos en U o de flejes, colocadas de manera que formen una unidad cerrada, pueden conside- 
rarse como adecuadamente empalmadas cuando se deje una longitud de traslapo de 1.31d, como se 
ilustra en la figura 5.12d. 
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FIGURA 5.12 
Requisitos del ACI para anclaje de estribos: (a) estribos No. 5 y menores y estribos Nos. 6 ,7  y 8 
con! mayor que 40,000 Ib/pulg2; (b)  estribos Nos. 6 ,7  y 8 con esfuerzo de fluencia mayor que 
40,0{0 lb/pulg2; (c) viga ancha con estribos en U de ramas múltiples; (d) pares de estribos en U 
formando una unidad cerrada. Ver la figura 5.9 para los detalles opcionales del gancho estándar. 

El Código ACI incluye otras disposiciones relacionadas con la utilización de mallas 
electrosoldadas de alambre que se utilizan en algunos casos para refuerzo en el alma de vigas de 
concreto prefabricadas y preesforzadas. 

MALLAS ELECTROSOLDADAS DE ALAMBRE 
Las mallas electrosoldadas de alambre corrugado o liso se utilizan comúnmente como refuerzo a 
tensión para losas en una o dos direcciones y para otros tipos de elementos (ver la sección 2.14). 
Para mallas de alambre cormgado, una parte del anclaje se asigna a los alambres soldados que se 
cruzan y otra parte a la longitud de desarrollo del alambre corrugado. Según el Código ACI 12.7, la 
longitud de desarrollo básica para mallas de alambre corrugado, medida desde la sección crítica 
hasta el extremo del alambre, se calcula como el producto de la longitud de desarrollo Id de la tabla 
5.1, o a partir de la ecuación (5.3) que resulta más precisa, y de los factores de modificación apro- 
piados relacionados con esta ecuación, excepto que para el factor de recubrimiento con epóxicop 
debe tomarse un valor de 1.0 y la longitud de desarrollo no debe ser menor que 8 pulg. 
Adicionalmente, para mallas electrosoldadas de alambre corrugado con al menos un alambre trans- 
versal dentro de la longitud de desarrollo y a no menos de 2 pulgadas desde el punto de la sección 
crítica, puede aplicarse en factor de malla de alambre igual al mayor entre 

donde S, es el espaciamiento lateral de los alambres que deben anclarse; este factor no necesita ser 
mayor que 1.0. Para mallas electrosoldadas de alambre corrugado sin alambres transversales den- 
tro de la longitud de desarrollo o con un solo alambre transversal a menos de 2 pulgadas del punto 
de la sección crítica, el factor de malla de alambre debe tomarse igual a 1.0 y la longitud de desarro- 
llo debe determinarse como aquélla correspondiente al alambre corrugado. 

Para mallas de alambre liso se considera que dos alambres transversales, con el alambre más 
cercano a no menos de 2 pulgadas de la sección crítica, proporcionan el anclaje necesario para el 
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desarrollo. Sin embargo la longitud de desarrollo medida desde la sección crítica hasta el alambre 
transversal más externo, no debe ser menor que 

conforme al Código ACI 12.8, donde A, es el área de la sección transversal de un alambre indivi- 
dual que debe desarrollarse o empalmarse. Pueden aplicarse los factores de modificación relacio- 
nados con refuerzo en exceso y con concretos livianos, pero ld no debe ser menor que 6 pulg para 
las mallas de alambre liso. 

DESARROLLO DE BARRAS A COMPRESIÓN 
En varias circunstancias puede ser necesario que el refuerzo desarrolle su resistencia a la compre- 
sión por empotramiento; por ejemplo, cuando las barras de las columnas transfieren su parte de la 
carga a la zapata de apoyo o cuando se hacen empalmes traslapados con barras a compresión en 
columnas (ver la sección 5.11). Para el caso de barras a compresión, una parte de la fuerza total se 
transfiere por adherencia a lo largo de la longitud de desarrollo y otra parte se transfiere por apoyo 
de los extremos de las barras sobre el concreto. Puesto que el concreto circundante está relativa- 
mente libre de grietas, y gracias al efecto benéfico del apoyo del extremo, se permiten longitudes 
básicas de desarrollo menores para barras a compresión que para barras a tensión. Si existe acero 
de confinamiento transversal, como refuerzo en espiral en columnas o acero en espiral especial 
alrededor de barras individuales, puede reducirse más la longitud de desarrollo para las barras a 
compresión con respecto a las de tensión. Ganchos como los que aparecen en la figura 5.9 no son 
efectivos para transferir las fuerzas de compresión de las barras al concreto y, si están presentes por 
alguna otra razón, no deben tenerse en cuenta cuando se determine la longitud requerida de 
empotramiento. 

La ecuación para la longitud de desarrollo básica de barras en compresión (Código ACI 
12.3) es 

pero no menor que 0.0003 dbfy. Los factores de modificación que se resumen en la parte B de la 
tabla 5.4 se aplican, según corresponda, a la longitud de desarrollo básica de barras a compresión 
para obtener la longitud de desarrollo ld que debe utilizarse en el diseño. Según el Código ACI, en 
ningún caso ld debe ser menor que 8 pulg. Las longitudes de desarrollo básicas y modificadas para 
barras a compresión están determinadas en la tabla A. 12 del apéndice A. 

TABLA 5.4 
Longitudes de desarrollo para barras corrugadas a compresión 

A. Longitud de desarrollo básica ldb 

B. Factores de modificación que deben aplicarse a Id* 

Refuerzo en exceso con respecto al requerido A, requerido 
por análisis A, suministrado 

Refuerzo encerrado con refuerzo en espiral, con 
diámetro no menor que 114 de pulg y con un paso 
no mayor que 4 pulg o encerrado por flejes No. 4 
espaciados no más que 4 pulg entre centros 0.75 
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BARRAS EN PAQUETE 

Como se indicó en la sección 3.6c, resulta ventajoso en algunos casos "empaquetar" el refuerzo a 
tensión de vigas grandes en dos, tres o cuatro barras en contacto, con el fin de mejorar el vaciado 
del concreto alrededor y entre los paquetes de barras. Los paquetes de barras comunes tienen 
formas triangulares o de L cuando son de tres barras, y cuadradas cuando se utilizan cuatro. Cuan- 
do se cortan barras de un paquete de éstas, los puntos de corte de las barras individuales deben 
escalonarse a distancias por lo menos de 40 diámetros. La longitud de desarrollo de las barras 
individuales dentro de un paquete, tanto para tensión como para compresión, es la de la barra 
individual aumentada en un 20 por ciento para paquetes de tres barras y en 33 por ciento para 
paquetes de cuatro barras, con el fin de tener en cuenta la posible deficiencia de la adherencia en 
el interior del grupo de barras. 

PUNTOS DE CORTE Y DOBLAMIENTO DE BARRAS EN VIGAS 

En el capítulo 3 se analizaron los momentos, los esfuerzos de flexión, las dimensiones de la sección 
de concreto y las áreas de las barras longitudinales en las secciones críticas a momento de vigas. 
Estas secciones críticas a momento están ubicadas, por lo general, en la cara de los apoyos (flexión 
negativa) y cerca del centro de la luz (flexión positiva). Ocasionalmente se utilizan elementos 
acartelados con altura o ancho variables, de manera que la capacidad a flexión del concreto coinci- 
da mejor con la variación del momento flector a lo largo de la luz o de la serie de luces. Sin embar- 
go, a menudo, se usan vigas prismáticas con dimensiones constantes de la sección transversal de 
concreto para simplificar el trabajo de formaletería y reducir así los costos. 

Por otro lado, las necesidades de acero pueden variarse fácilmente de acuerdo con los requi- 
sitos para flexión, y es práctica común, bien sea cortar las barras donde no se requieran más para 
resistir los esfuerzos o, en algunos casos de vigas continuas, doblar hacia arriba el acero inferior 
(usualmente a 45O) de modo que éste sirva como refuerzo a tensión en la parte superior de la viga 
en los puntos de apoyo. 

a. Puntos teóricos de corte o doblamiento 

La fuerza de tensión que debe resistir el refuerzo en cualquier sección transversal es 

donde M es el valor del momento flector en esa sección yz es el brazo de palanca interno del momen- 
to resistente. El brazo de palanca z varía apenas dentro de límites muy estrechos y nunca es menor 
que el valor en la sección de máximo momento. En consecuencia, la fuerza de tensión puede suponerse 
con buena precisión como directamente proporcional al momento flector. Puesto que es conveniente 
diseñar de manera que el acero a lo largo de toda la viga esté lo más esforzado posible, se puede 
concluir que el área necesaria de acero es casi proporcional al momento flector. 

Para ilustrar lo anterior se puede utilizar el diagrama de momentos para la viga de una sola luz 
cargada uniformemente que se presenta en la figura 5.13a, como un diagrama de requisito del acero. 
Para la sección de máximo momento se necesita el cien por ciento del acero a tensión (se puede 
descontinuar o doblar el cero por ciento) mientras que en los apoyos, se requiere teóricamente el 
cero por ciento del acero (el cien por ciento puede descontinuarse o doblarse). El porcentaje de 
barras que pueden descontinuarse en otros puntos a lo largo de la luz se obtiene en forma directa 
a partir del diagrama de momento delineado a escala. Para facilitar la determinación de los puntos 
de corte o doblamiento para luces simples se ha preparado el gráfico A.2 del apéndice A. Éste 
representa la mitad del diagrama de momentos para una luz simple cargada de modo uniforme. 
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Diagrama 
de momentos 
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Puntos teóricos de corte - p a r a l d e  A, - 2 
+ Puntos teóricos de corte 

para 1 de A, adicional 
. * 

3 
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Diagrama para el 
momento máximo 

-- 

FIGURA 5.13 
Puntos de corte de barras a partir de los diagramas de momento. 

Para determinar los puntos de corte y doblamiento para vigas continuas, se esquematizan los 
diagramas de momento resultantes de las distribuciones de carga que producen máximos momen- 
tos en la luz y en el apoyo. Lo anterior produce una envolvente de momentos que define el interva- 
lo de valores de momento en cualquier sección. Los puntos de corte o doblamiento pueden 
determinarse a partir de la curva apropiada de momento como en el caso de luces simples. La 
figura 5.13b ilustra, por ejemplo, una viga continua con una envolvente de momentos producto de 
la aplicación de cargas alternas para producir los momentos máximos en la luz y en los apoyos. En 
la figura se indica la localización de los puntos para los cuales, en teoría, puede descontinuarse el 
50 por ciento del acero superior e inferior. 

De acuerdo con el Código ACI 8.3, las vigas continuas de concreto reforzado, uniformemente 
cargadas y con luces casi uniformes, pueden diseñarse utilizando coeficientes de momento (ver la 
tabla 11.1). Estos coeficientes, análogos a las constantes numéricas en la expresión ~ W L ~  para el 
máximo momento flector en vigas simples, dan una aproximación conservadora de los momentos en 
la luz y en los apoyos para vigas continuas. Cuando se utilizan estos coeficientes en el diseño, los 
puntos de doblamiento pueden determinarse en forma conveniente a partir del gráfico A3 del apén- 
dice A. Las curvas de momento, correspondientes a los diferentes coeficientes de momento en la luz 
y en los apoyos, están determinadas en la parte superior e inferior de la gráfica, respectivamente. 

De otra parte, si los momentos se determinan mediante un análisis de pórtico, en vez de 
utilizar los coeficientes de momento del Código ACI, la localización a lo largo de la luz donde el 
momento flector se reduce a cualquier valor particular (por ejemplo, en el caso en que se recortan 
barras de un grupo) o el valor cero, se calcula fácilmente mediante estática. 
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b. Aspectos prácticos y requisitos del Código ACI 
En realidad, en ningún caso el acero de tensión debe descontinuarse en el punto teórico descrito. 
Como se expone en la sección 4.4 y en la figura 4.9, cuando se forman grietas de tensión diagonal se 
presenta una redistribución interna de las fuerzas en la viga. Antes del agrietamiento, la fuerza de 
tensión en el acero en cualquier punto es proporcional al momento en la sección vertical que pasa 
por este punto. Sin embargo, una vez que se forma la grieta, la fuerza de tensión en el acero en la 
grieta es controlada por el momento en una sección más cercana al centro de la luz, que puede ser 
mucho mayor. Además, el diagrama de momento real puede diferir del utilizado como base del 
diseño, por la aproximación en las cargas reales, por las aproximaciones analíticas, o por el efecto 
superpuesto de asentamientos o cargas laterales. Según esto, el Código ACI 12.10 exige que todas 
las barras deben extenderse una distancia por lo menos igual a la altura efectiva de la viga o a 12 
diámetros de la barra (la mayor) más allá del punto en el cual, en teoría, ya no se requiere para 
resistir esfuerzos. 

Asimismo, es necesario que el esfuerzo calculado en el acero en cada sección pueda desarro- 
llarse mediante una longitud adecuada de empotramiento o un anclaje en el extremo, o una com- 
binación de los dos. Para el caso frecuente en que no se utiliza anclaje especial en el extremo de la 
barra, debe dejarse la longitud completa de desarrollo Id más allá de las secciones críticas que 
presentan esfuerzos picos en las barras. Estas secciones críticas están localizadas en los puntos de 
momento máximo y en aquéllos donde el refuerzo adyacente interrumpido no se requiere más para 
resistir la flexiónt. 

Además de cubrir la posibilidad de un cambio en la ubicación del esfuerzo pico, el Código 
ACI 12.11 exige que por lo menos un tercio del acero para momento positivo (un cuarto para luces 
continuas) debe continuarse sin interrupción a lo largo de la misma cara de la viga y debe penetrar 
en el apoyo una distancia por lo menos igual a 6 pulg. Cuando un elemento a flexión es parte de un 
sistema principal de resistencia a cargas laterales, se requiere que el refuerzo para momento posi- 
tivo se extienda dentro del apoyo y quede anclado en forma que permita desarrollar la resistencia 
a la fluencia de las barras en la cara del apoyo, para tener en cuenta así la posibilidad de la inver- 
sión de los momentos en los apoyos. Según el Código ACI 12.12, por lo menos un tercio del refuer- 
zo total suministrado para momento negativo en el apoyo debe extenderse una distancia por lo 
menos igual a un dieciseisavo de la luz libre, o d, o 12db, la mayor, más allá de la posición extrema 
del punto de inflexión. 

Los requisitos para la localización de puntos de corte de barras o de doblamiento se resumen en 
la figura 5.14. Si se van a cortar las barras negativas L, éstas deben extenderse una longitud completa 
de desarrollo ld más allá de la cara del apoyo. Asimismo, deben prolongarse una distancia d o 12db 
más allá del punto teórico de corte definido con el diagrama de momento. Las barras negativas 
restantes M (por lo menos un tercio del área negativa total) deben extenderse por lo menos ld más 
allá del punto teórico de corte de las barras L y también deben prolongarse una distanciad, 12db o 
1,116 (la que sea mayor) más allá del punto de inflexión del diagrama de momento negativo. 

Si se van a cortar las barras positivas N, éstas deben proyectarse una longitud Id más allá del 
punto de máximo momento teórico, al igual que d o 12db más allá del punto de corte determinado 
a partir del diagrama de momento positivo. Las restantes barras positivas O deben extenderse una 
longitud Id más allá del punto teórico de corte de las barras N y entrar por lo menos 6 pulg desde la 
cara del apoyo. 

t El Código ACI es ambiguo con referencia a si la longitud de extensión d o 12db debe sumarse a la longitud requerida de desarrollo Id. El 
comentario del Código presenta un punto de vista según el cual estos requisitos no tienen que superponerse y la figura 5.14 se ha preparado 
con base en éste. Sin embargo, la argumentación presentada anteriormente, relacionada con el posible desplazamiento de las curvas de 
momento o de las curvas de distribución del refuerzo del acero, lleva a la conclusión de que estos requisitos deben superponerse. En estos 
casos, cada barra se debe continuar una distancia Id más la mayor entre d y 12 d,,, más allá del punto de máximo esfuerzo. 
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FIGURA 5.14 
Requisitos del Código ACI para el corte de barras. 

Cuando se recortan barras en zonas a tensión, existe una tendencia hacia la formación de 
grietas prematuras de flexión y de tensión diagonal en la vecindad del extremo cortado. Esto puede 
generar una reducción de la capacidad a cortante y una pérdida de la ductilidad global de la viga. El 
Código ACI 12.10 exige algunas precauciones especiales, que especifican que ninguna barra de 
flexión puede terminarse en una zona a tensión a menos que se satisfaga una de las siguientes 
condiciones: 

1. El cortante no está por encima de los dos tercios del que se permite normalmente, incluyendo la 
participación del refuerzo a cortante si existe. 

2. Se colocan estribos en exceso con respecto a los que por lo general se exigen, a lo largo de una 
distancia igual a t d  más allá de cada barra interrumpida y medida desde el punto de corte. 
Estos estribos "de unión" deben suministrar un área A, tal que A,fy /b,,,s no sea menor que 60 
lblpulg2. Asimismo, el espaciamiento de los estribos no debe exceder d/8bb, donde bb es la rela- 
ción entre el área de las barras cortadas y el área total de las barras en la sección. 

3. Las barras que continúan, si son No. 11 o menores, suministran el doble del área requerida a 
flexión en ese punto y el cortante no excede tres cuartos del valor permitido. 

Como alternativa al corte del acero, las barras de tensión pueden anclarse doblándolas a 
través del alma y haciéndolas continuas con el refuerzo en la cara opuesta. Aunque esto acarrea 
dificultades en el despiece y en la colocación del acero, que además incrementa los costos de cons- 
trucción, algunos ingenieros prefieren esta distribución por la seguridad adicional que se logra 
contra la propagación de grietas de tensión diagonal. En algunos casos, en particular para *gas de 
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relativa gran altura, en las cuales un alto porcentaje del acero total en la parte inferior debe doblar- 
se, puede ser imposible localizar el punto de doblamiento para las barras inferiores lo suficiente- 
mente lejos del apoyo como para que las mismas barras cumplan los requisitos del acero superior. 
Los puntos teóricos de doblamiento deben revisarse de manera cuidadosa, tanto para el acero 
inferior como para el superior. 

Puesto que la determinación de los puntos de corte o doblamiento puede ser ostensiblemente 
tediosa, en particular para pórticos analizados mediante métodos elásticos en vez de hacerlo con 
los coeficientes de momento, muchos diseñadores especifican los puntos de corte o doblamiento 
de las barras en puntos definidos más o menos de manera arbitraria que por experiencia han de- 
mostrado su seguridad. Para luces aproximadamente iguales y cargadas de modo uniforme en las 
cuales no se corta o dobla más de la mitad del acero a tensión, resultan satisfactorios los puntos de 
corte ilustrados en la figura 5.15. Observe en esta figura que la viga en el apoyo exterior a la iz- 
quierda se indica como simplemente apoyada. Si la viga es monolítica con la columna exterior o 
con un muro de concreto en un extremo, los detalles para una luz interior típica pueden utilizarse 
de igual manera paia la luz extrema. 

c. Requisitos especiales cerca del punto de momento cero 
Aunque el requisito básico para el refuerzo a tensión por flexión es que se suministre una longitud 
completa de desarrollo Id más allá del punto donde se supone que la barra está sometida al esfuer- 
zo&, este requisito puede no ser suficiente para mantener la seguridad contra falla de adherencia. 
La figura 5.16 muestra los diagramas representativos de momento y cortante de una viga continua 
cargada uniformemente. Las barras positivas colocadas para resistir el máximo momento positivo 

FIGURA 5.15 
Puntos estándar de corte y doblamiento para barras en luces aproximadamente 
iguales con cargas distribuidas de manera uniforme. 
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en c deben tener una longitud completa de desarrollo más allá del punto c, medida en dirección de 
la disminución del momento. Entonces, en el caso límite, ld podrá ser exactamente la distancia 
desde el punto c hasta el de inflexión. Sin embargo, si se cumpliera con este requisito, en el punto 
b localizado a media distancia entre c y el de inflexión, estas barras tendrán disponible sólo la mitad 
de su longitud de desarrollo, mientras que el momento estará a tres cuartos de aquél del punto c y, 
por tanto, faltaría por desarrollar tres cuartos de la fuerza de la barra. Esta situación se presenta 
siempre que los momentos, a lo largo de la longitud de desarrollo, sean mayores que aquéllos 
correspondientes a una reducción lineal hasta cero. Por esta razón, el problema es inquietante en 
la región de momento positivo de luces continuas cargadas en forma uniforme, pero no en la región 
de momento negativo. 

La fuerza de adherencia U por unidad de longitud a lo largo del refuerzo a tensión en una 
viga es U = dTldx, donde dT es el cambio en la tensión de la barra en la longitud h. Puesto que 
dT = dMlz, esto puede formularse 

es decir, la fuerza de adherencia por unidad de longitud de la barra, generada por flexión, es pro- 
porcional a la pendiente del diagrama de momento. Con respecto a la figura 5.16a, la máxima 
fuerza de adherencia U en la región de momento positivo estará entonces localizada en el punto de 
inflexión y U disminuirá en forma gradual a lo largo de la viga hacia el punto c. Obviamente, un 
enfoque conservador para evaluar si la adherencia de las barras que continúan hasta el punto de 
inflexión es suficiente (no necesariamente toda el área A,, suministrada para M, en el punto c), 
consistiría en exigir que la resistencia al desprendimiento, la cual se supone que aumenta linealmente 
a lo largo de la barra desde su extremo, estuviera controlada por la máxima tasa de aumento en el 
momento, es decir, la pendiente máxima dMldx del diagrama de momento, que para flexión positi- 
va ocurre en el punto de inflexión. 

A partir de la mecánica elemental, se sabe que la pendiente del diagrama de momento en 
cualquier punto es igual al valor de la fuerza cortante en ese mismo punto. Por consiguiente, con 
referencia a la figura 5.16, la pendiente del diagrama de momento en el punto de inflexión es V,. 
Puede trazarse entonces una línea punteada, tangente a la curva de momento en el punto de in- 
flexión y con pendiente igual al valor de la fuerza cortante V,. Entonces, si M, es la resistencia 
nominal a flexión suministrada por las barras que se extienden hasta el punto de inflexión, y si se 

a b c  

I 
I 

FIGURA 5.16 
Longitud de desarrollo requerida en el punto de inflexión. 
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supone conservadoramente que el diagrama de momento varía linealmente a lo largo de la línea 
punteada tangente hasta la curva real de momento, se puede establecer una distancia a, de acuerdo 
con la relación básica según la cual M,la = Vu así: 

Si las barras en cuestión estuvieran completamente esforzadas a una distancia a a la derecha del 
punto de inflexión, y si el momento disminuyera linealmente hasta el punto de inflexión como lo 
sugiere la línea punteada, entonces el desprendimiento no ocurriría si la longitud de desarrollo ld 
fuera menor que la distancia a. Los momentos reales son menores que los indicados por la línea 
punteada, de modo que se cumple con el requisito de la seguridad. 

Si las barras se extienden más allá del punto de inflexión hacia el apoyo, como se exige en 
todos los casos, entonces esta extensión puede contabilizarse como contribución para satisfacer los 
requisitos de longitud embebida. Arbitrariamente, conforme al Código ACI 12.11, para satisfacer 
estas exigencias puede contarse con una longitud más allá del punto de inflexión, que no sea supe- 
rior al mayor entre la altura de la viga d o 12 veces el diámetro de la barra db. Entonces, el requisito 
para las barras a tensión en los puntos de inflexión es que 

donde M, = resistencia nominal a flexión con el supuesto de que todo el refuerzo de la sección 
está esforzado afy 

Vu = fuerza cortante mayorada en la sección 

1, = longitud empotrada de la barra más allá del punto de momento cero pero sin exceder 
el mayor de d o de 12 db. 

Una situación similar se presenta cerca de los apoyos de luces simples con cargas uniforme- 
mente distribuidas donde se imponen, por consiguiente, requisitos similares. Sin embargo, debido 
a los efectos benéficos de la compresión vertical en el concreto en el extremo de una luz simple- 
mente apoyada, la cual tiende a evitar el fracturamiento y las fallas de adherencia a lo largo de las 
barras, el Código ACI 12.11 permite aumentar el valor de MnlVu, en un 30 por ciento en estos 
casos. Así que, en los extremos de luces simplemente apoyadas, el requisito para el refuerzo a 
tensión es 

La consecuencia de estos requisitos especiales para el punto de momento cero es que, en 
algunos casos, deben utilizarse barras con tamaños menores, para obtener menores valores de ld 
aunque se cumplan los requisitos para el desarrollo más allá del punto de máximo esfuerzo. 

De la revisión de las secciones 5.9b y 5 .9~  resulta evidente que la determinación de los puntos 
de corte y doblamiento en elementos a flexión se hace complicada y puede ser bastante dispendiosa 
en el diseno. Es importante mantener este hecho en perspectiva y reconocer que los costos globales 
de la construcción no aumentarán mucho si algunas barras se dejan un poco más largas de lo abso- 
lutamente necesario, de acuerdo con los cálculos o según las disposiciones del Código ACI. Ade- 
más, la sencillez de la construcción es un objetivo deseado que puede, por sí misma, generar ahorros 
compensatorios en el costo. De acuerdo con esto, muchos ingenieros en la práctica llevan todo el 
refuerzo positivo hasta la longitud requerida de 6 pulg más allá de la cara de los apoyos, y extienden 
todo el refuerzo negativo la distancia requerida más allá de los puntos de inflexión, en vez de 
utilizar puntos escalonados de corte. 
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d. Disposiciones de integridad estructural 
La experiencia con estructuras que han sufrido daño en algún elemento principal de apoyo, por 
ejemplo una columna, debido a un accidente o a una carga anormal, indica que el colapso total 
puede evitarse mediante la adopción de cambios menores en el despiece de las barras. Si parte 
del refuerzo adecuadamente confinado se lleva en forma continua a través de un apoyo, enton- 
ces, aun si ese apoyo sufre daño o es destruido, la acción de catenaria de las vigas puede evitar el 
colapso total. En general, si las vigas tienen aceros inferior y superior que cumplen o exceden los 
requisitos resumidos en las secciones 5.9b y 5 . 9 ~ ~  y si se suministra acero de confinamiento en la 
forma de estribos cerrados, entonces la acción de catenaria casi siempre se garantiza. 

Según el Código ACI 7.13.2, en las vigas perimetrales de la estructura por lo menos la 
sexta parte del refuerzo negativo que se exige en los apoyos y al menos un cuarto del acero 
positivo necesario en el centro de la luz, deben ser continuos alrededor del perímetro y confinar- 
se mediante estribos adecuadamente detallados. Los estribos pueden ser cerrados o pueden 
anclarse alrededor del acero negativo mediante un gancho doblado al menos 135O. Aunque no se 
especifica el espaciamiento de tales estribos, los requisitos de acero cortante mínimo dados en la 
sección 4.5b establecen una guía en las zonas donde el cortante no exige un espaciamiento me- 
nor. Los estribos no necesitan prolongarse a través de las juntas. La continuidad requerida para 
el acero longitudinal puede proporcionarse mediante refuerzo superior empalmado en el centro 
de la luz y refuerzo inferior empalmado cerca de los apoyos, ambos con empalmes a tensión clase 
A (ver la sección 5.11a). 

Para vigas no perimetrales, cuando no se proporcionan estribos según lo descrito en el 
parágrafo anterior, al menos un cuarto del refuerzo para momento positivo requerido en el cen- 
tro de la luz debe ser continuo o debe empalmarse sobre el apoyo con un empalme a tensión 
clase A, y en los apoyos no continuos debe terminar con un gancho estándar. 

Observe que estas disposiciones exigen muy poco acero adicional en la estructura. Otras 
determinaciones del Código ACI exigen que por lo menos la cuarta parte de las barras inferiores 
debe prolongarse hasta 6 pulg dentro de los apoyos; las normas de integridad estructural exigen 
apenas que estas barras sean continuas o se empalmen. De manera similar, otras disposiciones 
exigen que por lo menos la tercera parte de las barras negativas se extienda determinada distan- 
cia mínima más allá del punto de inflexión; las normas de integridad estructural para vigas 
perimetrales exigen sólo que la mitad de estas barras se extienda un poco más y se empalme en 
los centros de las luces. 

EJEMPLO INTEGRADO DE UN DISENO DE VIGAS 
En éste y en los capítulos anteriores se estudiaron diversos aspectos del diseño de vigas de concreto 
reforzado en forma más o menos independiente: primero el diseño a flexión, luego el diseño a 
cortante y, finalmente, la adherencia y el anclaje. El siguiente ejemplo se presenta para demostrar 
cómo los diferentes requisitos para vigas, que en algunos casos presentan conflictos entre sí, se 
pueden satisfacer en un diseño global de un elemento representativo. 

Ejemplo 5.3. Diseño integrado de una viga T. Un sistema de entrepiso consta de vigas T simplemente 
apoyadas, espaciadas a 8 pies entre centros y sostenidas por muros de mampostería de 12 pulg de 
ancho, espaciados a 25 pies entre las caras internas. La distribución general se ilustra en la figura 
5.17~. Una losa monolítica de 5 pulg sostiene una carga viva de servicio uniformemente distribuida de 
165 lb/pie2. Las vigas T, además de la carga de la losa y de su propio peso, deben sostener dos cargas de 
equipo de 16,000 lb aplicadas sobre el alma de la viga T a 3 pies desde el centro de la luz, como se 
muestra. Realice el diseño completo de las vigas T utilizando concreto con una resistencia de 4000 
lb/pulg2 y barras con un esfuerzo de fluencia de 60,000 lb/pulg2. 
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Solución. De acuerdo con el Código ACI, la longitud de la luz debe tomarse igual a la luz libre más la 
altura de la viga, sin exceder la distancia entre los centros de los apoyos. La última disposición contro- 
la en este caso y la luz efectiva es 26 pies. Estimando las dimensiones del alma de la viga en 12 X 24 
pulg, las cargas muertas mayoradas calculadas son 

Losa: 
5 - x 150 x 7 = 440 lblpie 
12 

Viga: 

w = 740 lblpie 

1 . 4 ~ ~  = 1040 lblpie 

La carga viva uniformemente distribuida es 

wl = 165 x 8 = 1310 lblpie 

1 . 7 ~ ~  = 2230 lblpie 

16 klb 16 klb Cargas de equipos 

Vista de elevación Sección A-A 

14.20' 

27.0 klb 27.0 klb 1 

2t-logr l f - 1 1  
, I 2 4estribosen U No. 3 

i t-- 6 Estribos en U No. 3 
I 

(e) 
k 

- 2 No. 

-2 No. 

FIGURA 5.17 
Ejemplo de diseño de una viga T 
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Los factores de mayoración de la carga viva se aplican a las dos cargas concentradas para obtener 
P, = 16,000 x 1.7 = 27,000 lb. Las cargas mayoradas se resumen en la figura 5.17b. 

En lugar de utilizar otros criterios para controlar, las dimensiones del alma de la viga se selec- 
cionan con base en el cortante. Las reacciones a la izquierda y a la derecha bajo la acción de las cargas 
mayoradas son 27.0 + 3.27 x 13 = 69.5 klb. Con una altura efectiva para la viga de 20 pulg, el máximo 
cortante que debe considerarse en el diseño es 69.5 - 3.27(0.50 + 1.67) = 62.4 klb. Aunque el Código 
ACI permite valores para Vs, hasta de 8 E b & ,  esto exigiría una gran cantidad de refuerzo en el 
alma. Se adopta en este caso un límite más bajo de 4 . Con Vc = 2 E b & ,  esto genera un valor 
máximo para Vn = 6 E b & .  Entonces b,,,d = 62,400/(6 x 0.85 m) = 194 pulg2. Se 
seleccionan unas dimensiones para la sección transversal b, = 12 pulg, y d = 18 pulg, que resulta en 
una altura total de la viga de 22 pulg. No es necesario revisar la carga muerta supuesta para la viga. 

De acuerdo con el Código, el ancho efectivo del ala b corresponde a la menor de las siguientes tres 
cantidades: 

16hf + b, = 80 + 12 = 92 pulg 

Espacio entre centros = 96 pulg 

La primera cantidad controla en este caso. El momento máximo se presenta en el centro de la luz, 
donde 

1 M,, = - x 3.27 x 262 + 27.0 x 10 = 546 klb-pie 
8 

Si se asume en forma tentativa que la altura del bloque de esfuerzos va a ser igual al espesor de la losa, 
se llega a que 

Entonces 

Asfy - a = - -  7'82 x = 1.78 pulg 
0.85fib 0 . 8 5 x 4 x 7 8  

Se observa que la altura del bloque de esfuerzos es menor que el espesor de la losa; en consecuencia, 
son válidas las ecuaciones para vigas rectangulares. Un cálculo mejorado de A,, es 

Se puede confirmar que este valor está muy por debajo de la máxima cuantía permitida. Se utilizarán 
entonces cuatro barras No. 9 más cuatro barras No. 8, que suministran un área total de 7.14 pulg2. 
Éstas se distribuirán en dos filas, como aparece en la figura 5.17d, con las barras No. 9 en los extremos 
externos de cada fila. El ancho de la viga b, es adecuado para esta distribución de barras. 

Mientras que el Código ACI permite la discontinuidad de dos tercios del refuerzo longitudinal 
para luces simples, en este caso resulta conveniente interrumpir solamente la fila superior de acero, 
que corresponde a la mitad del área total. La capacidad a momento del elemento después de que se 
han interrumpido las barras de la fila superior se puede deteñmí~bahasfi 

a = 3'57 = 0.81 pulg 
0.85 X 4  X 78 

Para el presente caso, con un diagrama de momento resultante de la combinación de las cargas distri- 
buidas y concentradas, debe calcularse el punto para el cual el momento aplicado es equivalente a esta 
cantidad. (En el caso de vigas cargadas uniformemente, resultan útiles los gráficos A.2 y A.3 del apén- 

www.elsolucionario.org



186 DISENO DE ESTRUCíWRAS DE CONCRETO 

dice A.) Six es la distancia desde el centro del apoyo hasta el punto donde el momento es igual a 300 
klb-pie, entonces 

Las barras superiores deben extenderse una distancia mínima de d = 1.50 pies o 12db = 1.13 pies más 
allá de este punto teórico de corte. Además, debe suministrarse una longitud de desarrollo completa ld 
más allá de la sección de máximo momento donde el esfuerzo en las barras que se cortan se supone 
igual a&. A causa de las altas cargas concentradas cerca al centro de la luz, el punto de esfuerzo pico 
se supone que actúa en el punto de aplicación de la carga concentrada en vez de hacerlo en el punto 
medio de la luz. Para las cuatro barras superiores, suponiendo un recubrimiento libre de 1.50 pulg 
hasta la parte de los estribos No. 3, el recubrimiento lateral libre es 1.50 + 0.38 = 1.88 pulg, O 1.66 db. 
Suponiendo una distancia libre igual entre las cuatro barras, este recubrimiento libre es [12.00 - 2 x 
(1.50 + 0.38 + 1.13 +1.00)]/3 = 1.33 pulg, o 1.18 db. Observando que se cumplen los requisitos del 
Código ACI para estribos mínimos, resulta claro que se cumplen todas las restricciones para el uso de 
las ecuaciones simplificadas de longitud de desarrollo, y a partir de la tabla 5.1 de la sección 5.3b: 

dando una longitud de desarrollo requerida de Id = 47 x 1.13 = 53 pulg, o 4.42 pies. Entonces las 
barras deben continuarse por lo menos 3.00 + 4.42 = 7.42 pies más allá del centro de la luz, pero 
adicionalmente deben continuar hasta un punto a 4.80 - 1.50 = 3.30 pies del eje del apoyo. El segundo 
requisito controla y por tanto se interrumpe la fila superior de las barras a 2.80 pies de la cara del 
apoyo, tal como se indica en la figura 5.17e. La fila inferior de barras se prolonga hasta un punto a 3 
pulg del extremo de la viga, proporcionando 5.05 pies de empotramiento más allá de la sección crítica 
para corte de las barras superiores. Esto excede la longitud de desarrollo del conjunto inferior de 
barras, confirmando que se cumplen los requisitos para corte y extensión de barras. El doblez a 90° 
que se muestra en la figura 5.17e. es opcional. 

Observe que se obtendría un diseño más simple utilizando muy poco acero adicional, si se pro- 
longan las ocho barras positivas dentro del apoyo. La justificación para los cálculos más elaborados y 
las complicaciones en la colocación depende de manera importante del número de repeticiones del 
diseño en la totalidad de la estructura. 

Verificando mediante la ecuación (5.12) si el acero que continúa tiene un diámetro suficiente- 
mente pequeño, se encuentra que 

333 
l2 + 3 = 78 pulg 1, 5 1.3- 

69.5 

El valor real de ld es 53 pulg y cumple con la anterior restricción. 
Puesto que las barras que se cortan están localizadas en una zona a tensión, se utilizan estribos 

especiales de confinamiento para controlar el agrietamiento; éstos se seleccionan posteriormente a la 
determinación del refuerzo normal a cortante. 

El diagrama de cortante que resulta de la aplicación de las cargas mayoradas se muestra en la 
figura 5.17~. La contribución del concreto al cortante es 

Así que debe proveerse refuerzo en el alma para cubrir la parte sombreada del diagrama de cortante. 
Se seleccionan estribos No. 3. El espaciamiento máximo no debe exceder d12 = 9 pulg, 24 pulg o 

A,fy 50b, = 0.22 x 60,000150 x 12 = 22 pulg. El primer criterio controla en este caso. Como punto de 
referencia, se calcula el espaciamiento hipotético de los estribos en el apoyo, a partir de la ecuación 
(4.14a), 
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y a intervalos de 2 pies a lo largo de la luz, 

s2 = 5.06 pulg 
s4 = 6.05 pulg 
S6 = 7-53 pulg 
S8 = 9.96 pulg 
S,,, = 14.70 pulg 

El espaciamiento no necesita ser menor que el que se exige a una distancia de 2.00 pies desde el centro 
del apoyo. Además, no se requieren estribos más allá del punto de aplicación de las cargas concentra- 
das, puesto que en esa zona el cortante es menor que la mitad de $Vc. El espaciamiento final seleccio- 
nado para los estribos verticales es 

1 espacio de 2 pulg = 2 pulg 
9 espacios de 5 pulg = 45 pulg 
5 espacios de 6 pulg = 30 pulg 
5 espacios de 9 pulg = 45 pulg . 

Total = 122 pulg = 10 pies 2 pulg 

Por conveniencia durante la construcción, se adicionan dos barras longitudinales No. 3 para amarrar 
la parte superior de los estribos. 
Además de este refuerzo a cortante especificado, es conveniente suministrar refuerzo adicional a lo 
largo de una distancia igual a 3/4d o 13.5 pulg desde los extremos cortados del acero interrumpido. El 
espaciamiento de este refuerzo adicional en el alma no debe exceder d8& = 18/(8 x 112) = 4.5 pulg. 
Además, el área adicionada de acero dentro de una distancia s no debe ser menor que 60b,,,sfY = 
60 x 12 x 4.5/60,000 = 0.054 pulg2. Por conveniencia se utilizarán de nuevo estribos No. 3, que pro- 
porcionan un área de 0.22 pulg2 en la distancia s. La ubicación de los cuatro estribos adicionales se 
ilustra en la figura 5.17e. 

EMPALMES EN BARRAS 
En general, las barras de refuerzo están disponibles en longitudes de 60 pies para tamaños desde el 
No. 5 hasta el No. 18 y en longitudes de 20 ó 40 pies para tamaños menores. Por esta razón, y 
porque resulta más conveniente trabajar con barras de longitudes más pequeñas, con frecuencia es 
necesario empalmar las barras en el campo. Deben evitarse los empalmes del refuerzo en los pun- 
tos de máximo esfuerzo, y cuando se utilicen deben escalonarse, aunque ninguna de estas condicio- 
nes sea práctica, por ejemplo, para el caso de empalmes a compresión en columnas. 

Los empalmes para las barras No.11 y menores se realizan simplemente mediante traslapo de 
las barras a lo largo de una distancia suficiente para transmitir el esfuerzo por adherencia desde 
una barra hasta la otra. Las barras traslapadas se colocan, a menudo, en contacto y se amarran 
ligeramente con alambre, de modo que permanezcan en su posición a medida que se vacía el con- 
creto. Como alternativa, los empalmes pueden realizarse con soldadura o mediante camisas o dis- 
positivos mecánicos que suministran una "conexión efectiva y completa" entre las barras. El Código 
ACI 12.14.2 prohibe el uso de empalmes traslapados para barras mayores que las No. 11. Para 
barras que van a estar sometidas a compresión únicamente, es posible transmitir la carga con el 
apoyo, uno sobre otro, de los extremos cortados en forma transversal, siempre y cuando las barras 
se mantengan con seguridad en su posición mediante una camisa o cualquier otro dispositivo. 

Los empalmes por traslapo de barras en paquete se basan en la longitud de empalme por 
traslapo que se requiere para las barras individuales dentro del paquete, pero debido a la reduc- 
ción en perímetro efectivo, la longitud de empalme debe aumentarse en un 20 por ciento para 
paquetes de tres barras y en un 33 por ciento para paquetes de cuatro barras. Los empalmes de las 
barras individuales dentro de un paquete no deben superponerse y los paquetes enteros no deben 
empalmarse por traslapo. 
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Con respecto al Código ACI 12.14.3, los empalmes soldados deben colocarse a tope y soldarse 
de manera que la conexión desarrolle a tensión por lo menos el 125 por ciento de la resistencia a la 
fluencia especificada de la barra. El mismo requisito se aplica a las conexiones puramente mecáni- 
cas. Esto asegura que una barra empalmada y sobrecargada falle por fluencia dúctil en una región 
alejada del empalme, en vez de que se presente en el empalme mismo donde es posible una falla 
frágil. Conexiones con barras No. 5 o menores que no cumplan con este requisito pueden utilizarse 
en puntos donde los esfuerzos sean menores que los máximos. 

a. Empalmes por traslapo a tensión 
La longitud requerida para traslapos en empalmes a tensión, establecida mediante ensayos, puede 
plantearse en términos de la longitud de desarrollo ld. En el proceso de calcular ld se aplican los 
mismos factores de modificación anteriores excepto que el factor de reducción por refuerzo en 
exceso no debe aplicarse porque ya se tiene en cuenta en la especificación misma del empalme. 

Se han establecido dos clasificaciones diferentes para los empalmes por traslapo según la 
longitud mínima requerida para el traslapo: el empalme clase A requiere un traslapo de l.Old y el 
empalme clase B, uno de 1.3 ld. En los dos casos debe aplicarse la longitud mínima de 12 pulg. Los 
empalmes por traslapo deben ser, por lo general, clase B conforme al Código ACI 12.15.2, excepto 
que los de clase A se permiten cuando el área suministrada de refuerzo es por lo menos el doble de 
la exigida por análisis a lo largo de toda la longitud del empalme, y cuando la mitad o menos del 
refuerzo total se empalma dentro de la longitud requerida de traslapo. El efecto de estos requisitos 
es motivar al diseñador para que ubique los empalmes lejos de las regiones de máximo esfuerzo, en 
zonas donde el área real de acero sea por lo menos el doble de la requerida por análisis, y para que 
realice los empalmes en forma escalonada. 

b. Empalmes a compresión 
Las barras de refuerzo a compresión se empalman ante todo en columnas donde las barras llegan 
normalmente un poco más arriba de cada piso o en pisos de por medio. Esto se hace en parte por 
conveniencia en la construcción para evitar el manejo y soporte de barras muy largas en las colum- 
nas, pero también para permitir la reducción por etapas del área de acero de la columna a medida 
que las cargas disminuyen en los pisos superiores. 

Las barras a compresión pueden em@marse por traslapo, mediante contacto directo en los 
extremos, soldadura o mediante dispositivos mecánicos que proporcionen una conexión efectiva. La 
longitud mínima de traslapo para emppdmes a compresión está definida por el Código ACI 12.16: 

Para barras confy 160,000 lb/pulg2 0.0005 fydb 
Para barras con fy > 60,000 Ib/pulg2 (0.0009fy - 24)db 

pero no menos de 12 pulg. Para f,' menor que 3000 lb/pulg2, el traslapo requerido se incrementa en 
un tercio. Cuando se realizan traslapos a compresión con barras de diferente tamaño, la longitud 
de empalme debe ser la mayor entre la longitud de desarrollo de la barra mayor y la de empalme de 
la barra menor. Como una excepción a la restricción usual para el empalme por traslapo de barras 
de gran diámetro, las Nos. 14 y 18 sipueden empalmarse por traslapo con las No. 11 y menores. 

Mediante ensayos y experiencias se ha encontrado que el contacto directo en los extremos 
puede ser un medio efectivo para transmitir la compresión. En este caso, las barras deben mante- 
nerse adecuadamente alineadas con un dispositivo apropiado. Con relación al Código ACI 12.16.4, 
los extremos de las barras deben terminar en superficies planas, en ángulo recto con una desviación 
más o menos de 1.5O y con una tolerancia máxima de 3O con respecto al contacto total después de 
ensamblarse. Se debe utilizar flejes, estribos cerrados o espirales. 
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Los empalmes por traslapo, los de soldadura a tope, las conexiones mecánicas o los empalmes por 
contacto en los extremos pueden utilizarse en columnas con ciertas restricciones. Las barras de 
refuerzo en las columnas pueden estar sometidas a compresión o tensión o, para diferentes combi- 
naciones de carga, tanto a tensión como a compresión. De acuerdo con esto, los empalmes en 
columnas deben ajustarse en algunos casos a los requisitos para empalmes a compresión o a ten- 
sión únicamente, y en otros, a los requisitos para las dos condiciones. El Código ACI 12.17 exige 
que se disponga de una capacidad mínima a tensión en cada una de las caras de todas las columnas, 
aun cuando el análisis indique que sólo hay compresión. Los empalmes por traslapo corrientes a 
compresión proveen suficiente resistencia a la tensión, pero los empalmes por contacto en los 
extremos pueden exigir barras adicionales para transmitir la tensión a menos que se hagan en 
forma escalonada. 

Los empalmes por traslapo en columnas donde los esfuerzos en las barras producto de las 
cargas mayoradas son de compresión, deben cumplir con los requisitos expuestos en la sección 
5.11b para empalmes a compresión. Cuando el esfuerzo es de tensión y no excede el valor de 0.54, 
el empalme por traslapo debe ser clase B si se empalman más de la mitad de las barras en cualquier 
sección, o clase A si se empalman la mitad o menos y los empalmes por traslapo alternos se escalo- 
nan a distancias mayores que Id. Si el esfuerzo es de tensión y excede 0.5fy, entonces de acuerdo con 
el Código ACI el empalme por traslapo debe ser clase B. 

Si se utilizan flejes transversales a todo lo largo de la longitud de empalme con un área por lo 
menos de 0.0015 hs, donde s es el espaciamiento de los flejes y h es el espesor total del elemento, la 
longitud de empalme que se requiere puede multiplicarse por 0.83 pero no debe ser menor que 12 
pulg. Si el empalme está confinado por refuerzo en espiral, la longitud exigida puede multiplicarse 
por 0.75 pero de nuevo no debe ser menor que 12 pulg. 

Los empalmes por contacto en los extremos, como se describió anteriormente, se pueden 
utilizar para barras en columnas sometidas a esfuerzos de compresión, siempre y cuando los em- 
palmes se escalonen o si se colocan barras adicionales en los sitios de los empalmes. Las barras que 
continúan en cada cara deben tener una resistencia a la tensión no menor que 0.25fy veces el área 
del refuerzo en esa cara. 

Ejemplo 5.4. Empalme a compresión del refuerzo de columnas. Con respecto a la figura 5.8, cua- 
tro barras de columna No. 11 provenientes del piso inferior deben empalmarse por traslapo con 
cuatro barras de columna No. 10 del piso superior y éste debe realizarse justo por encima de una 
junta de construcción al nivel del piso. La columna, con dimensiones de la sección transversal de 
12 pulg x 21 pulg, estará sometida únicamente a fuerzas de compresión para todas las combina- 
ciones de carga. El refuerzo transversal se compone de flejes No. 4 espaciados a 16 pulg. Todas las 
barras verticales pueden suponerse sometidas al esfuerzo de fluencia. Calcule la longitud de em- 
palme requerida. Las resistencias de los materiales son fy = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. 

Solución. La longitud del empalme debe ser la mayor entre la longitud de desarrollo de las barras NO. 
11 y la de empalme de las barras No. 10. Para las barras No. 11, la longitud de desarrollo a partir de la 
ecuación (5.10) es 

pero no debe ser menor que 0.0003 x 1.41 x 60,000 = 25 pulg. El primer criterio controla. No es 
aplicable ningún factor de modificación. Para las barras No. 10, la longitud del empalme a compresión 
es 0.0005 X 60,000 X 1.27 = 38 pulg. Se verifica la utilización del factor de modificación para colum- 
nas confinadas, para lo cual la dimensión crítica de la columna es 21 pulg y el área efectiva de flejes 
que se requiere es, en consecuencia 0.0015 x 21 x 16 = 0.50 pulg2. Los flejes No. 4 suministran un 
área de únicamente 0.20 x 2 = 0.40 pulg2, de manera que el factor de reducción de 0.83 no puede 
aplicarse a la longitud de empalme. Así que la longitud de empalme a compresión de 38 pulg, que es 
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superior a la longitud de desarrollo de 27 pulg para las barras No. 11, controla en este caso y se requie- 
re por lo tanto un empalme por traslapo de 38 pulg. Obsérvese que si el espaciamiento de los flejes en 
el empalme se redujera a 12.8 pulg o menos (por ejemplo, 12 pulg), el traslapo requerido se reduciría 
a 38 x 0.83 = 32 pulg. Esto ahorraría un poco de acero y aunque los costos de construcción aumenta- 
rían ligeramente, esta última alternativa produciría probablemente el diseño más económico. 
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PROBLEMAS 
5.1. La viga corta de la figura P5.1 sale en voladizo desde una columna de soporte a la izquierda. Debe 

sostener una carga muerta calculada de 1.5 klblpie, que incluye su propio peso, y una carga viva de 
servicio de 3.0 klb/pie. El refuerzo a tensión por flexión se compone de dos barras No. 11 a una altura 
efectiva de 21 pulg. Se suministran estribos transversales en forma de U con los siguientes espaciamientos 
a partir de la cara de la columna: 4 pulgadas, 3 pulgadas, 5 a 10.5 pulgadas. 
(a) Si el acero de flexión y de cortante es defy = 60,000 lb/pulg2, y si la viga se construye con concreto 

de f; = 3000 lb/pulg2, verifique si es posible proporcionar en la viga la longitud adecuada de desa- 
rrollo para las barras No. 11. Utilice las ecuaciones simplificadas para longitud de desarrollo. 

(b) Recalcule la longitud de desarrollo requerida para las barras de la viga utilizando la ecuación básica 
(5.3). Comente sus resultados. 

(c) Si las resistencias de los materiales de la columna son fy = 60,000 lb/pulg2 y fi = 5000 lb/pulg2, 
verifique si es posible suministrar el empotramiento necesario dentro de la columna para las barras 
No. 11. En caso de requerirse ganchos, especifique detalladamente las dimensiones. 
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FIGURA P5.1 

_I 

5.2. La viga simplemente apoyada de la figura P5.2 tiene una luz libre de 24.75 pies y debe sostener una 

2 No. 11 

/--------&----- 

- .  

carga-muerta distribuida de 0.54 klblpie, que incluye su peso propio, y una carga viva no mayorada de 
servicio de 1.08 klb/pie. El refuerzo consta de tres barras No. 10 a una altura efectiva de 16 pulg, una de 
las cuales debe interrumpirse cuando no sea necesaria. Las resistencias especificadas de los materiales 
son f, = 60,000 lb/pulg2 y f: = 4000 lb/pulg2. Se utilizan estribos No. 3 con un recubrimiento de 1.5 

20"- 96" 
18" 

pulgádas y con espaciamienfos menores que los máximos establecidos por el Código ACI. 
(a) Calcule el punto donde puede interrumpirse la barra central. 
(b) Verifique que las longitudes de empotramiento sean las adecuadas para las barras continuas y las 

interrumpidas. 
(c) Verifique los requisitos especiales en el apoyo, donde M, = 0. 
(d) Si se utilizan barras No. 3 para el refuerzo transversal, especifique los detalles especiales del refuer- 

zo en los alrededores del punto de corte de la barra No. 10. 
(e) Explique los aspectos del diseño propuesto. ¿Recomendaría cortar el acero como se su- 

giere? ¿Podrían interrumpirse dos barras en lugar de una? 

W 

2 No. 10 

FIGURA P5.2 

53. La figura P5.3 ilustra el refuerzo de una columna con un diámetro de 16 pulg, con f = 60,000 lb/pulg2 y Y fi = 5000 lb/pulg2. El análisis del pórtico del edificio da un área requerida A, = 7.10 pulg2 para la 
columna inferior y 5.60 pulg2 para la columna superior. El refuerzo en espiral consta de una barra con 
diámetro de 318 de pulg con un paso de 2 pulg. Las barras de la columna deben empalmarse justo por 
encima de la unión de construcción al nivel de piso, como se muestra en el esquema. Calcule la longitud 
mínima de empalme permitida. 

Refuerzo en espiral 6 barras No. 9 

Con un paso de 2" Empalme 

6 barras No. 10 
I I 

FIGURA P5.3 
P-4 
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5.4. El pequeño voladizo expuesto en la figura P5.4 sostiene una carga concentrada alta a 6 pulg desde su 
extremo exterior. El análisis a flexión indica que se requieren tres barras No. 8 debidamente ancladas en 
el muro de soporte y que se prolonguen hasta un punto a una distancia no menor que 2 pulg desde el 
extremo libre. Las barras estarán sometidas a un esfuerzo igual afy en el apoyo empotrado. Investigue la 
necesidad de ganchos y de acero de confinamiento transversal en el extremo derecho del elemento. Las 
resistencias de los materiales sonfy = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. 
En caso de que se requieran ganchos y acero transversal, señale los detalles en un esquema. 

Pu Recubrimiento de 

mínimo de 2" 

FIGURA P5.4 

5.5. La figura P5.5 presenta, la sección transversal de una zapata corrida continua bajo un muro. Se propone 
utilizar refuerzo a tensión consistente en barras No. 8 espaciadas a 16 pulg a lo largo de la longitud del 
muro, para proporcionar un área de barras de 0.59 pulg2/pie. Las barras tienen una resistencia de f = Y. 60,000 lb/pulg2 y el concreto de la zapata tiene un fi = 3000 lb/pulg2. Se supone que la sección critica 
para flexión está localizada en la cara del muro que sostiene y que la altura efectiva del acero a tensión 
es 12 pulg. Verifique que haya suficiente longitud de desarrollo disponible para las barras No. 8 y en 
caso de que se requieran ganchos, esquematice los detalles e incluya las dimensiones de los ganchos 

Nota: En caso de que se requieran ganchos para las barras No. 8, prepare un diseño alterno utili- 
zando barras con la misma área por pie pero de menor diámetro, de modo que puedan eliminarse los 
ganchos; utilice el máximo tamaño posible de barra con el fin de minimizar los costos de colocación del 
acero. 

' Barras No. 8 
espaciadas a 16" 

FIGURA P5.5 

5.6. La viga continua ilustrada en la figura P5.6 se diseñó para resistir una carga muerta de servicio de 2 
klb/pie, incluido su peso propio, y una carga viva de servicio de 3 klb/pie. El diseño a flexión se basa en 
el método de los coeficientes de momento del ACI que establece valores de 1/11 y 1/16 para la cara del 
apoyo y para el centro de la luz, respectivamente. La sección de concreto que resulta tiene dimensiones 
b = 14 pulg y d = 22 pulg. Se suministra refuerzo negativo en la cara del apoyo mediante cuatro barras 
No. 10, las cuales se cortan por pares donde ya no son necesarias, según el Código ACI. El refuerzo 
positivo está conformado por cuatro barras No. 8 que también se cortan por pares. Especifique los 
puntos exactos de corte para todo el acero negativo y positivo, así como cualquier refuerzo en el alma 
suplementario que pueda requerirse. Confirme que se cumplan los requisitos del Código ACI en los 
puntos de inflexión y sugiera modificaciones al refuerzo, si es apropiado. Las resistencias de los mate- 
riales sonfy = 60,000 lb/pulg2 y f; = 4000 lb/pulg2. 
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4 No. 10 
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FIGURA P5.6 

5.7. La figura P5.7 presenta una viga de transferencia de gran altura que resiste dos cargas grandes de co- 
lumnas en sus extremos exteriores como parte de un edificio de concreto de gran altura. Las columnas 
del primer piso deben desplazarse 8 pies cada una como se ilustra. La carga produce esencialmente un 
momento constante (sin tener en cuenta el peso propio de la viga) que obliga a una sección de concreto 
con b = 22 pulg y d = 50 pulg, con refuerzo principal a tensión en la parte superior de la viga conforma- 
do por doce barras No. 11, en tres filas de cuatro barras cada una. La longitud máxima de barra disponi- 
ble es 60 pies, de manera que deben proveerse los correspondientes empalmes a tensión. De acuerdo 
con las disposiciones del Código ACI, diseñe y detalle todos los empalmes, los cuales deben escalonarse 
de manera que no se empalmen más de cuatro barras en cualquier sección. Investigue también la nece- 
sidad de anclajes especiales en los extremos exteriores del refuerzo principal y especifique los detalles 
de anclajes especiales si son necesarios. Las resistencias de los materiales son f = 60,000 lb/pulg2 y f: = 

Y 
5000 lb/pulg2. 

P, = 465 klb P, = 465 klb 

12 No. 11 (3 filas) 

d 

58' 

FIGURA P5.7 



INTRODUCCI~N 

Los capítulos 3,4 y 5 trataron principalmente el diseño a la resistencia de vigas de concreto refor- 
zado. Se han desarrollado métodos para asegurar un adecuado margen de seguridad contra la falla 
a flexión o a cortante en las vigas, o contra la falla por adherencia y anclaje del refuerzo. Para este 
propósito se ha supuesto que el elemento se encuentra en un estado hipotético de sobrecarga. 

También es importante que el comportamiento del elemento sea satisfactorio para el servicio 
normal cuando las cargas son aquellas que realmente se esperan, es decir, cuando los coeficientes 
de carga son iguales a 1.0. Esto no se garantiza simplemente con el suministro de una resistencia 
adecuada. Las deflexiones para la carga de servicio total pueden ser muy grandes o es posible que 
las deflexiones a largo plazo, producidas por las cargas sostenidas, ocasionen daño a la estructura. 
Las grietas de tensión en las vigas pueden ensancharse lo suficiente de manera que lleguen a ser 
desagradables a la vista e incluso pueden permitir una corrosión importante de las barras de re- 
fuerzo. Éstos y otros aspectos, como vibraciones o fatiga, requieren un análisis especial. 

Los estudios para las condiciones de servicio se llevan a cabo con base en la teoría elástica que 
supone los esfuerzos proporcionales a las deformaciones tanto para el concreto como para el acero. 
El concreto en el lado del eje neutro sometido a tensión puede suponerse no fisurado, o parcial o 
totalmente fisurado, según las cargas y las resistencias de los materiales (ver la sección 3.3). 

Antes, los aspectos relacionados con las condiciones de servicio se trataban indirectamente, limi- 
tando los esfuerzos en el concreto y en el acero para cargas de servicio a valores relativamente conser- 
vadores que producían comportamientos satisfactorios. Ahora, con el uso generalizado de los métodos 
de diseño a la resistencia, que permiten elementos más esbeltos mediante una evaluación más precisa 
de la capacidad, y con la utilización de materiales de mayor resistencia que además contribuyen a la 
disminución de los tamaños de los elementos, los métodos indirectos ya no cumplen con este propósito. 
El enfoque actual consiste en investigar de manera específica los agrietamientos y las deflexiones para 
las cargas de servicio, después de haber calculado las dimensiones de los elementos utilizando los requi- 
sitos de resistencia. Las disposiciones del Código ACI reflejan esta nueva conceptualización. 

En este capítulo se desarrollarán los métodos para asegurar que las grietas asociadas con la 
flexión de vigas de concreto reforzado se mantengan limitadas en espesor y estén bien distribuidas, 
y que las deflexiones a corto y a largo plazo para cargas que pueden llegar a la carga total de 
servicio, no sean excesivamente grandes. 

www.elsolucionario.org
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AGRIETAMIENTO EN ELEMENTOS SOMETIDOS A FLEXIÓN 

Todas las vigas de concreto reforzado se agrietan, iniciándose el proceso por lo general para cargas 
muy por debajo del nivel de servicio y posiblemente aun antes de que actúen las cargas, debido a 
que no se puede retraer libremente. Las grietas de flexión generadas por las cargas no son sólo 
inevitables sino realmente necesarias con el fin de que el refuerzo trabaje de manera efectiva. 
Antes de la formación de las grietas de flexión, el esfuerzo en el acero no es mayor que n veces el 
esfuerzo del concreto adyacente, donde n es la relación modular, EJE,. Para los materiales comu- 
nes en la práctica actual, n es más o menos 8. Así que, cuando el concreto está cerca de su módulo 
de rotura, aproximadamente de 500 lb/pulg2, el esfuerzo en el acero será sólo 8 x 500 = 4000 
lb/pulg2, valor muy bajo para que el acero trabaje en forma efectiva como refuerzo. Para las cargas 
normales de servicio pueden esperarse esfuerzos en el acero hasta de ocho y nueve veces este valor. 

En una viga bien diseñada las grietas de flexión son finas, por eso se les llama grietas "capila- 
res"; son casi invisibles al observador casual y garantizan muy poca o ninguna corrosión del refuer- 
zo. A medida que se incrementan gradualmente las cargas por encima de la carga de agrietamiento, 
tanto la cantidad como el ancho de las grietas aumentan y se puede encontrar un ancho común de 
grietas aproximadamente de 0.01 pulg (0.25 mm) para el nivel de cargas de servicio. Si las cargas se 
incrementan aun más, el ancho de las grietas aumenta en forma correspondiente aunque la canti- 
dad se mantiene más o menos estable. 

El agrietamiento del concreto es un proceso aleatorio, altamente variable e influido por mu- 
chos factores. A causa de la complejidad del problema, los métodos disponibles para predecir el 
ancho de las grietas se fundamentan principalmente en la observación de ensayos. La mayor parte 
de las ecuaciones que se han desarrollado estiman el ancho máximo probable de la grieta, lo cual 
significa comúnmente que casi el 90 por ciento de los anchos de grietas en el elemento van a estar 
por debajo del valor calculado. Sin embargo, algunas veces pueden ocurrir grietas aisladas con 
ancho superior al doble del calculado (ver la referencia 6.1) 

a. Variables que afectan el ancho de las grietas 

En el análisis relacionado con la importancia de una buena adherencia entre el concreto y el acero 
presentado en la sección 5.1, se señaló que con un anclaje adecuado en los extremos, una viga no 
fallará prematuramente aún si se ha perdido la adherencia a lo largo de toda la luz. Sin embargo, el 
ancho de las grietas en este caso será mayor que para una viga idéntica en la cual se proporcione 
una buena resistencia al deslizamiento a lo largo de la longitud de la luz. En general, las vigas 
diseñadas con barras circulares lisas mostrarán en servicio una cantidad pequeña de grietas relati- 
vamente anchas, mientras que las vigas diseñadas con una buena resistencia al deslizamiento, ga- 
rantizada mediante la utilización de barras con deformaciones superficiales adecuadas, presentarán 
una cantidad mayor de grietas muy finas, casi invisibles. Como consecuencia de este mejor compor- 
tamiento, en la práctica actual las barras de refuerzo se fabrican siempre con deformaciones en su 
superficie, para las cuales las Especificaciones ASTM A615, A616 y A617 establecen su 
espaciamiento máximo y su altura mínima. 

Una segunda variable importante es el esfuerzo en el acero. Estudios realizados por Gergely 
y Lutz (ver la referencia 6.2) y otros confirman que el ancho de la grieta es proporcional a fsn donde 
fs es e1 esfuerzo en el acero y n es un exponente que varía en el intervalo de aproximadamente 1.0 
a 1.4. Para esfuerzos en el acero en el intervalo de interés práctico, es decir, entre 20 y 36 klb/pulg2, 
n puede tomarse igual a 1.0. El esfuerzo en el acero se calcula fácilmente con base en un análisis 
elástico de la sección fisurada (ver la sección 3.3b). Como opción, fs puede tomarse igual a 0.60fy, 
de acuerdo con el Código ACI 10.6.4. 
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Experimentos realizados por Broms (ver la referencia 6.3) y otros demuestran que tanto el 
espaciamiento como el ancho de la grieta están relacionados con la distancia de recubrimiento de 
concreto d,, medida desde el centro de la barra hasta la cara de concreto. En general, al aumentar 
el recubrimiento se aumenta el espaciamiento y el ancho de las grietas. Otra variable importante es 
la distribución del refuerzo en la zona de tensión de la viga. Por lo regular, para controlar el agrie- 
tamiento es mejor utilizar una cantidad grande de barras de diámetro pequeño para suministrar el 
área requeridaA,, que hacer uso de una cantidad mínima de barras grandes; las barras deben estar 
bien distribuidas en la zona de tensión del concreto. 

b. La ecuación de Gergely-Lutz para calcular el ancho de las grietas 
Con base en una investigación adelantada en la Universidad de Cornell (ver la referencia 6.2), la 
cual comprendió el análisis estadístico de una gran cantidad de datos experimentales, Gergely y 
Lutz propusieron la siguiente ecuación para predecir el máximo ancho de grieta en la cara de 
tensión de una viga: 

en la cual w es el ancho máximo de la grieta, en milésimas de pulgada, y f, es el esfuerzo en el acero 
para la carga a la cual se desea determinar el ancho de la grieta, medicio en klb/pulg2. Los parámetros 
geométricos se ilustran en la figura 6.1 y son los siguientes: 

donde d, = espesor del recubrimiento de concreto medido desde la cara de tensión hasta el centro 
de la barra más cercana a esta cara, pulg 

/3 = relación entre las distancias desde la cara de tensión y desde el centroide del acero 
hasta el eje neutro, igual a h2/h, 

A = área de concreto que rodea una barra, igual al área total efectiva a tensión del con- 
creto que rodea el refuerzo y que tiene el mismo centroide, dividido por el número 
de barras, pulg2 

La ecuación (6.1), que es aplicable sólo para vigas en las cuales se han utilizado barras corrugadas, 
incluye todos los factores identificados anteriormente con una influencia importante en el ancho 
de las grietas: esfuerzo en el acero, recubrimiento de concreto y la distribución del refuerzo en la 
zona de tensión del concreto. Asimismo, se incluye el factor /3 para tener en cuenta el aumento del 
ancho de la grieta con la distancia desde el eje neutro (ver la figura 6.lb). 

Área de concreto / ' d, --lb-w 
efectiva a tensión 

(a) 

FiGURA 6.1 
Parámetros geométricos para el cálculo del ancho de las grietas. 
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c. Anchos admisibles de las grietas 
El ancho aceptable para las grietas de flexión en el estado de servicio depende principalmente de las 
condiciones de exposición y debe establecerse con relación a la posibilidad de corrosión del refuerzo. 
Las recomendaciones del comité ACI 224 (ver la referencia 6.1) se resumen en la tabla 6.1. Sin 
embargo, debe contarse con un buen criterio de ingeniería para establecer valores límites en casos 
particulares. Es preciso tener en cuenta que, a causa de la naturaleza aleatoria del agrietamiento, 
resulta factible que se presenten grietas individuales significativamente más anchas que las que predi- 
ce la ecuación (6.1). El diseñador también debe tener en mente, sin embargo, que la ecuación (6.1) 
predice el ancho de la grieta en la superficie del elemento y se sabe que éste es menor en la interfase 
acero-concreto (ver la referencia 6.3). El aumento en el recubrimiento de concreto, aunque aumenta 
el ancho de la grieta en la superficie, puede ser benéfico para evitar la corrosión. 

d. Efectos de las cargas cíclicas y de las cargas sostenidas 
Tanto las cargas cíclicas como las sostenidas producen un incremento en el ancho de las grietas. 
Aunque existe una gran dispersión en los datos de ensayos, los resultados de ensayos de fatiga y de 
carga sostenida indican que, con el tiempo, puede esperarse que el ancho de la grieta se duplique 
(ver la referencia 6.1). Para la mayoría de las condiciones, el espaciamiento de las grietas no cambia 
en el tiempo para niveles constantes de esfuerzo sostenido o de intervalo de esfuerzo cíclico. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA EL CONTROL DE LAS GRIETAS 
En vista de la naturaleza aleatoria del agrietamiento y de la alta dispersión en las mediciones del 
ancho de las grietas,'aun en condiciones de laboratorio, no se justifica una precisión excesiva en el 
cálculo del ancho de las grietas. De acuerdo con esto, la ecuación (6.1) puede simplificarse para 
vigas comunes con la adopción de un valor representativo deB = 1.2. Entonces, se puede definir un 
parámetro z, como sigue: 

en el cual 

TABLA 6.1 
Anchos tolerables de las grietas para concreto reforzado 

Ancho tolerable de la grieta 

Condición de exposición P U ~  mm 

Aire seco o membrana protectora 0.016 0.41 
Humedad, aire húmedo, suelo 0.012 0.30 
Químicos para deshielo 0.007 0.18 
Agua de mar y rocío de agua de mar: 

humedecimiento y secado 0.006 0.15 
Estructuras de contención de agua, 

se excluyen ductos sin presión 0.004 0.10 

Fuente: Tomada de la referencia 6.1. 
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El ancho máximo de la grieta se puede controlar entonces imponiendo un límite superior al 
parámetro z. El Código ACI 10.6.4 especifica que z no debe exceder un valor de 175 parx 
exposición interior y 145 para exposición exterior. Estos límites corresponden a anchos máxi- 
mos de 0.016 y 0.013 pulg, respectivamente. Asimismo, el Código ACI 10.6.3 especifica que el 
refuerzo a tensión debe distribuirse bien en la zona de máxima tensión en el concreto. El Có- 
digo ACI 9.4 establece que para diseño no debe usarse una resistencia a la fluencia fy por 
encima de 80,000 lb/pulgZ. 

Cuando se utilicen conjuntamente barras de diferentes diámetros, lo cual a menudo resulta 
ventajoso en la práctica, el área de concreto a tensión por barra debe calcularse utilizando un 
número equivalente de barras que se determina dividiendo el área total del refuerzo por el área 
de la mayor barra utilizada, conforme al Código ACI. Así que, si se suministra un área total de 
acero de 3.27 pulg2 mediante una barra No. 10 más dos barras No. 9, el número equivalente de 
barras que debe utilizarse para calcular A, sería 3.2711.27 = 2.6. Cuando se utilicen barras en 
paquete, Lutz (ver la referencia 6.4) recomienda que cada paquete se cuente como un equivalen- 
te a 1.4 barras en el cálculo de A, reconociendo el hecho de que las barras en paquete tienen un 
perímetro de adherencia superior al de una barra individual que tenga la misma área que el 
paquete. 

Las ecuaciones (6.1) y (6.2) también pueden utilizarse para losas reforzadas en una dirección. 
Sin embargo, para losas comunes donde el espesor efectivo es menor que para vigas y el recubri- 
miento de concreto en la parte inferior de las barras puede ser aproximadamente 1 pulg, el valor 
representativo de /3 es casi 1.35 en lugar del valor de 1.2 para vigas. Para determinado ancho límite 
de grieta, los valores límites dez deben, por consiguiente, multiplicarse por la relación 1.211.35. Así 
que, el valor de z para losas no debe exceder de 155 para exposición interior y de 130 para exposi- 
ción exterior, valores que corresponden a anchos de grieta de 0.016 pulg y de 0.013 pulg, respecti- 
vamente. 

Cuando las alas de una viga T de concreto están en tensión, como en el caso de las 
zonas de momento negativo en vigas T continuas, la concentración del refuerzo en el alma 
puede causar un ancho excesivo de la grieta en la losa sobresaliente, aunque las grietas en la 
parte superior del alma sean finas y bien distribuidas. Para evitar esto, el refuerzo a tensión 
debe distribuirse a todo lo ancho del ala, en lugar de concentrarlo en la parte superior del 
alma. Sin embargo, debido a la pérdida de eficiencia en la transmisión de esfuerzos por cor- 
tante (shear lag), las barras más alejadas en dicha distribución estarán considerablemente 
menos esforzadas que aquellas que se encuentran sobre el alma, obteniéndose así un diseño 
antieconómico. A manera de compromiso razonable, el Código ACI 10.6.6 exige que el re- 
fuerzo a tensión para estos casos se distribuya en el ancho efectivo del ala o en un ancho 
igual a un décimo de la luz; el que sea menor. Si el ancho efectivo del ala excede un décimo de 
la luz, debe suministrarse algún refuerzo longitudinal en las porciones más alejadas del ala. La 
cantidad de ese refuerzo adicional se deja a criterio del diseñador, pero debe ser por lo menos 
equivalente al refuerzo de temperatura para losas (ver la sección 12.3) y se utiliza a menudo el 
doble de esta cantidad. 

Para vigas con almas relativamente altas, debe colocarse algo de refuerzo cerca de las 
caras verticales del alma para controlar el ancho de las grietas en la zona de tensión del con- 
creto por encima del nivel de las barras principales de refuerzo. Sin este acero se han observa- 
do grietas en el alma con anchos mayores que aquéllas a nivel de las barras principales. Con 
respecto al Código ACI 10.6.7, si la altura del alma excede 36 pulg, debe distribuirse uniforme- 
mente refuerzo longitudinal a lo largo de las dos caras laterales del elemento en una distancia 
igual a los d/2 más cercanos al acero a tensión por flexión. El área de este refuerzo lateral, ASk, 
por pie de altura en cada cara lateral no debe ser menor que 0.012(d - 30) pulg2 por pie. El 
espaciamiento máximo no debe exceder d/6 ó 12 pulg. El área total de refuerzo longitudinal 
lateral en ambas caras no necesita exceder la mitad del área requerida para el refuerzo a ten- 
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FIGURA 6.2 
Número mínimo de barras en el alma de la viga. 

sión por flexión. En general, la contribución de este acero lateral a la resistencia a flexión no se 
tiene en cuenta, aunque puede incluirse en los cálculos de resistencia si se utiliza un análisis de 
compatibilidad de deformaciones para establecer los esfuerzos en el acero lateral para la carga 
de falla a flexión. 

Para vigas cuyo refuerzo principal a flexión está ubicado en una sola fila en el alma, puede 
desarrollarse una ayuda de diseño muy conveniente con base en la ecuación (6.2) que permite la 
tabulación del número mínimo de barras que satisfacen los requisitos del Código ACI para control 
de las grietas. Con referencia a la figura 6.2, el área total a tensión de concreto es igual a 24 b,. Así 
que el área a tensión por barra es 

donde m es el número de barras en la fila única de refuerzo. Entonces, a partir de la ecuación (6.2), 

a partir de la cual 

Para barras comunes grado 60, f, puede tomarse igual a 0.6 x 60 = 36 klb/pulg, y para barras de 
diámetro db con 1.5 pulg de recubrimiento por debajo de los estribos, las cuales son generalmente 
barras Nos. 3 ó 4, 

Este valor se sustituye entonces en la ecuación (c) para obtener 

la cual da el número mínimo de barras que pueden utilizarse para satisfacer los requisitos de control de 
las grietas, en función del diámetro de la barradb y del ancho de laviga b,, para el Iímite impuesto sobre 
z. La tabla A.9 del apéndice A presenta los valores de m, el número mínimo de barras que satisfacen los 
requisitos del Código ACI para control de grietas, tanto para exposición interior como exterior. 

Ejemplo 6.1. Revisión del ancho de grietas. La viga T de la figura 6.3 sostiene un momento para cargas 
de servicio de 5850 klb-pulg. Estime el ancho máximo de la grieta que puede esperarse en la superficie 
inferior del elemento para la carga de'servicio completa y determine si los detalles del refuerzo son 
satisfactorios, con relación al agrietamiento, para exposición exterior según el Código ACI. 
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FIGURA 6.3 
Viga T para la determinación del ancho 
de las grietas en el ejemplo 6.1. 

Solución. El área total de acero a tensión suministrada por las seis barras No. 10 es 7.59 pulg2. El 
esfuerzo en el acero para las cargas de servicio puede estimarse razonablemente bien si se toma el 
brazo interno igual a la distancia d - t/2: 

(Como alternativa, el Código ACI permite utilizar f, = 0.6 fy,  que da 36.0 klb/pulg2). La distancia 
desde el centroide del acero hasta la cara de tensión de la viga es 4 pulg; así que, el área total efectiva 
de concreto para propósitos del cálculo del agrietamiento es 4 x 2 x 10 = 80 pulg2 y 

3 Entonces, utilizando la ecuación (6.1) con d, = 2- pulg, 
4 

w = 0.076 X 1.2 X 33.612.75 X 13.30 

= 10 milésimas de pulg = 0.010 pulg 

Alternativamente, mediante la ecuación (6.2), 

valor que está muy por debajo del límite de 145 impuesto por el Código ACI para construcción exte- 
rior. Si los resultados hubiesen sido desfavorables, sería preciso rediseñar utilizando un mayor núme- 
ro de barras de menor diámetro y reducir así el valor de A. 

CONTROL DE DEFLEXIONES 

Además de los límites impuestos al agrietamiento descritos en los numerales precedentes de este 
capítulo, se hace necesario imponer ciertos controles a las deflexiones de vigas con el fin de garantizar 
su funcionamiento. Las deflexiones excesivas pueden producir agrietamientos en los muros y en las 
particiones que sostienen, descuadres en las puertas y ventanas, problemas en los drenajes de cubier- 
ta, desalineación de maquinaria y equipos sensibles o deformación visualmente desagradable. Por 
tanto, es importante mantener el control de las deflexiones de una forma u otra, de manera que los 
elementos diseñados principalmente para cumplir con criterios de resistencia ante sobrecargas 
preestablecidas, se comporten también de modo satisfactorio durante el servicio normal. 

En el pasado, el control de las deflexiones se lograba en forma indirecta limitando los esfuer- 
zos para cargas de servicio en el concreto y en el acero a valores conservadoramente bajos. Los 
elementos que resultaban por lo general eran más grandes y, en consecuencia, más rígidos que los 
dise9ados por los métodos actuales con base en la resistencia. Además, en la actualidad se utilizan 
comúnmente materiales de mayor resistencia y esto también lleva a elementos con secciones trans- 
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versales menores que son menos rígidos que antes. Como consecuencia de estos cambios en las 
condiciones de la práctica, el control de las deflexiones resulta cada vez más importante. 

En la actualidad existen dos metodologías. La primera es indirecta y consiste en establecer 
límites superiores adecuados en la relación luz-espesor. Éste es un método simple y es satisfactorio 
en muchos casos donde las luces, las cargas, las distribuciones de las cargas y los tamaños y propor- 
ciones de los elementos están en los intervalos usuales. En otros casos, es vital calcular las deflexiones 
y comparar estas predicciones con valores límites especificados que pueden ser impuestos por los 
códigos o por requisitos especiales. 

En los siguientes numerales resultará claro que los cálculos sólo pueden, en el mejor de los 
casos, proporcionar una guía en la estimación de los valores probables de deflexión real. Esto se 
debe a las incertidumbres relacionadas con las propiedades de los materiales, los efectos de agrie- 
tamiento y el historial de la aplicación de cargas para el elemento que se analiza. Por esta razón, en 
ningún caso se justifica una precisión extrema en los cálculos, puesto que es muy poco probable 
que se obtengan resultados precisos. Sin embargo, es suficiente conocer que, por ejemplo, la deflexión 
bajo la carga será de aproximadamente pulg en lugar de 2 pulg, mientras que es relativamente 
poco importante conocer si ésta va a ser en realidad pulg en lugar de 5 pulg. 

En general, las deflexiones de interés son aquellas que ocurren durante la vida de servicio 
normal del elemento. Durante el servicio, un elemento sostiene la carga muerta completa más 
alguna fracción o toda la carga viva especificada de servicio. Las disposiciones de seguridad del 
Código ACI y otras especificaciones de diseño similares garantizan que, para cargas hasta de la 
magnitud de las cargas de servicio completas, los esfuerzos tanto en el acero como en el concreto se 
mantienen en los intervalos elásticos. En efecto, las deflexiones que ocurren una vez que se aplica 
la carga, llamadas deflexiones instantáneas, pueden calcularse con base en las propiedades del ele- 
mento elástico no fisurado o de este mismo elemento fisurado o de alguna combinación de éstas 
(ver la sección 3.3). 

Sin embargo, y como se destacó en las secciones 2.8 y 2.11, además de las deformaciones del 
concreto, que se presentan inmediatamente se ha aplicado la carga, existen otras deformaciones que 
ocurren de modo gradual durante algún periodo. Estas deformaciones dependientes del tiempo son 
causadas por el flujo plástico del concreto y por la retracción de fraguado. Como resultado de estos 
efectos, los elementos de concreto reforzado continúan deflectándose con el paso del tiempo. Las 
deflexiones a largo plazo continúan durante un periodo de muchos años y eventualmente pueden ser 
hasta dos y más veces las deflexiones elásticas iniciales. Es claro que los métodos para predecir tanto 
las deflexiones instantáneas como las dependientes del tiempo resultan esenciales. 

Las deflexiones elásticas pueden expresarse en la forma general 

f (cargas, luces, apoyos) 
A =  

EI 

donde E I  es la rigidez a flexión y f (cargas, luces, apoyos) es una función de la carga, de la luz y de 
la distribución de los apoyos para un caso particular. Por ejemplo, la deflexión de una viga sim- 
plemente apoyada con carga uniforme es 5w14/384EI, de manera que f = 5~141384. Ecuaciones de 
deflexión similares se han tabulado o pueden calcularse fácilmente para muchos otros casos de 
distribución de cargas y para luces simples, empotradas o continuas, y así pueden determinarse 
las funciones f correspondientes. El problema específico para las estructuras de concreto refor- 
zado consiste entonces en determinar la rigidez a flexión apropiada E I  para un elemento que 
está conformado por dos materiales con propiedades y comportamientos tan diferentes como el 
acero y el concreto. 



202 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

Si el momento máximo en un elemento a flexión es tan pequeño que el esfuerzo de tensión en 
el concreto no excede el módulo de rotura f,, no se presentarán grietas de tensión por flexión; 
entonces, la sección completa no fisurada está disponible para resistir los esfuerzos y para suminis- 
trar la rigidez. Este estado de cargas se analizó en la sección 3.3a. De acuerdo con este análisis, el 
momento de inercia efectivo para este intervalo bajo de cargas es el correspondiente a la sección 
transformada no fisurada I,, y E es el módulo elástico del concreto E, determinado por la ecua- 
ción (2.3). Entonces, para este rango de cargas, 

Para cargas mayores se forman grietas de tensión por flexión. Además, si el esfuerzo de corte excede vcr 
[ver la ecuación (4.3)] y si se utiliza refuerzo en el alma para resistir estos esfuerzos, pueden presentarse 
grietas diagonales para las cargas de servicio. En la región de las grietas de flexión la posición del eje 
neutro varía: directamente en cada grieta éste está localizado al nivel calculado para la sección transfor- 
mada físurada (ver la sección 3.3b); en puntos medios entre las grietas, éste desciende hasta un sitio 
cercano al calculado para la sección transformada no fisurada. De manera similar, el agrietamiento de 
tensión por flexión hace que el momento efectivo de inercia sea el de la sección transformada kurada 
en las zonas adyacentes de la grieta a tensión por flexión y se aproxima al de la sección transformada no 
fisurada en los puntos medios entre las grietas, con una transición gradual entre estos dos extremos. 

Puede verse que el valor del momento de inercia local varía en aquellas partes de la viga 
donde el momento flector excede el momento de agrietamiento de la sección 

dondeyt es la distancia desde el eje neutro hasta la cara de tensión y f, es el módulo de rotura. La 
variación exacta de I depende de la forma del diagrama de momentos y del patrón de agrietamien- 
to, y es difícil de determinar. Esto hace que el cálculo exacto de una deflexión sea imposible. 

Sin embargo, gran cantidad de estudios documentados (ver la referencia 6.5) demuestran 
que las deflexiones Aic que ocurren en una viga después de que el momento máximo M, alcanza y 
excede el momento de agrietamiento M,,, pueden calcularse utilizando un momento de inercia 
efectivo 4; es decir, 

donde 

donde Icr es el momento de inercia para la sección transformada fisurada. 
En la figura 6.4 se dibuja el momento de inercia efectivo estipulado por la ecuación (6.5) 

como una función de la relación M,/M, (el valor recíproco de la relación de momentos utilizada en 
la ecuación). Puede verse que, para valores del momento máximo M,, menores que el momento de 
agrietamiento M,,, es decir, para M,IMcr menor que 1.0, Ie = I,,. Para valores crecientes de M,, Ie 
se aproxima a I,,, y para valores de M,IM, de 3 o más, Ie es casi igual a I,,. Los valores comunes de 
M,IMcr para cargas completas de servicio varían aproximadamente entre 1.5 y 3. 

La figura 6.5 indica el aumento de las deflexiones con un incremento en el momento para una 
viga con luz simple e ilustra la utilización de la ecuación (6.5). Para momentos no mayores que M,,, 
las deflexiones prácticamente son proporcionales a los momentos y la deflexión para la cual se 
inicia el agrietamiento se obtiene a partir de la ecuación (a) con M = M,,. Para momentos mayores, 
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el momento de inercia efectivo I,, se vuelve cada vez más pequeño conforme a la ecuación (6.5) y 
las deflexiones se encuentran mediante la ecuación (b) para el nivel de carga de interés. El momen- 
to M2 correspondería, por ejemplo, al de la carga de servicio completa, mientras que el momento 
Ml representaría el momento para la carga muerta en un caso común. Una curva momento-deflexión 
correspondiente a la línea E&, representa un límite superior para las deflexiones en forma consis- 
tente con la figura 6.4, excepto que, para cargas un poco mayores a las de servicio, la respuesta no 
lineal del acero o del concreto, o ambas, produciría un aumento adicional no lineal en las deflexiones. 

Observe que para calcular el incremento en la deflexión causado por la carga viva, que oca- 
siona un incremento en el momento M2- MI,  se requiere un cálculo en dos etapas: la primera etapa 
para calcular la deflexión A2 como consecuencia de las cargas viva y muerta, y la segunda para 
calcular la deflexión A, por la sola carga muerta, cada una con el valor correspondiente de I,. 
Entonces el incremento en la deflexión ocasionado por la carga viva se encuentra con el cálculo de 
A2 - Al. 

La mayor parte de las luces de concreto reforzado son continuas y no simplemente apoyadas. 
Los conceptos desarrollados anteriormente para luces simples pueden aplicarse en estos casos, 

- - 
'"t 

-Q' ------ ----------- 
T 

'cr 

1 1 1 A 

o 1 2 3 4 

M, 
FIGURA 6.4 - Variación de I,, con la relación de momentos. 

Mcr 

o Al  A2 

Deflexión A 

FIGURA 6.5 
Deflexión de una viga de concreto reforzado. 

www.elsolucionario.org



204 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

pero debe tenerse en cuenta que el diagrama de momentos para determinada luz incluye tanto 
regiones positivas como negativas, que reflejan la restricción a la rotación proporcionada en los 
extremos de la luz por la acción continua de pórtico. Con respecto al Código ACI, el momento de 
inercia efectivo para luces continuas puede encontrarse simplemente promediando los valores. 
Este método se describe en la sección 6.7~. 

Un problema fundamental que se presenta para luces continuas consiste en que, aunque las 
deflexiones se basan en el diagrama de momentos, este diagrama depende a su vez de la rigidez a 
flexión E I  para cada elemento del pórtico. Como se demostró, la rigidez a la flexión depende de la 
extensión del agrietamiento, el cual depende, a su vez, de los momentos que deben determinarse. 

Se podría utilizar un procedimiento iterativo, inicialmente con el análisis de los pórticos con 
el supuesto de elementos de concreto no fisurados, con la determinación de los momentos, con el 
cálculo de los términos efectivos EZ para todos los elementos, luego con la reformulación de los 
momentos, con el ajuste de los valores de EZ, etc. El proceso podría continuarse el número de 
iteraciones necesarias para que los cambios no sean significativos. Sin embargo, este enfoque sería 
muy costoso y requeriría de mucho tiempo, aun con la ayuda del computador. 

Por lo general, se adopta un método mucho más aproximado. Las rigideces a flexión de los 
elementos para el análisis del pórtico se basan simplemente en las propiedades de la sección trans- 
versal rectangular de concreto no fisurada. Esto puede sustentarse con el hecho de que los momen- 
tos en un pórtico continuo dependen únicamente de los valores relativos de E1 en sus elementos, no 
de los valores absolutos. Entonces, si se utiliza un supuesto consistente para todos los elementos, 
por ejemplo, secciones no fisuradas, los resultados deben ser válidos. Aunque el agrietamiento es 
con seguridad mayor en vigas que en columnas, lo cual reduce el valor efectivo de E I  para las vigas, 
esto se compensa en buena forma para los casos comunes, por el efecto rigidizante de las alas en las 
regiones de flexión positiva en construcciones con vigas T continuas. 

DEFLEXIONES POR CARGAS QUE ACTÚAN A LARGO PLAZO 
Las deflexiones iniciales se incrementan de modo significativo si las cargas se sostienen durante 
un periodo bastante amplio, principalmente a causa de los efectos de la retracción de fraguado y 
del flujo plástico; estos dos efectos se combinan por lo general para el cálculo de las deflexiones. 
El flujo plástico domina en la mayor parte de los casos pero para algunos tipos de elementos, las 
deflexiones por retracción de fraguado son importantes y deben estudiarse independientemente 
(ver la sección 6.8). 

En la sección 2.8 se destacó que las deformaciones por flujo plástico del concreto son directa- 
mente proporcionales a los esfuerzos de compresión hasta y más allá del intervalo de cargas usua- 
les de servicio. Éstas aumentan asintóticamente con el tiempo y, para un mismo nivel de esfuerzo, 
resultan mayores para concretos de baja resistencia que para concretos de alta resistencia. La rela- 
ción entre la deformación unitaria adicional dependiente del tiempo y la deformación unitaria 
elástica inicial la determina el coeficiente de flujo plástico C,, (ver la tabla 2.1). 

Para una viga de concreto reforzado, la deformación unitaria a largo plazo es mucho más 
complicada que para un cilindro cargado axialmente, puesto que mientras el concreto fluye bajo 
carga sostenida, el acero no lo hace. La situación para una viga de concreto reforzado se ilustra 
en la figura 6.6. Para carga sostenida, la deformación unitaria inicial ei en la cara superior de la 
viga aumenta a causa del flujo plástico en una cantidad E,, mientras que la deformación E, en el 
acero permanece esencialmente constante. Puesto que el eje de rotación del diagrama de distri- 
bución de deformaciones unitarias está al nivel del acero y no del eje neutro de la sección elástica 
fisurada, el eje neutro se mueve hacia abajo como resultado del flujo plástico y 
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Eje neutro de la fct 

sección fisurada- elástica hfFfTFiF% - 
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FIGURA 6.6 
Efecto del flujo plástico del concreto en la curvatura: (a)  sección transversal de la viga; 
(b)  deformaciones unitarias; (c) esfuerzos y fuerzas (adaptada de la referencia 6.6.) 

demostrando por qué los coeficientes normales de flujo plástico no pueden aplicarse a curvaturas 
iniciales para obtener curvaturas asociadas al flujo pláqtico (y por tanto deflexiones). 

La situación se complica aún más. Como efecto del descenso del eje neutro asociado con el 
flujo plástico (ver la figura 6.6b) y del aumento correspondiente del área de compresión, el esfuerzo 
de compresión requerido para producir determinada resultante C para equilibrar la fuerza T =ASA 
es menor que antes, en contraste con la situación del flujo plástico en un cilindro a compresión, 
puesto que dicho flujo en la viga ocurre para un esfuerzo que disminuye gradualmente. Por otro lado, 
con un eje neutro ahora más bajo, el brazo interno de palanca entre las resultantes de las fuerzas a 
compresión y a tensión es menor, requiriéndose así un incremento en ambas resultantes para mante- 
ner un momento constante. Esto a su vez requiere un pequeño aumento en el esfuerzo y por tanto en 
las deformaciones del acero; así que, E, no es constante como se supuso originalmente. 

A causa de las anteriores complejidades, en la práctica es necesario calcular las deflexiones 
adicionales dependientes del tiempo para vigas, ocasionadas por el flujo plástico (y la retracción de 
fraguado), utilizando una metodología simplificada y empírica mediante la cual las deflexiones 
iniciales elásticas se multipliquen por un factor A para obtener las deflexiones adicionales a largo 
plazo. Los valores de A a utilizar en el diseño se basan en datos de deflexiones a largo plazo medidas 
en vigas de concreto reforzado (ver las referencias 6.6 a 6.9). Así que 

donde A, es la deflexión adicional a largo plazo producto del efecto combinado del flujo plástico y 
de la retracción de fraguado, y Ai es la deflexión elástica inicial calculada con los métodos de la 
sección 6.5. 

El coeficiente A depende de la duración de la carga sostenida. También depende de si la viga 
tiene únicamente refuerzoA, en el lado de tensión o si se proporciona refuerzo longitudinal adicio- 
nal A, en el lado de compresión. En este último caso, las deflexiones a largo plazo se reducen de 
manera significativa, debido a que cuando no se suministra refuerzo a compresión, el concreto a 
compresión se somete a un flujo plástico y a una retracción de fraguado no restringidos. Por otro 
lado, puesto que el acero no está sujeto a flujo plástico, si se colocan barras adicionales cerca de la 
cara de compresión, éstas van a resistir y, en consecuencia, van a reducir la cantidad de flujo plás- 
tico, la retracción de fraguado y las deflexiones correspondientes (ver la referencia 6.9). El acero a 
compresión puede incluirse en la viga, exclusivamente por esta razón. En la sección 6.7 se presen- 
tan valores específicos de A utilizados para tener en cuenta la influencia del flujo plástico y del 
refuerzo a compresión. 
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Si una viga soporta determinada carga sostenida W (por ejemplo, la carga muerta más la 
carga de tráfico promedio en un puente) y se somete a una carga viva considerable de corta dura- 
ción P (por ejemplo, el peso de un vehículo excepcionalmente muy pesado), la deflexión máxima 
total bajo esta condición de carga combinada se obtiene de la siguiente forma: 

1. Se calcula la deflexión instantánea Aiw causada por la carga sostenida Wmediante los métodos 
de la sección 6.5 

2. Se calcula la deflexión adicional a largo plazo ocasionada por W; es decir, 

3. Entonces, la deflexión total producto de la parte sostenida de la carga es 

= Aiw + A&,, 

4. Para calcular la deflexión adicional instantánea causada por la carga P de corta duración, debe 
tenerse en cuenta el hecho de que la relación carga-deflexión después del agrietamiento no es 
lineal, como se ilustra en la figura 6.5. De ahí que, 

A. = A. 
p r(w+p) - Aiw 

donde 'i(w + p) es la deflexión total instantánea que se obtendría si W y P fueran aplicadas 
simultáneamente; ésta se calcula utilizando Ie determinada con el momento causado por W + l? 

5. Entonces, la deflexión total bajo la carga sostenida más la carga pesada de corta duración es 

En el cálculo de las deflexiones debe darse especial cuidado al historial de aplicación de 
cargas, es decir, a la secuencia en el tiempo en la cual se aplican las cargas, al igual que a la magni- 
tud de éstas. La carga pico de corta duración en la viga del puente descrita anteriormente, pudo 
haberse aplicado más temprano en la vida del elemento, antes de que hubieran ocurrido las 
deflexiones dependientes del tiempo. De manera similar, en el caso de edificios se colocan a menu- 
do cargas muy pesadas, como consecuencia, por ejemplo, del almacenamiento de materiales du- 
rante la construcción. Estas cargas temporales pueden ser iguales o aún mayores que la carga viva 
de diseño. El estado de agrietamiento corresponderá al de la carga máxima que haya sido aplicada 
y para esta condición fisurada es que debe calcularse la deflexión para cargas sostenidas, en la cual 
se basan los efectos a largo plazo. En estos casos, para recalcular las deflexiones para cargas soste- 
nidas debe utilizarse el valor de Ie para la carga máxima alcanzada, antes de calcular los efectos a 
largo plazo. 

Esto se ilustrará con referencia a la figura 6.7 que presenta el gráfico de carga-deflexión 
para una viga de un edificio diseñada para resistir las cargas muerta y viva especificadas. Supon- 
ga primero que las cargas muertas y vivas aumentan monotónicamente. A medida que se aplica 
la carga muerta completa Wd, la curva carga-deflexión sigue el recorrido 0-1 y la deflexión para 
carga muerta Ad se encuentra utilizando I,,, calculada a partir de la ecuación (6.5), con M, = Md. 
Los efectos dependientes del tiempo de la carga muerta serían Ud. A medida que se aplica la 
carga viva, se sigue el recorrido 1-2. La deflexión para carga viva Al se encontrará en dos pasos 
como se describió en la sección 6.5, primero con la determinación del valor de Ad + con base en 
I,,, con M, en la ecuación (6.5) igual a Md + y luego, restando la deflexión por carga muerta, Ad. 

Por otro lado, si se aplicaran cargas de construcción de corta duración y luego se retiraran, 
se seguiría el recorrido de deflexión 1-2-3. Entonces, para carga muerta sola, la deflexión que 
resulta sería A;,. Observe que esta deflexión puede encontrarse en un solo paso con Wd, pero 
utilizando Ie2 correspondiente a la máxima carga alcanzada. La deflexión a largo plazo sería 
ahora AA; significativamente mayor que antes. 

www.elsolucionario.org
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Deflexión A 
Efectos del historial de la aplicación de las cargas en las deflexiones 
de una viga de un edificio. 

Por otra parte, si se aplica luego la carga viva de diseño completa, la deflexión seguiría el reco- 
rrido 3-4 y la deflexión para carga viva sería menor que para el primer caso. Ésta también puede 
calcularse en un solo paso, utilizando W1 sola en este caso y con un momento de inercia igual a I,,. 

Es obvio que para calcular las deflexiones, el ingeniero debe anticipar tan precisamente como 
sea posible, tanto las magnitudes como la secuencia de aplicación en el tiempo de las cargas. Aun- 
que las deflexiones a largo plazo se calculan a menudo con el supuesto de una carga monotónica, y 
considerando que los efectos inmediatos y a largo plazo de la carga muerta ocurren antes de la 
aplicación de la carga viva, esta situación no es realista en muchos casos prácticos. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI 
PARA EL CONTROL DE LAS DEFLEXIONES 

a. Relaciones mínimas altura-luz 

Como se subrayó en la sección 6.4, actualmente se siguen dos metodologías para el control de las 
deflexiones, ambas aceptables desde el punto de vista de las disposiciones del Código ACI, dentro 
de límites prescritos. La más simple consiste en imponer restricciones a la altura mínima h del 
elemento, en relación con su luz Z, para garantizar que la viga tenga suficiente rigidez y que haya 
poca probabilidad de que las deflexiones causen problemas durante el servicio. Las deflexiones 
están influidas en forma importante por las condiciones de apoyo (por ejemplo, una viga simple- 
mente apoyada y cargada de modo uniforme se deflectará cinco veces más que otra viga idéntica 
con apoyos empotrados), de manera que las alturas mínimas deben variar en función de las condi- 
ciones de restricción de los extremos de las luces. 

De acuerdo con el Código ACI 9.5.2, las mínimas alturas determinadas en la tabla 6.2 son 
aplicables a construcciones reforzadas en una dirección donde no sostengan o se unan a particiones 
u otras construcciones que puedan daííarse por deflexiones grandes, a menos que los cálculos de 
deflexiones indiquen que se puede utilizar una altura menor sin que se produzcan efectos adversos. 
Los valores de la tabla 6.2 pueden utilizarse directamente para concretos de peso normal con wC = 
145 lb/pie3 y refuerzo con fy = 60,000 1blpulg2. Para elementos que utilicen concretos livianos, con 
densidades en el intervalo de 90 a 120 lb/pie3, los valores de la tabla 6.2 deben multiplicarse por 
(1.65 - 0 .005~~)  2 1.09. Para resistencias a la fluencia diferentes de 60,000 1blpulg2, los valores 
deben multiplicarse por (0.4 + fy/lOO,OOO). 
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Elementos que no sostienen o están unidos a particiones o a otro tipo 
de construcción que puedan dañarse por deflexiones grandes 

TABLA 6.2 
Alturas mínimas de vigas no preesforzadas o losas reforzadas en una dirección, 
a menos que se calculen las deflexiones 

Elemento 

b. Cálculo de las deflexiones instantáneas 
Cuando se presente la necesidad de utilizar elementos con alturas menores que las permitidas por la 
tabla 6.2, o cuando los elementos sostienen una construcción que puede sufrir daños por deflexiones 
grandes o para elementos preesforzados, deben calcularse las deflexiones y compararse con los valo- 
res límite (ver la sección 6.7e). El procedimiento para el cálculo de deflexiones, cuando se requiere, 
es como se describe en las secciones 6.5 y 6.6. Para propósitos de diseño el momento de inercia de la 
sección transformada no fisurada I,,, se debe remplazar por el correspondiente al de la sección bruta 
de concreto Ig, sin tener en cuenta el refuerzo, sin que con esto se cometa un error serio. Con esta 
simplificación, las ecuaciones (6.4) y (6.5) pueden remplazarse por la siguiente: 

Losas macizas reforzadas 
en una dirección 

Vigas o losas con nervios 
en una dirección 

El módulo de rotura para concreto de peso normal debe tomarse igual a 

Altura mínima, h 

Para concreto liviano, es probable que no se conozca el módulo de rotura, pero a menudo se espe- 
cifica la resistencia a la tensión indirecta f,,, que se determina mediante ensayos. Para concretos de 
peso normal, la resistencia a la tensión indirecta generalmente se supone igual a fct= 6.7 c. De 
acuerdo con esto, el término E de la ecuación (6.9~) puede sustituirse por fit 16.7 con el fin de 
calcular el módulo de rotura. Entonces, para concreto liviano, si se conoce f,, 

fct fr = 7.5- = 1.12fd 
6.7 

(6.9b) 

Simplemente 
apoyada 

1/10 

118 

donde fJ6.7 no debe exceder E, según el Código ACI 9.5.2. Como alternativa, en vez de utilizar 
información de ensayos de resistencia a la tensión, el valor de f, puede calcularse mediante la 
ecuación (6.9~) multiplicada por 0.75 para concretos con "agregados livianos" y por 0.85 para con- 
cretos con "arenas livianas". 

Ambos extremos 
continuo 

Un extremo 

1/28 

112 1 

1/20 

1/16 

Voladizo 
continuos 

1/24 

1118.5 
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c. Luces continuas 
Para luces continuas, el Código ACI 9.5.2 propone un promedio simple de los valores obtenidos a 
partir de la ecuación (6.8) para las secciones críticas de momentos positivo y negativo, es decir, 

donde Iem es el momento de inercia efectivo para la sección en el centro de la luz e I,, e Ie2 son los 
correspondientes a las secciones de momento negativo en los extremos respectivos de la viga, cada 
uno calculado con la ecuación (6.8) utilizando el valor aplicable de M,. En la referencia 6.10 se 
demuestra que puede obtenerse un resultado un poco mejor para el caso de elementos prismáticos 
continuos utilizando un promedio ponderado para vigas con sus dos extremos continuos, igual a 

y para vigas con un extremo continuo y el otro simplemente apoyado, igual a 

donde Ie, es el momento de inercia efectivo en el extremo continuo. El Código ACI permite como opción 
remplazar el valor de le para vigas prismáticas continuas por el valor obtenido de la ecuación (6.8) en el 
centro de la luz; para voladizos, puede utilizarse el valor de Ie calculado en la sección del apoyo. 

Cuando se determina el valor de I,, las deflexiones pueden calcularse con el método de las 
áreas de momento (ver la referencia 6.11), que estudia las rotaciones de las tangentes a la curva 
elástica en los apoyos. En general, para calcular la deflexión máxima se puede utilizar la carga que 
produce el máximo momento positivo, y la deflexión en el centro de la luz puede utilizarse normal- 
mente como una aproximación aceptable de la deflexión máxima. En estos casos son muy útiles los 
coeficientes para el cálculo de las deflexiones, como los deducidos por Branson en la referencia 6.5. 
Para elementos en los cuales los apoyos pueden considerarse como totalmente empotrados o arti- 
culados, es posible hacer uso de las ecuaciones disponibles en varios manuales. 

d. Multiplicadores para deflexiones a largo plazo 
Con base en estudios empíricos (véanse las referencias 6.5,6.7 y 6.9), el Código ACI 9.5.2 espe- 
cifica que las deflexiones adicionales a largo plazo A ,  ocasionadas por los efectos combinados 
del flujo plástico y de la retracción de fraguado, deben calcularse multiplicando las deflexiones 
inmediatas Ai, por el factor 

donde p'= As = bd y 5 es un coeficiente dependiente del tiempo, que varía como se indica en la 
figura 6.8. En la ecuación (6.11) la cantidad 1/(1 + 50p') es un factor de reducción, básicamente 
una propiedad de la sección, que refleja el efecto benéfico del refuerzo a compresión AS. en la 
reducción de las deflexiones a largo plazo, mientras que 5 es una propiedad del material que de- 
pende de las características de flujo plástico y de retracción de fraguado. Conforme al Código ACI 
para luces simples y continuas, el valor de p' usado en la ecuación (6.11) es el correspondiente a la 
sección en el centro de la luz o el de los apoyos para voladizos. La ecuación (6.11) y los valores de 
5 determinados por la figura 6.8 se aplican a vigas construidas tanto con concretos de peso normal 
como con concretos livianos. Las deflexiones adicionales dependientes del tiempo se encuentran, 
entonces, remplazando los valores de 1 de la ecuación (6.11) en la ecuación (6.6). 

www.elsolucionario.org
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Duración en meses de la carga deflexiones a largo plazo. 

Los valores de 5 dados en el Código ACI y en su Comentario, son satisfactorios para vigas 
normales y para losas reforzadas en una dirección, pero pueden subestimar el valor de las deflexiones 
dependientes del tiempo, en el caso de losas en dos direcciones, para las cuales Branson sugiere un 
valor para cinco años de ,$ = 3.0 (ver la referencia 6.5). 

Investigaciones recientes en la Universidad de Cornell indican que la ecuación (6.11) no re- 
fleja en forma adecuada el flujo plástico reducido, característico en los concretos de alta resistencia 
que se utilizan en la actualidad (ver la referencia 6.12). Como se indica en la tabla 2.1, el coeficiente 
de flujo plástico para concretos de alta resistencia puede llegar a ser hasta la mitad del valor corres- 
pondiente para concretos normales. Claramente, las deflexiones a largo plazo para vigas de con- 
creto de alta resistencia bajo cargas sostenidas, expresadas con relación a las deflexiones elásticas 
inmediatas, serán correspondientemente menores. Esto sugiere un valor inferior para el modifica- 
dor del material, E ,  en la ecuación (6.11) y en la figura 6.8. Por otro lado, la influencia del acero a 
compresión en la reducción de las deflexiones por flujo plástico en vigas con concretos de alta 
resistencia es menos pronunciada, la cual requiere un ajuste en el modificador por la sección, 
1/(1 + 50p'), para dicha ecuación. 

Con base en ensayos a largo plazo llevados a cabo en la Universidad de Cornell, correlacionados 
con resultados de otros seis programas experimentales, se recomienda la siguiente forma modifica- 
da de la ecuación (6.11): 

en la cual 

La ecuación propuesta ofrece resultados idénticos a los de la ecuación (6.11) para concretos con 
resistencias de 4000 lb/pulg2 y menores, y estima con mucha mayor precisión los resultados para 
concretos con resistencias entre 4000 y 12,000 lb/pulg2. 

e. Deflexiones permitidas 
Para garantizar un comportamiento satisfactorio para las condiciones de servicio, el Código ACI 
9.5.2 impone ciertos límites en las deflexiones calculadas según los procedimientos descritos con 
anterioridad. Estos límites se presentan en la tabla 6.3. Los límites dependen de si el elemento sirve 
de apoyo o está unido a otros elementos no estructurales, y de si estos mismos pueden sufrir daño 
o no por deflexiones grandes. Cuando se calculan las deflexiones a largo plazo, pueden restarse las 
deflexiones que ocurren antes de la unión de los elementos no estructurales; para este propósito 
resulta útil la información de la figura 6.8. De acuerdo con el Código ACI, los últimos dos límites 
de la tabla 6.3 pueden excederse bajo ciertas condiciones. 
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TABLA 6.3 
Máximas deflexiones admisibles calculadas 

Pisos que no sostienen ni están unidos 1 Deflexión instantánea debida 1 

Tipo de elemento 

Cubiertas planas que no sostienen ni 
están unidas a elementos no 
estructurales que puedan 
dañarse por deflexiones grandes 

Deflexión instantánea debida 
a la carga viva L 

Cubiertas o pisos que soportan o ( La parte de la deflexión total que ( 

I I 

Deflexiones para tener en cuenta 

a elementos no estructurales que 
puedan dañarse por deflexiones 
grandes 

Deflexión límite 

a la carga viva L 

todas las cargas sostenidas y las 
deflexiones instantáneas que 
ocasiona cualquier carga viva 
adicional 

están unidos a elementos 
no estructurales que puedan dañarse 
por deflexiones grandes 

ocurre después de la construcción 
de los elementos no estructurales, 
o sea la suma de las deflexiones a 
largo plazo como consecuencia de 

Ejemplo 6.2. Cálculo de deflexiones. La viga de la figura 6.9 hace parte del sistema de'entrepisos de 
una edificación de apartamentos y debe diseñarse para sostener una carga muerta calculada wd de 1.1 
klblpie y una carga viva de servicio wl de 2.2 klblpie. De la carga viva total, el 20 por ciento es de 
carácter permanente, mientras que el 80 por ciento restante se aplicará sólo en forma intermitente en 
toda la vida de la estructura. Para las máximas cargas muertas y vivas, el diagrama de momentos es el 
que aparece en la figura 6.9~. La viga soportará particiones no estructurales que podrían sufrir daño 
en caso de ocurrir deflexiones grandes. Éstas se instalarán poco tiempo después de que se retire el 
apuntalamiento y de que comiencen a actuar las cargas muertas, pero antes de que se presente un flujo 
plástico significativo. Calcule la parte de la deflexión total que puede afectar desfavorablemente las 
particiones, es decir, la suma de las deflexiones a largo plazo ocasionadas por la carga muerta y por la 
carga viva parcial, más la deflexión inmediata que ocasiona la parte no permanente de la carga viva. 
Las resistencias de los materiales son fi = 2500 lblpulg2 yfy = 40 klb/pulg2. 

Cubiertas o pisos que sostienen o 
estánunidos a elementos no 
estructurales que pueden no dañarse 
por deflexiones grandes 

Solución. Para los materiales especificados, E, = 57,000 m = 2.85 x lo6 lb/ ulg2, y con E, = 29 x 
lo6 lb/pulg2, la relación modular es de n = 10. El módulo de rotura fr = 7.51 P 2500 = 375/lb/pulg2. El 
momento de inercia efectivo se calculará para el diagrama de momentos que se ilustra en la figura 6 . 9 ~  
correspondiente a la carga de servicio completa, suponiendo un nivel de agrietamiento controlado por 
esta carga aunque ésta sea intermitente. En la región de momento positivo, el eje centroidal de la 
sección T no fisurada de la figura 6.9b se determina tomando momentos con respecto a la cara supe- 
rior, y se obtiene un valor de 7.66 pulg desde esa cara para lo cual se genera un valor de Ig =33,160 
pulg4. En forma similar, el eje centroidal de la sección T transformada y fisurada, que se presenta en la 
figura 6.9d, está localizado a 4.14 pulg por debajo de la parte superior de la losa e I,, = 13,180 pulg4. El 
momento de fisuración se encuentra, entonces, mediante la ecuación (6.7): 

1 - 
240 

33,160 
M,, = 375 X - 

1 x - = 62 klb-pie 
16.84 12,000 
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\2-#8 continuas 

FIGURA 6.9 
Viga T continua para el cálculo de deflexiones en el ejemplo 6.2. 

Con McrIM, = 621108 = 0.574, el momento de inercia efectivo en la zona de flexión positiva se en- 
cuentra a partir de la ecuación (6.8) y es equivalente a 

En la zona de flexión negativa, el momento de inercia bruto se basa en la sección rectangular que se 
indica punteada en la figura 6.9b. Para esta área, el centroide está ubicado a 12.25 pulg desde la super- 
ficie superior e Zg = 17,200 pul&. Para la sección transformada fisurada que se mueve en la figura 6.9e, 
el eje centroidal se encuentra tomando momentos con respecto a la superficie inferior y está ubicado 
a 9.33 pulg desde este nivel e Z,, = 13,368 pul&. Entonces 

17,200 
M,, = 375 x - 1 

X - = 44 klb-pie 
12.25 12,000 

Obteniéndose MC,lMa = 441150 = 0.293. Así que, para las zonas de momento negativo, 

El valor promedio de 1, a utilizar en el cálculo de las deflexiones es 

Ahora es necesario determinar el multiplicador de las deflexiones a largo plazo de la ecuación (6.11) 
y la figura 6.8. Para la zona de flexión positiva sin refuerzo a compresión, A,,,, = 2.00. 

www.elsolucionario.org
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Como punto de referencia conveniente, se determina la deflexión del elemento bajo las cargas 
muertas y vivas completas de 3.3 klblpie, correspondientes al diagrama de momentos de la figura 6 . 9 ~ .  
Se utilizan los principios del método de las áreas de momento, 

- - 1728 = 0.203 pulg 
2850 X 15,250 

Con esta figura como base, es posible determinar la porción dependiente del tiempo de la deflexión 
ocasionada por la carga muerta (la única parte del total que afectará las particiones), así 

1.1 
&j = 0.203 X - X 200 = 0.135 pulg 

3.3 

mientras que la suma de las deflexiones instantáneas y dependientes del tiempo ocasionadas por la 
porción permanente de la carga viva, es 

2 2  A0.rn = 0.203 X - X 0.20 X 3.00 = 0.081 pulg 
3.3 

y la deflexión instantánea debida a la aplicación de la porción de la carga viva de corta duración es 

2 2  
&.m1 = 0.203 X X 0.80 = O. 108 pulg 

3.3 

Por tanto, la deflexión total que afectará desfavorablemente las particiones, desde el momento en que 
éstas se instalan hasta que hayan ocurrido todas las deflexiones a largo plazo y las deflexiones instan- 
táneas subsecuentes, es: 

A = 0.135 + 0.081 + 0.108 = 0.324 puig 

En comparación, el límite impuesto por el Código ACI en estas circunstancias es 11480 = 26 x 121480 
= 0.650 puig, que indica que la rigidez del elemento propuesto es suficiente. 

Puede destacarse que el error introducido en la solución anterior, al utilizar el momento de 
inercia de la sección fisurada para las secciones positiva y negativa en lugar del valor de I,, hubiera 
sido relativamente menor. Con esto se hubiera logrado un ahorro significativo en el trabajo 
computacional. Si MJM, es menor que 113, la utilización de Icr será casi siempre aceptable. Además, 
debe subrayarse que el cálculo de los momentos de inercia tanto para la sección fisurada como para la 
no fisurada, se facilita considerablemente con ayudas de diseño como las que se incluyen en la refe- 
rencia 6.13. 

DEFLEXIONES OCASIONADAS POR RETRACCI~N DE FRAGUADO 
Y POR CAMBIOS DE TEMPERATURA 

La retracción de fraguado del concreto produce esfuerzos de compresión en el refuerzo longitudinal 
en vigas y losas, y esfuerzos de tensión en el concreto para equilibrar la fuerza de compresión. Si, 
como ocurre en la mayor parte de los casos, el refuerzo no está colocado simétricamente con respecto 
al centroide del concreto, la retracción de fraguado producirá una curvatura y una deflexión corres- 
pondiente. Las deflexiones ocurrirán en la misma dirección de las producidas por las cargas, si el 
refuerzo está colocado principalmente en la cara del elemento que está sometida a tensión por flexión. 

La deflexión por retracción de fraguado no se calcula generalmente en forma independiente, 
sino en forma combinada con la deflexión por flujo plástico según los procedimientos determina- 
dos por el Código ACI (ver la sección 6.7d). Sin embargo, existen circunstancias en que se hace 
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necesario el cálculo de un estimativo independiente y más preciso de la deflexión por retracción de 
fraguado, en particular para losas delgadas y con baja carga. El acero a compresión, aunque tiene 
apenas un pequeño efecto en la reducción de las deflexiones elásticas instantáneas, contribuye en 
forma significativa a la reducción de las deflexiones ocasionadas por retracción de fraguado (al 
igual que a las de flujo plástico) y por esta razón se adiciona en algunos casos. 

Las curvaturas producto de la retracción de fraguado del concreto para un elemento 
asimétricamente reforzado pueden encontrarse con el método de la tensión ficticia (ver la referen- 
cia 6.5). La figura 6.10a presenta la sección transversal del elemento con área de acero a compre- 
sión Al y área de acero a tensión A,, a profundidades d' y d, respectivamente, desde la superficie 
superior. En la figura 6.10b el concreto y el acero se suponen temporalmente como si estuvieran 
separados, de manera que el concreto puede asumir libremente su deformación unitaria por re- 
tracción de fraguado esh. Entonces, se aplica al acero una fuerza de compresión ficticia TSh = 
(A, + A:) esh E,, en el centroide de todas las barras, a una distancia e por debajo del centroide de 
concreto, de manera que el acortamiento producido en el acero sea exactamente igual a la defor- 
mación unitaria por retracción de fraguado libre del concreto. Luego se aplica la fuerza de tensión 
equilibrante TSh a la sección completa, recombinada, como se ilustra en la figura 6.10~. Esto produ- 
ce un momento TShe y la curvatura por retracción de fraguado correspondiente es equivalente a 

Tshe  
(bsh = - EI 

Los efectos del agrietamiento del concreto y del flujo plástico complican el análisis, pero compara- 
ciones con datos experimentales (ver la referencia 6.5) indican que se obtienen buenos resultados 
si se utilizan eg e Ig para la sección bruta no fisurada del concreto y un módulo reducido E,, igual a 
$ E, para tener en cuenta el flujo plástico. Así que: 

donde E, es el valor normal para el módulo elástico del concreto dado por la ecuación (2.3). 
También se han utilizado métodos empíricos, en vez del método de la fuerza de tensión ficti- 

cia, para calcular las curvaturas ocasionadas por retracción de fraguado. Estos métodos se basan en 
la simple pero razonable proposición de que la curvatura por retracción de fraguado es una función 
directa de la retracción de fraguado libre y de la cuantía de acero, y una función inversa de la altura 
de la sección (ver la referencia 6.5). Branson sugiere que para cuantías de acero (p -p') r 3 por 
ciento (dondep = 100A,/bd yp' = lOOASlbd), 

Unidad 
de longitud 

Centroide 
dl 1 I , M  concreto ,J, P 

~entroide 
del acero 
(4 (4 

FIGURA 6.10 
Curvatura por retracción de fraguado de una viga o losa de concreto reforzado: (a) sección transversal; 
(b) deformación unitaria por retracción de fraguado libre; (c) curvatura por retracción de fraguado. 
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y para (p -p') > 3 por ciento, 

Una vez calculada la curvatura por retracción de fraguado por cualquiera de los métodos 
expuestos, la deflexión correspondiente en el elemento puede determinarse con cualquiera de los 
métodos convenientes como el método de las áreas de momento o el de la viga conjugada. Si las 
cuantías de acero y las excentricidades son constantes a lo largo de la luz, la deflexión eSh que 
produce la curvatura por retracción de fraguado puede determinarse a partir de 

donde Ksh es un coeficiente igual a 0.500 para voladizos, 0.125 para luces simples, 0.065 para luces 
internas de vigas continuas y 0.090 paraluces externas de vigas continuas (ver la referencia 6.5). 

Ejemplo 6.3. Deflexión por retracción de fraguado. Calcule la deflexión en el centro de la luz de una viga 
simplemente apoyada con una luz de 20 pies, como consecuencia de la retracción de fraguado del con- 
creto para el cual ~ , d h  = 780 x lo4. Con referencia a la figura 6.10a, b = 10 pulg, d = 17.5 pulg, h = 20 
pulg, A, = 3.00 pulg2 yH,= O. Los módulos elásticos son E, = 3.6 x lo6 lblpulg2 y E,= 29 x lo6 lblpulg2. 

Solución. Mediante el método de la fuerza de tensión ficticia. 

y a partir de la ecuación (6.14) con Ig = 6670 

mientras que, a partir de la ecuación (6.16) con KSh = 0.125; para la luz simple, 

A,,, = 0.125 x 42.4 X 106 x 2402 = 0.305 pulg 

Alternativamente se utiliza el método aproximado de Branson mediante la ecuación (6.15~) con 
p = 100 x 31175 = 1.7 por ciento yp'= O 

valor que se compara con 42.4 x lo4 obtenido con el método de la fuerza de tensión equivalente. Si 
se tienen en cuenta las incertidumbres asociadas con los efectos del agrietamiento y del flujo plástico, 
el método aproximado puede utilizarse en forma satisfactoria. 

También se producirán deflexiones en un elemento como resultado del diferencial de tempe- 
ratura entre las partes superior e inferior del mismo. Este diferencial produce una variación de la 
deformación unitaria con la altura del elemento, que puede suponerse generalmente como lineal. 
En estos casos, la deflexión producto de la diferencia de temperatura se calcula utilizando la ecua- 
ción (6.16), en la cual @sh, se remplaza por aATlh, donde el coeficiente térmico a para el concreto 
puede tomarse igual a 5.5 x lo6 por O F  y AT es el diferencial de temperatura en grados Fahrenheit 
entre una cara y la otra. La presencia del refuerzo tiene poca influencia en las curvaturas y en las 
deflexiones que resultan de temperaturas diferenciales, puesto que el coeficiente térmico para el 
acero es muy parecido al del concreto. 

www.elsolucionario.org
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MOMENTO VERSUS CURVATURA PARA SECCIONES 
DE CONCRETO REFORZADO 

Aunque no se necesita en forma explícita en el diseño corriente y no es parte de los procedimientos 
del Código ACI, la relación entre el momento aplicado a determinada sección de una viga y la curva- 
tura que resulta a lo largo del intervalo completo de carga hasta la falla, es muy importante en dife- 
rentes contextos. Es básica para estudiar la ductilidad del elemento, para entender el desarrollo de 
las rótulas plásticas y para tener en cuenta la redistribución de los momentos elásticos que ocurren en 
la mayor parte de las estructuras de concreto reforzado antes del colapso (ver la sección 11.9). 

Con referencia a la figura 6.11, se recuerda que la curvatura se define como el cambio de 
ángulo por unidad de longitud en una ubicación dada, a lo largo del eje del elemento sometido a 
cargas de flexión: 

donde II, = curvatura unitaria yr  = radio de curvatura. Si se utilizan las relaciones esfuerzo-deforma- 
ción unitaria para el acero y el concreto que se representan en forma ideal en las figuras 6.12a y b 
respectivamente, y si se tienen en cuenta los supuestos usuales referentes a la adherencia perfecta y a 
las secciones planas, es posible calcular la relación entre momento y curvatura para una sección 
común en una viga de concreto subreforzada y sometida a agrietamiento por flexión, como sigue. 

La figura 6.13a presenta la sección bruta transformada de una viga rectangular reforzada a 
tensión, para el estado de carga elástico no fisurado, con el acero representado mediante el área 
equivalente de concreto d,, es decir, con área (n - 1)A, adicionada por fuera de la sección 

Unidad de longitud 
FIGURA 6.11 
Curvatura unitaria resultante de la flexión en una sección de viga. 

Deformación unitaria E,  

' (a) 

Esfuerzo 
fc 

Intervalo lineal 

Deformación unitaria eC 

(b) 

FIGURA 6.12 
Curvas idealizadas esfuerzo-deformación unitaria: (a) para e1 acero; 
(b) para el concreto. 
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í a) (4 (4 

FIGURA 6.13 
Viga no fisurada en el intervalo elástico de cargas: (a) sección bruta transformada; 
(b) deformaciones unitarias; (c) esfuerzos y fuerzas. 

rectangular de concreto?. El eje neutro, ubicado a una distancia c ,  por debajo de la superficie 
superior de la viga, se encuentra fácilmente (ver la sección 3.3~). En el caso límite, el esfuerzo en 
el concreto en la cara de tensión es justamente igual al módulo de rotura f,, y la deformación 
unitaria es E,= frlEc. El acero se encuentra muy por debajo de su fluencia en este estado de 
cargas, lo cual puede confirmarse con el cálculo de la deformación unitaria en el acero a partir 
del diagrama de deformaciones unitarias E, = E~,, donde es la deformación unitaria del con- 
creto en las fibras al nivel del acero. También se puede confirmar fácilmente que el esfuerzo de 
compresión máximo en el concreto está muy por debajo del límite de proporcionalidad. En la 
figura 6.13b se observa que la curvatura es 

y el momento correspondiente es 

donde I,, el momento de inercia para la sección transformada no fisurada. Las ecuaciones (6.18) y 
(6.19) proveen la información necesaria para dibujar el punto 1 del gráfico momento-curvatura de 
la figura 6.16~~. 

Una vez que se presenta la fisuración por tensión en la sección, la rigidez se reduce inmedia- 
tamente y la curvatura aumenta hasta el punto 2 de la figura 6.16 sin incremento en el momento. El 
análisis se basa ahora en la sección transformada fisurada de la figura 6.14a, con el acero represen- 
tado por el área transformada wl, y sin tener en cuenta el concreto a tensión. La distancia al eje 
neutro elástico fisurado c ,  = M se encuentra sin dificultad con los métodos usuales (ver la sección 
3.3b). En el caso límite, la deformación unitaria en el concreto alcanza justamente el límite de 
proporcionalidad como aparece en la figura 6.14b y, generalmente, el acero permanece aún por 
debajo de la deformación unitaria de fluencia. La curvatura se calcula con faciiidad mediante 

y el momento correspondiente es 

como se demostró en la sección 3.3b. Esto genera el punto 3 de la figura 6.16. La curvatura en el 
punto 2 se encuentra ahora a partir de la relación McrIMeI. 

? Observe que el esfuerzo a comprensión o varias filas de refuerzo a tensión pueden incluirse en el análisis sin mayores complicaciones. 
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"As jd= d - -  

(a) (b) (4 

FIGURA 6.14 
Viga fisurada en el intervalo elástico de respuesta del material: (a)  sección transversal transforma- 
da; (b)  deformaciones unitarias; (c)  esfuerzos y fuerzas. 

Luego, en la figura 6.15 se ilustra el estado de cargas inelástico fisurado. Aquí el concreto está 
bien metido en el intervalo inelástico, aunque el acero todavía no fluye. La profundidad del eje neu- 
tro, c,, es menor que la elástica correspondiente kd y se modifica con el aumento de la carga a medida 
que cambia la forma de la distribución de esfuerzos en el concreto y el esfuerzo en el acero. 

En este momento resulta conveniente adoptar una representación numérica de la distribu- 
ción de esfuerzos de compresión en el concreto con el fin de encontrar tanto la fuerza de compre- 
sión total en el concreto C como la localización de su centroide, para cualquier valor arbitrariamente 
seleccionado de la deformación unitaria máxima del concreto E,, en este intervalo. El diagrama de 
deformaciones unitarias a compresión se divide en una cantidad arbitraria de intervalos (por ejem- 
plo, cuatro en la figura 6.15b) y se obtienen los esfuerzos correspondientes a compresión para cada 
deformación unitaria a partir de la curva esfuerzo-deformación unitaria de la figura 6.1%. La re- 
presentación escalonada del bloque de esfuerzos, que es realmente continuo, se integra numérica- 
mente para encontrar C y su punto de aplicación se localiza tomando los momentos de las fuerzas 
en el concreto, con respecto al borde superior de la sección. Si se sigue un procedimiento iterativo, 
se puede utilizar el requisito básico de equilibrio C = T para encontrar la localización correcta del 
eje neutro para la deformación unitaria de compresión particular seleccionada. 
El proceso completo puede resumirse de la siguiente manera: 

1. Seleccionar una deformación unitaria E, del concreto cualquiera para la cara superior en el 
rango inelástico, es decir, entre y E,. 

2. Suponer la profundidad del eje neutro a una distancia c, por debajo de la cara superior. 
3. A partir de la geometría del diagrama de deformaciones unitarias, determinar E, y E, 

4. Calcular f, = €,E,, pero 5 f y  y T = Ash. 
5. Determinar C integrando numéricamente el área bajo la curva de distribución de esfuerzos en el 

concreto. 
6. Verificar si C = T. Si no lo es, el eje neutro debe ajustarse hacia arriba o hacia abajo para la 

deformación unitaria particular del concreto seleccionada en el paso 1, hasta que se satisfagan 
las condiciones de equilibrio. Esto determina el valor correcto de c,. 

FIGURA 6.15 
Viga fisurada con el concreto en el intervalo inelástico de cargas: (a) sección transversal; 
(b)  deformaciones unitarias; (c)  esfuerzos y fuerzas. 
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Momento 
Me1 

Fluencia del acero 

t,'j 
/ Límite de proporcionalidad del concreto 

1, / [ Agrietamiento 

* 
Rotación unitaria 

FIGURA 6.16 
Relación momento-curvatura para vigas reforzadas a tensión. 

La curvatura puede entonces encontrarse a partir de 

Se calcula luego el brazo de palanca interno z desde el centroide de la distribución de esfuerzos en 
el concreto hasta la resultante de tensión, figura 6.15c, a partir de lo cual 

Así, la secuencia de 1 hasta 6 se repite con nuevos valores seleccionados de deformación 
unitaria del concreto E,. El resultado final consistirá en una serie de puntos, como 4,5,6 y 7 en la 
figura 6.16. El límite de la gráfica momento-curvatura se alcanza cuando la deformación unitaria 
en la cara superior del concreto alcanza el valor E, correspondiente al punto 7. Para este estado de 
carga el acero estará muy por encima de la deformación unitaria de fluencia y habrá alcanzado, por 
tanto, el esfuerzo de fluencia. 

/ 
Es importante estar atento a la diferencia entre una gráfica de momento-curvatura unitaria 

como la de la figura 6.16, y un diagrama de momento-rotación para la zona de plastificación en una 
viga de concreto reforzado. La zona donde se presenta la plastificación incluye normalmente una 
cantidad de grietas discretas pero, entre estas grietas, el concreto no fisurado reduce la deforma- 
ción unitaria en el acero que conduce a lo que se conoce como efecto de "rigidización por te-nsión". 
El resultado es que la rotación total en la rótula es mucho menor que la que resultaría al multipli- 
car la curvatura por unidad de longitud en la sección fisurada, por la longitud observada o supuesta 
en la zona de rótula. Además, el incremento repentino en la curvatura unitaria que se presenta en 
la figura 6.16, no se vería en el gráfico de momento-rotación en el momento del agrietamiento; sólo 
se vería una pequeña pero progresiva reducción en la pendiente del diagrama. 
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PROBLEMAS 
6.1. Una viga rectangular con ancho b = 12 pulg, altura efectiva d = 20.5 pulg y altura total h = 23 pulg, 

tiene una luz de 18.5 pies entre apoyos simples. La viga tiene que sostener una carga muerta calculada 
de 1.27 klblpie que incluye su peso propio, más una carga viva de servicio de 2.44 klblpie. El refuerzo 
consiste en cuatro barras No. 8 en una sola fila. Las resistencias de los materiales son 4 = 60,000 
lb/pulg2 y fi = 4000 1b/pulg2. 
(a) Calcule el esfuerzo en el acero para la carga de servicio completa y estime el ancho máximo de las 

grietas utilizando la ecuación de Gergely-Lutz. 
(b)  Si se supone una exposición exterior al aire húmedo, confirme si el diseño propuesto es adecuado. 

6.2. Para la vigadel 6.1: 
(a) Calcule el valor de z del ACI utilizando fs = 0.604 como lo permite el Código ACI. 
(b) Compare con las limitaciones del Código ACI para determinar si el diseño es satisfactorio con 

respecto al agrietamiento. 
(c) Compare con las indicaciones dadas en la tabla A8 del apéndice A. 

6.3. Para ahorrar costos en el manejo del acero se propone un diseño alterno para la viga del problema 6.1, 
utilizando dos barras No. 11 para suministrar aproximadamente la misma área de acero que tienen las 
cuatro barras No. 8 propuestas inicialmente. Verifique si el rediseño de la viga es satisfactorio con 
respecto al agrietamiento: 
(a)  Mediante la ecuación de Gergely-Lutz y la tabla 6.1, y 
(b)  De acuerdo con el Código ACI. ¿Qué modificaciones podría sugerir para minimizar el número de 

barras y así reducir los costos, teniendo en cuenta que deben satisfacerse los requisitos de control 
de agrietamiento? 

6.4. Para la viga del problema 6.1: 
(a)  Calcule el incremento en la deflexión resultante de la primera aplicación de la carga viva de corta 

duración. 
(b) Encuentre la porción de la deflexión por cargas permanentes a causa del flujo plástico, más la 

deflexión instantánea como consecuencia de la carga viva. 
(c) Compare sus resultados con los límites impuestos por el Código ACI que se resumen en la tabla 6.3. 

suponga que la viga hace parte de un sistema de entrepiso y sostiene particiones con bloques de 
escoria susceptibles de agrietarse si las deflexiones son excesivas. 

6.5. Una viga con b = 12 pulg, d = 21.5 pulg y h = 24 pulg está reforzada con tres barras No. 11. Las 
resistencias de los materiales son f, = 60,000 lb/pulg2 y f:. = 4000 lb/pulg2. La viga se utiliza en una luz 
simple de 28 pies para sostener un; carga total de servicio de 2430 lblpie. Para este elemento, las cargas 
sostenidas incluyen el peso de la viga además de una carga muerta superpuesta de 510 lblpie, más 400 
lblpie que representan la parte de la carga viva que actúa en forma más o menos continua, como mue- 
bles, equipos y cargas de ocupación promedio en el tiempo. La otra carga viva de 1220 lblpie la confor- 
man cargas de corta duración, como las cargas pico muy breves en los corredores de un edificio de 
oficinas al final de un día de trabajo. 
(a) Encuentre el aumento en la deflexión, bajo cargas permanentes, ocasionado por el flujo plástico. 
(b) Encuentre el incremento adicional en la deflexión a causa de la parte intermitente de la carga viva. 

Para estos cálculos puede suponer que la carga pico se aplica casi inmediatamente después de que 
el edificio entra en servicio y luego se vuelve a ejercer en forma intermitente. Compare con los límites 
determinados por el Código ACI en la tabla 6.3. Puede suponerse que para esta viga de piso de gran luz 
se han tomado las precauciones necesarias, referentes a detalles de construcción, para evitar daños a los 
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elementos soportados a causa de las deflexiones. Si las limitaciones del Código ACI no se cumplen, 
¿qué cambios recomendaría usted para mejorar el diseño? 

6.6. Una viga de concreto reforzado es continua a lo largo de dos Iuces iguales de 22 pies, simplemente apoya- 
da en 10s dos apoyos exteriores y completamente continua en el apoyo interior. Las dimensiones de la 
sección transversal de concreto son b = 10 pulg, h = 22 pulg y d = 195 p lg ,  tanto para las regiones de 
flexión positiva como para las de flexión negativa. El refuerzo positivo en cada 1w consta de una barra No. 
10 y una barra No. 8, y el refuerzo negativo en el apoyo interior está conformado p r  tres barras No. 10. No 
se utiliza acero a compresión. Las resistencias de los materiales son f = 60,000 1b/~ul~2  y fc= 5000 

Y 
lb/pulg2. La viga va a sostener una carga viva de servicio, aplicada muy temprano en la vida del elemento, 
de 1800 lb/pie, distribuida uniformemente en las dos luces; el 20 por ciento de esta carga se mantendrá en 
forma más o menos permanente, mientras que el resto será intermitente. La carga muerta total de servicio 
es 1000 lb/pie que incluye su peso propio. Encuentre: 
(a) La deflexión instantánea tan pronto se retira el apuntalamiento y se aplica la carga muerta completa, 
(b)  Las deflexiones a largo plazo para cargas permanentes, 
(c) El incremento en la deflexión cuando se aplica la parte de corta duración de la carga viva. 

Compare con los l í í t e s  de deflexiones determinados por el Código ACI; tenga en cuenta que el 
elemento está unido a tuberías y conductos frágiles que pueden daííarse si ocurren deflexiones 
grandes. Observe que pueden utilizarse las deflexiones en el centro de la luz como una aproxima- 
ción muy cercana a la deflexión máxima. 

6.7. Vuelva a calcular las deflexiones del Problema 6.6 con base en el supuesto de que el 20 por ciento de la 
carga viva representa la condición normal de cargas de servicio y se mantiene en forma más o menos 
continua, mientras que el restante 80 por ciento consta de cargas pico de corta duración que no se 
aplicarán probablemente sino hasta que se presente la mayor parte de las deflexiones por flujo plástico. 
Compare estos resultados con los anteriores. 

6.8. La viga rectanguIar reforzada a tensión de la figura P6.8~ se constmye utilizando acero con fy =60,W 
lb/pulg2 y E,= 29,000,000 lb/pulg2. Se supone una respuesta perfectamente plástica después de que se 
aIcanza el punto de fluencia. El concreto utilizado tiene la curva esfuerzo-deformación unitaria que 
aparece en la figura P6.8b7 con un límite en la respuesta elástica a una deformación unitaria de 0.0005, 
un esfuerzo máximo a 0.0020 y una deformación unitaria última de 0.0030. El módulo elástico del con- 
creto es E, = 3,600,000 lb/pulg2 y el módulo de rotura es f, = 475 lb/pulg2. Con base en esta informa- 
ción, dibuje una curva que relacione el momento aplicado con la curvatura unitaria en una sección 
sometida a agrietamiento por flexión. Marque los puntos correspondientes a la primera fisura, al límite 
de la respuesta elástica del concreto, a la primera fluencia del acero y a la resistencia última a la flexión. 

3 No. 10- 
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INTRODUCCI~N 

Los elementos de concreto reforzado están sometidos comúnmente a momentos flectores, a fuer- 
zas cortantes transversales asociadas con estos momentos flectores y, en el caso de columnas, 
a fuerzas axiales combinadas a menudo con flexión y cortante. Además, pueden actuar fuerzas 
de torsión que tienden a retorcer el elemento con respecto a su eje longitudinal. Estas fuerzas de 
torsión rara vez actúan solas y casi siempre están acompañadas por momentos flectores, por cor- 
tantes transversales y algunas veces por fuerzas axiales. 

Durante muchos años, la torsión se observaba como un efecto secundario y no era tenida 
en cuenta en forma explícita en el diseño; su influencia era absorbida por el factor de seguridad 
global de estructuras diseñadas más bien conservadoramente. Sin embargo, en años recientes 
surgió la necesidad de considerar en muchos casos los efectos de torsión en el diseño de elemen- 
tos y proporcionar refuerzo para aumentar la resistencia de torsión. Existen dos razones princi- 
pales para este cambio. La primera se relaciona con el mejoramiento en los métodos de análisis 
y diseño, como el método de diseño a la resistencia que ahora se utiliza, los cuales permiten un 
factor de seguridad global un poco menor mediante una evaluación más precisa de la capacidad 
de carga y conducen a su vez a elementos con dimensiones un poco menores. La segunda razón 
tiene que ver con el incremento en el uso de elementos estructurales en los cuales la torsión es un 
aspecto principal de su comportamiento, como en las vigas de los puentes curvos, las vigas cajón 
cargadas excéntricamente y las losas de escaleras helicoidales. En consecuencia, desde 1960 se 
ha dado una evolución importante en las actividades de investigación relacionadas con la torsión 
en el concreto reforzado. Por primera vez se incorporaron procedimientos prácticos de diseño en 
el Código ACI de 1971, se hicieron revisiones menores en las siguientes tres ediciones, y se hizo 
una revisión sustancial en 1995. Los procedimientos actuales de diseño fueron propuestos ini- 
cialmente en Suiza (ver las referencias 7.1 y 7.2) y ahora hacen parte de los códigos modelo en 
Europa y Canadá (ver referencias 7.3 y 7.4). 



Al considerar los efectos de torsión en las estructuras de concreto reforzado, es importante 
diferenciar entre torsión primaria y torsión secundaria. La torsión primaria, algunas veces llamada 
torsión de equilibrio o torsión estáticamente determinada, se presenta cuando la carga externa no 
tiene otra alternativa que ser resistida por torsión. En estos casos, la torsión necesaria para mante- 
ner el equilibrio estático puede determinarse en forma Única. Un ejemplo es la losa en voladizo de 
la figura 7.1~.  Las cargas aplicadas en la superficie de la losa producen unos momentos de torsión 
que actúan a lo largo de la longitud de la viga de soporte. Éstos se equilibran mediante el momento 
torsor resistente T que se genera en las columnas. Sin estos momentos de torsión, la estructura 
colapsaría. 

En contraste con la condición anterior se genera la torsión secundaria también llamada ter- 
sión por compatibilidad o torsión estáticamente indeteminada, a partir de 10s requisitos de continui- 
dad, es decir, de la compatibilidad de deformaciones entre partes adyacentes de una estructura. En 
este caso, los momentos de torsión no pueden determinarse únicamente con base en el equilibrio 
estático. Si no se considera la continuidad en el diseño se presentará probablemente un gran agrie- 
tamiento, pero por lo general no se producirá colapso. Generalmente existe la posibilidad de una 
redistribución interna de fuerzas y de un equilibrio alterno de fuerzas. Un ejemplo de torsión se- 
cundaria se presenta en la viga de borde que sostiene una losa monolítica de concreto como apare- 
ce en la figura 7.lb. Si la viga de borde es rígida a la torsión y está reforzada adecuadamente, y si las 
columnas pueden suministrar el momento torsor resistente T que se necesita, entonces los momen- 
tos en la losa serán aproximadamente los de un apoyo exterior rígido, como se ilustra en la figura 
7.1~. Sin embargo, si la viga tiene una rigidez baja a la torsión y está reforzada en forma inapropiada 
para efectos de torsión, se presentará agrietamiento, que reducirá aún más la rigidez de torsión, y 
los momentos en la losa se aproximarán a los de un borde articulado, como se ilustra en la figura 

FIGURA 7.1 
Efectos de torsión en el concreto 
reforzado: (a)  torsión primaria o de 
equilibrio en una losa en voladizo; 
(6) torsión secundaria o de compatibilidad 
en una viga de borde; (c)  momentos en las 
losas si la viga de borde es rígida a torsión; 
(d)  momentos en las losas si la viga de 
borde es flexible a la torsión. 
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7.16. Si se diseña la losa para resistir el diagrama de momentos modificado, no ocurrirá el colapso 
(ver sección 1 1.10). 

Aunque las técnicas modernas de análisis permiten una evaluación realista de los momentos de 
torsión para las condiciones estáticamente indeterminadas, al igual que para las determinadas, los 
diseñadores a menudo no tienen en cuenta los efectos de torsión secundarios cuando los esfuerzos de 
torsión son bajos y cuando los estados altemos de equilibrio son posibles. Esto está permitido por el 
Código ACI y por muchas otras especificaciones. Por otro lado, cuando la resistencia a la torsión es 
un aspecto fundamental del diseño, como en el caso del puente de la figura 7.2, se requieren análisis 
especiales y refuerzo especial a torsión, tal como se describe en el resto de este capítulo. 

TORSIÓN EN ELEMENTOS DE CONCRETO SIMPLE 
La figura 7.3 señala una porción de un elemento prismático sometido a momentos torsores T igua- 
les y opuestos en sus extremos. Si el material es elástico, la teoría de torsión de St. Venant indica 

FIGURA 7.2 
Viga curva continua para un puente, diseñada para efectos de torsión. 

FIGURA 7.3 
Esfuerzos causados por la torsión. 
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que los esfuerzos cortantes por torsión se distribuyen sobre la sección transversal, como se muestra 
en la figura 7.36. Los mayores esfuerzos cortantes se presentan en la mitad de las caras más anchas, 
Si el material se deforma ineslásticamente, tal como se espera para el concreto, la distribución de 
esfuerzos se aproxima a la indicada por líneas punteadas. 

Los esfuerzos cortantes actúan en pares sobre un elemento en o cerca de la superficie ancha 
como aparece en la figura 7.3a. Como se demuestra en cualquier texto de resistencia de materiales, 
este estado de esfuerzos es equivalente a un estado de esfuerzos de tensión y de compresión iguales 
en las caras de un elemento rotado a un ángulo de 4S0 con respecto a la dirección del cortante, 
Estos esfuerzos de tensión inclinados son del mismo tipo que los causados por cortante transversal 
analizados en la sección 4.2. Sin embargo, para el caso de la torsión, puesto que los esfuerzos 
cortantes por torsión tienen signos opuestos en las dos caras opuestas del elemento (figura 7.3b), 
los esfuerzos de tensión diagonal correspondientes forman ángulos rectos entre sí (figura 7.3a). 

Cuando los esfuerzos de tensión diagonal exceden la resistencia a la tensión del concreto, se 
forma una grieta en algún sitio accidentalmente más débil y ésta se propaga inmediatamente a 
través de la viga. El valor del momento torsor que corresponde a la formación de esta grieta diago- 
nal se conoce como el torque de agrietamiento T,, 

Existen diversas maneras de analizar elementos sometidos a torsión. La distribución de es- 
fuerzos no lineal indicada mediante líneas punteadas en la figura 7.3b, lleva por sí misma a la 
utilización de la analogía del tubo depared delgada o de la amadura espacial. Utilizando esta analo- 
gía, los esfuerzos cortantes se consideran constantes a través de un espesor finito t alrededor de la 
periferia del elemento, permitiendo considerar la viga como representada por un tubo equivalente 
como lo indica la figura 7.4. Dentro de las paredes del tubo de torsión es resistida por el corte de 
flujo q, el cual tiene unidades de fuerza por unidad de longitud. En la analogía, q se considera como 
constante alrededor del perímetro del tubo. Como se presenta en la figura 7.4, las resultantes de las 
componentes individuales del flujo de corte están localizadas dentro de las pares del tubo y actúan 
a lo largo de las longitudes y, en las paredes verticales y a lo largo de las longitudes x, en las 
paredes horizontales, donde y, yx, se miden en el centro de las paredes. 

La relación entre el momento torsor aplicado y el flujo de corte puede conseguirse mediante 
la suma de los momentos alrededor de la línea central en el eje del tubo, obteniéndose 

T = 2qq,yo/2 + 2q~~x , /2  (a) 
donde los dos términos de la derecha representan las contribuciones de las paredes horizontal y 
vertical al momento torsor resistente, respectivamente. De esta manera, 

T =2qx,y, (b) 
El producto xoyo representa el área encerrada por la trayectoria del flujo de corte A, 

obteniéndose, 
T = 2qA, (c> 

Trayectoria 
del corte de 

FIGURA 7.4 
Tubo de pared delgada bajo torsión. 
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Observe que, aunque A, es un área, ésta se deduce a partir de los cálculos de momento indicados 
en la ecuación (a) anterior. De esta manera, A, es aplicable a secciones cajón huecas, al igual que 
a secciones sólidas en cuyo caso incluye el área del vacío central. 

Para un espesor de pared del tubo t, el esfuerzo cortante unitario que actúa dentro de las 
paredes del tubo es 

Como se presenta en la figura 7.3a, el esfuerzo principal a tensión a = z. De esta manera, el concre- 
to se agrieta sólo cuando z = o = f,', la resistencia a la tensión del concreto. Considerando que el 
concreto está sometido a tensión y compresión biaxial, f,' puede representarse conservadoramente 
mediante 4 f l  en lugar del valor utilizado típicamente para el módulo de rotura del concreto, el 
cual se toma como f, = 7 . 5 E  para concretos de densidad normal. Sustituyendo z = zcr 4 f i  en 
la ecuación (7.1) y despejando T, se obtiene el valor del momento torsor de agrietamiento: 

Tcr = 4 f i ( 2 ~ o t )  

Recordando queA, representa el área encerrada por el camino seguido por el flujo de corte, A, 
debe ser una fracción del área encerrada por el perímetro externo de la sección transversal com- 
pleta de concreto Acp. En general, el valor de t puede aproximarse a una fracción de la relación 
AcpIPcp, donde Pcp es el perímetro de la sección transversal. Para elementos sólidos con seccio- 
nes transversales rectangulares, t puede tomarse como un a 4 del ancho mínimo. Utilizando 
un valor de: para un elemento con una relación ancho-espesor de 0.5, se obtiene un valor aproxi- 
mado de A, = $A,~. Para este mismo elemento, t = $ A , ~  /PCp Utilizando los valores de A, y t 
en la ecuación (7.2) se obtiene. 

Se ha encontrado que la ecuación (7.3) permite estimar de manera razonable el momento torsor de 
agrietamiento para elementos de concreto reforzado independientemente de la forma de su sec- 
ción transversal. 

TORSIÓN EN ELEMENTOS DE CONCRETO REFORZADO 

Para resistir la torsión para valores de T superiores a Tcr, el refuerzo debe estar conformado por 
estribos poco espaciados y por barras longitudinales. Diversos ensayos evidencian que las solas 
barras longitudinales aumentan muy poco la resistencia a la torsión, lográndose incrementos de un 
15 por ciento como máximo (ver la referencia 7.5). Esto es comprensible puesto que la única forma 
en que las barras longitudinales pueden contribuir a la resistencia a la torsión es mediante la acción 
de dovela que, en particular, es débil y poco confiable si el fracturamiento longitudinal a lo largo de 
las barras no está restringido por refuerzo transversal. Así que la resistencia a la torsión de elemen- 
tos reforzados únicamente con acero longitudinal puede estimarse en forma satisfactoria y algo 
conservadora, con las ecuaciones (7.2) y (7.3). 

Cuando los elementos se refuerzan en forma adecuada, como en la figura 7.5a, las fisuras en 
el concreto aparecen para un momento torsor igual o un poco mayor que el de un elemento no 
reforzado, según la ecuación (7.3). Las grietas forman un patrón en espiral, como aparece en la 
figura 7.5b. Después del agrietamiento, la resistencia a la torsión del concreto disminuye hasta casi 
la mitad de la resistencia del elemento no fisurado y el resto de la torsión la resiste ahora el refuer- 
zo. Esta redistribución en la resistencia interna se refleja claramente en la curva de momento torsor 
versus ángulo de torsión (ver la figura 7.6), que al nivel del momento torsor de agrietamiento gene- 
ra rotación continua para momento torsor constante, hasta que las fuerzas se redistribuyen del 



Viga de concreto reforzado sometida a torsión: 
(a) refuerzo a torsión; (b)  grietas de torsión. 

concreto hacia el acero. Cuando la sección se aproxima a la resistencia última, el concreto de recu- 
brimiento del acero se fisura y empieza a desprenderse, contribuyendo cada vez menos a la capaci- 
dad de torsión del elemento. 

Los ensayos experimentales han demostrado que, después del agrietamiento, el área ence- 
rrada por el flujo de corte queda definida por las dimensiones xo y yo medidas hasta las líneas 
centrales del refuerzo transversal cerrado más alejado, y no hasta el centro de las paredes del 
tubo como antes. Estas dimensiones definen el área bruta Aoh = x j 0  y el perímetro de corte 
ph = 2(xo + y o )  medido hasta la línea central del acero. 

El análisis de la resistencia a torsión del elemento puede estimarse considerando el élemento 
como una armadura espacial conformada por diagonales de concreto en espiral que toman la carga 
paralela pero no perpendicular a las grietas de torsión, elementos en tensión transversales que 
corresponden a los estribos cerrados o flejes, y cordones de tensión que corresponden al refuerzo 
longitudinal La analogía de tubo hueco y armadura espacial es una simplificación del comporta- 
miento real debido a que, como se demostrará posteriormente, la resistencia de torsión calculada 
está controlada por la resistencia del refuerzo transversal independientemente de la resistencia del 
concreto. Esta simplificación se utiliza aquí debido a que facilita la comprensión del tema, aunque 

T 

FIGURA 7.6 
Curva momento torsor versus rotación para un elemento 
de concreto reforzado. 
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subestima de manera importante la capacidad de torsión y no refleja la mayor capacidad de ésta 
que se obtendría con concretos de mayor resistencia (ver las referencias 7.6 y 7.7). 

En la figura 7.7, la resistencia de torsión correspondiente a un elemento con una sección 
transversal rectangular puede representarse como la suma de las contribuciones de los cortantes en 
cada una de las cuatro paredes del tubo hueco equivalente. La contribución a la resistencia de 
torsión del cortante que actúa en la pared vertical derecha del tubo es, por ejemplo, igual a 

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para analizar el modelo de armadura de 
corte con ángulo variable discutido en Ia sección 4.8, y presentado en las figuras 4.18 y 4.19, el 
equilibrio de una sección de pared vertical, con un borde paralelo a una grieta de torsión con 
ángulo 8, puede evaluarse utilizando la figura 7 . 8 ~ .  Suponiendo que los estribos que atraviesan la 
grieta están en fluencia, el cortante en la pared considerada es 

donde A, = área de una rama de estribo cerrado 
fyv = resistencia de la fluencia del refuerzo transversal 
n = número de estriios interceptados en la grieta de torsión. 

Estribos, 

yo 

Barra longitudinal FIGURAS 7.7 
Puntales de concreto Analogía de armadura espacial. 
a compresión 

yo cot 8 

(a) 

~~2 HV4 Yo v, 
-4% 

2 V, cot 8 

FIGURA 7.8 
Fundamentos de diseño a torsión: (a) tensión vertical en estribos; (b)  compresión diagonal en pared 
verticai de la viga; (c) diagrama de equilibro de fuerzas debidas ai cortante en la pared vertical. 



Puesto que la proyección horizontal de la grieta eshcot 8 y n = y,mt 81s donde 8 es el ángulo 
de inclinación del puntal y s es el espaciamiento de los estribos, 

AffyvYo cot 6 V4 = - 
S (c) 

Combinando las ecuaciones (c) y (a) se obtiene 

Puede demostrarse que se obtienen expresiones idénticas para cada una de las paredes horizontales 
y verticales. Así, sumando la contribución de todos los lados, la capacidad nominal de la sección es 

Observando queydc, = Aoh, y reordenando ligeramente, se obtiene 

Tn = 2AohAtfyv 
S 

Los puntuales diagonales a compresión que se forman paralelamente a las grietas de torsión 
son necesarios, para el equilibrio de la sección transversal. Como se muestra en las figuras 7.8b y 
7.8c, la componente horizontal de la compresión en los puntuales en las paredes verticales debe 
equilibrarse con una fuerza de tensión axial AIV4. Con base en la distribución uniforme supuesta 
del flujo de corte alrededor del perímetro del elemento, los esfuerzos diagonales en los puntales 
deben ser uniformemente distribuidos, obteniéndose una línea de acción de la fuerza resultante 
que coincide con la altura media de la pared. Con referencia a la figura 7.&, la contribución total 
de la pared vertical derecha al cambio de fuerza axial del elemento debida a la presencia de la 
torsión es 

De nuevo, totalizando para todos los lados, el incremento axial para el elemento es 

dondeph es el perímetro de la línea central de los estribos cerrados. 
Debe proporcionarse refuerzo longitudinal para soportar esta fuerza axial adicional M. Si se 

diseña el acero para que fluya, entonces 

A f f ~ ~ h  e Alfyl = --y- (7.6) 

donde A, = al área total del refuerzo longitudinal para resistir la torsión, pulg2. 
fyi = resistencia a la fluencia del refuerzo longitudinal por torsión, 1b/pulg2. 
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Se ha encontrado experimentalmente que después del agrietamiento el área efectiva encerrada 
por la línea del flujo de corte es algo menor que el valor deAoh utilizado en el desarrollo anterior. La 
referencia 7.7 recomienda tomar un valor reducido igual aAo = 0.85AOh, dondeAoh es el área encerra- 
da por la línea central del refuerzo transversal. Esta recomendación se ha incluido en el Código ACI 
1995 (ver la sección 7.5) y en una forma modificada de la ecuación (7.4) conAo sustituida porAoh. Se ha 
encontrado además de la evidencia experimental que el espesor del tubo equivalente para cargas cerca- 
nas a la Última puede aproximarse convenientemente por t = Aohbh, dondeph es el perímetro de Aoh. 

En pocos casos los elementos están sometidos a torsión pura. La situación más usual es aquélla en 
que una viga sujeta a los momentos flectores y fuerzas de corte corrientes, debe también resistir los 
momentos debidos a torsión. En un elemento no fisurado, las fuerzas de cortante y el momento 
torsor producen esfuerzos de corte. En un elemento fisurado, tanto el cortante como la torsión 
aumentan las fuerzas en los puntales diagonales (ver las figuras 4.19~ y 7.8b), aumentan el ancho de 
las grietas diagonales y aumentan las fuerzas actuantes en el refuerzo transversal (ver las figuras 
4.19d y 7.8~) 

Utilizando la nomenclatura usual para el concreto reforzado, el esfuerzo cortante nominal produ- 
cido por una fuerza de corte aplicada Ves z,, = V/b&. El esfuerzo cortante producido por la torsión, 
dado en la ecuación 7.1, es zt T/(2Aot). Como se presenta en la figura 7 . 9 ~ ~  para secciones huecas estos 
esfuerzos deben adicionarse directamente en un lado del elemento. Así, para una sección transversal de 
concreto fisurada conAo = 0.85AOh y t "Aoh/Ph, el esfuerzo cortante máximo puede expresarse como 

Para un elemento con una sección sólida, figura 7.9b, zt se distribuye principalmente alrede- 
dor del perímetro, tal como lo representa la analogía del tubo hueco, pero toda la sección transver- 
sal contribuye a soportar z,. La comparación con resultados experimentales demuestra que la 
ecuación (7.8) es algo conservadora para secciones sólidas y que se puede lograr una mejor repre- 
sentación del esfuerzo cortante máximo mediante la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de 
los esfuerzos cortantes nominales: 

Las ecuaciones (7.8) y (7.9) sirven para estimar los esfuerzos cortantes en el concreto bajo 
cargas de servicio y cargas últimas. 

Esfuerzos Esfuerzos Esfuerzos Esfuerzos 
por torsión por cortante por torsión por cortante 

FIGURA 7.9 
Adición de esfuerzos por torsión y cortante: (a)  sección hueca; (b)  sección sólida (adaptada de la referencia 7.7). 
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DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA DISENO A TORSIÓN 
En las secciones anteriores se presentaron los principios básicos que fundamentan las disposicio- 
nes de diseño del Código ACI. Las disposiciones de seguridad del Código ACI 11.6.3.5 exigen que 

donde Tu = resistencia a la torsión requerida para cargas mayoradas 
Tn = resistencia a torsión nominal del elemento 

Para torsión, el coeficiente de reducción de resistencia es q5 = 0.85. Tn se basa en la ecuación (7.4) 
substituyendoAoh por A,, por lo cual 

T,, = 2AoAtfw eot * 
S 

(7.11) 

De acuerdo con el Código ACI 11.6.2, las secciones localizadas a menos de una distanciad de 
la cara del apoyo pueden diseñarse para el mismo momento torsor Tu que el calculado a una distan- 
cia d, reconociendo los efectos benéficos de la compresión generada en el apoyo. Sin embargo, si 
existe un momento torsor concentrado aplicado dentro de esta distancia, la sección crítica debe 
tomarse en la cara del apoyo. Estas disposiciones son paralelas a las utilizadas en diseño a cortante. 
Para vigas que sirven de apoyo a losas, como se presenta en la figura 7.1, los efectos de torsión 
producidos por la losa pueden considerarse uniformemente distribuidos a lo largo de la viga. 

a. Vigas T y secciones en cajón 
Para vigas T, una porción de las aletas que sobresalen contribuye al momento de torsión de agrieta- 
miento y, si está reforzada con estribos cerrados, a la resistencia de torsión. De acuerdo con el Código 
ACI 11.6.1, el ancho de la aleta que sobresale a cada lado del alma que contribuye es igual a la menor 
de (a) la proyección de la viga por encima o por debajo de la losa; la que sea mayor, y (b) cuatro veces 
el espesor de la losa. Estos criterios son los mismos que los utilizados para losas en dos direcciones 
con vigas ilustrados en la figura 13.3. Al igual que para secciones sólidas, Acp para secciones en cajón, 
con o sin aletas, representa el área encerrada por el perímetro exterior de la sección de concreto. 

Para valores superiores al momento de torsión de fisuración, el momento torsor aplicado es 
resistido por la porción de la sección representada porAoh, el área encerrada por las líneas centra- 
les del refuerzo a torsión transversal cerrado más alejado. En la figura 7.10 se ilustra Aoh para 
secciones rectangulares, en cajón y en T. Para secciones con aletas, el código no exige que la sección 
utilizada para calcular Acp coincida con aquélla utilizada para calcular AOh. 

b. Torsión mínima 

Según el Código ACI 11.6.1, si el momento de torsión mayorado Tu no excede de los 
efectos de torsión pueden despreciarse. Este límite inferior corresponde al 25 por ciento del momen- 
to torsor de agrietamiento determinado por la ecuación (7.3) y reducido mediante el coeficiente q5, 

FIGURA 7.10 
Aoh = área sombreada Definición de A,,, (adaptada de la referencia 7.7). 
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como es usual para propósitos de diseño. La presencia de momentos torsionales en o por debajo de 
este límite, no afectará en forma significativa Ia resistencia a flexión o a cortante del elemento. 

c. Torsión por equilibrio versus torsión por compatibilidad 
El Código ACI establece diferencias entre la torsión por equilibrio (primaria) y la torsión poE 
compatibilidad (secundaria). Para la primera condición, descrita anteriormente con referencia a Ia 
figura 7.la, el elemento de soporte debe diseñarse para suministrar la resistencia a torsión requeri- 
da por equilibrio estático. Para la torsión secundaria, expuesta en la figura 7.lb, generada por 
exigencias de compatibilidad, se supone que el agrietamiento causará una redistribución de fuerzas 
internas; y de acuerdo con el Código ACI 11.6.2, el momento de torsión máximo mayorado TU 
puede reducirse a @ E(A2,dPCp). LOS momentos y cortantes de diseño en la losa sostenida deben 
ajustarse de acuerdo con lo anterior. El valor reducido de Tu que admite el Código ACI, intenta 
aproximar la resistencia de torsión al agrietamiento de la viga de soporte para una carga combina- 
da de torsión y flexión. Las grandes rotaciones que se presentan con carga de torsión esencialmen- 
te constante producirían una redistribución significativa de las fuerzas internas, justificando la 
utilización del valor reducido en el diseño del elemento a torsión y de los elementos de soporte. 

d. Límites en el esfuerzo cortante 
Con base principalmente en observaciones empíricas, el ancho de las grietas diagonales producidas 
por la acción combinada del cortante y la torsión bajo cargas de servicio puede limitarse el esfuerzo 
cortante calculado bajo cortante y torsión mayorados (referencia 7.4) de manera que 

v,, en la ecuación (7.12) corresponde al límite superior de la capacidad a cortante descrita en la 
sección 4.5d. Combinando la ecuación (7.12) con la ecuación (7.8) se obtienen límites en las dimen- 
siones de la sección transversal de secciones huecas, de acuerdo con el Código ACI 11.6.3. 

De manera similar, para secciones sólidas combinando la ecuación (7.12) con la ecuación (7.9) se 
obtiene 

Si alguno de los criterios de las ecuaciones (7.13) o (7.14) no se cumple, deben aumentarse las 
dimensiones del elemento o la resistencia del concreto. 

El Código ACI 11.6.3 exige que si el espesor de la pared varía alrededor del perímetro de una 
sección hueca, la ecuación (7.13) debe evaluarse en el sitio para el cual la parte izquierda de la 
expresión sea máxima. Si el espesor de la pared es menor que el valor supuesto de t utilizado en el 
desarrollo de la ecuación 7.8, Aoh /ph, el valor real de t debe utilizarse en el cálculo de los esfuerzos 
cortantes por torsión. Como resultado, el segundo ténnino a la izquierda de la ecuación (7.13) debe 
tomarse como 

donde t es el espesor de la pared de la sección hueca en el sitio en el cual se verifican los esfuerzos. 



e. Refuerzo a torsión 
La resistencia nominal a torsión está dada por la ecuación (7.11). 

T,, = 2AoAtfyv cot e 
S 

De acuerdo con el Código ACI 11.6.3, el ángulo 8 puede tomar cualquier valor entre 30° y 
60°, y se sugiere tomar un valor de 0 = 45'. El área encerrada por el flujo de corte A, puede 
determinarse mediante análisis utilizando procedimientos como los sugeridos en las referencias 
7.8, oA, puede tomarse igual a 0.85Aoh. Combinando la ecuación (7.11) con la ecuación (7.10), e1 
área requerida para la sección transversal de una rama de estribo para torsión es 

El código limita fp a un valor máximo de 60,000 lblpulg2 para efectos de control de fisuras. 
El refuerzo proporcionado para torsión debe combinarse con el suministrado para cortante. 

Con base en estribos típicos de dos ramas, esto puede expresarse como 

Tal como se describe en la sección 7.3, los estribos transversales para refuerzo a torsión deben 
ser cerrados para proporcionar la capacidad a tensión requerida a través de las grietas diagonales 
en todas las caras de la viga. Los estribos en forma de U comúnmente utilizados para refuerzo 
transversal a cortante, no son idóneos para refuerzo a torsión. Por otro lado, los estribos cerrados 
de una sola pieza hacen que el armado del refuerzo de la viga en el sitio sea relativamente difícil, y 
por razones prácticas los estribos a torsión se construyen generalmente con flejes de dos piezas 
como aparece en la figura 7.11. Un estribo en forma de U se combina con una barra superior 
horizontal anclada en forma apropiada. 

Debido a que el concreto de recubrimiento de un cajón de refuerzo mal detallado tiende a 
desprenderse cuando el elemento está sometido a torsión, el refuerzo transversal a torsión debe 

Confinamiento Confinamiento No hay confinamiento 
por la losa 

/ 
la losa 

\ 
Ganchos a l35O 

FIGURA 7.11 
Estribos y refuerzo longitudinal a torsión: (a) viga principal con aletas a un lado; (b)  viga interior; 
(c)  viga rectangular aislada; (d) viga principal ancha; (e)  viga T con refuerzo a torsión en las aletas. 
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anclarse dentro del núcleo de concreto (referencia 7.9). El Código ACI 11.6.4 exige que los estribos 
o flejes utilizados para refuerzo transversal deben anclarse con ganchos estándar a 135O alrededor 
de un barra longitudinal, a menos que el concreto que rodea el anclaje esté confinado contra el 
desprendimiento por una aleta o una losa, en cuyo caso pueden utilizarse ganchos estándar a 900 
como se presenta en las figuras 7.11a, by d. No deben utilizarse estribos en forma de U superpues- 
tos como se muestra en la figura 5.12d. Si las aletas se incluyen en el cálculo de la resistencia de 
torsión de vigas en forma de T o L, deben proporcionarse estribos cerrados a torsión en las aletas 
tal como se indica en la figura 7.11e. 

El espaciamiento requerido de los estribos cerrados, que satisface la ecuación (7.16), se se- 
lecciona por ensayo con base en los tamaños estándar de las barras. 

Para controlar el agrietamiento en espiral, el máximo espaciamiento de los estribos a torsión 
no debe excederph/8 ó 12 pulgadas; el que sea menor. Adicionalmente, para elementos que requie- 
ren tanto refuerzo a cortante como a torsión, el área mínima de estribos cerrados debe ser tal que 

bws (A,  + 2At) r 50- 
fry 

de acuerdo con el Código ACI 11.6.5. 
\ 

El área de las barras de refuerzo longitudinalAl requeridas para resistir la torsión está dada 
por la ecuación 7.7, donde 8 debe tener el mismo valor empleado para calcular A,. En la ecuación 
7.7 A,/s debe tomarse como el valor calculado utilizando la ecuación 7.15, sin haberlo modificado 
por los requerimientos de acero transversal mínimo. El Código ACI 11.6.3 permite reducir una 
porción de Al en la zona de compresión por flexión en una cantidad igual a Mul(0.9dfyl), donde M, 
es el momento mayorado que actúa en la sección en combinación con Tu. 

Con base en la evaluación del comportamiento de especímenes de ensayo conformados por 
vigas de concreto reforzado sometidas a torsión, el Código ACI 11.6.5 exige queAl no sea menor que 

donde Atls 1 25b Jfp, con fp en lb/pulg2. 
El espaciamiento de las barras longitudinales no debe exceder de 12 pulgadas y deben estar 

distribuidas alrededor del perímetro de la sección transversal para controlar el agrietamiento. Las 
barras no deben ser menores que la número tres ni deben tener un diámetro menor que & del 
espaciamiento de los estribos transversales. Debe colocarse al menos una barra longitudinal en 
cada una de las esquinas de los estribos. Debe darse especial atención al anclaje del refuerzo 
longitudinal a torsión de manera que éste sea capaz de desarrollar su resistencia a la fluencia en la 
cara de las columnas de soporte, donde usualmente los momentos torsores son máximos. 

El refuerzo requerido por torsión puede combinarse con aquél requerido para otras fuerzas, 
siempre y cuando el área suministrada sea la suma de las áreas individuales requeridas y se cum- 
plan los requisitos más exigentes en cuanto a espaciamiento y colocación del refuerzo. De acuerdo 
con el Código ACI 11.6.6, debe proporcionarse el refuerzo a torsión al menos por una distancia 
igual a bt + d más allá del punto donde teóricamente se requiere, donde b, es el ancho de aquella 
parte de la sección transversal que contiene los estribos cerrados que resisten torsión. De acuerdo 
con las disposiciones del Código ACI, el punto en el cual no se requiere más refuerzo a torsión es 
el punto en el cual Tu < ) Jj: (A2cp/pcp). Este valor es el 25 por ciento del momento torsor de 
agrietamiento, reducido por el factor ) dado en la sección 7.5b. 

El tema referente a diseño a torsión del concreto preesforzado no se trata aquí pero, como se 
presenta en el Código ACI 11.6, éste se diferencia apenas en algunos detalles con respecto a la 
presentación anterior para vigas de concreto reforzado no preesforzadas. 



f. Diseño a torsión 
El diseño a torsión de un elemento a flexión de concreto reforzado involucra una serie de pasos. La 
siguiente secuencia asegura que se cubren cada uno de éstos: 

1. Determinar si el momento torsor mayorado es menor que 9fi(A2cp/pcp). Si es así, la torsión 
puede despreciarse. Si no, continuar con el diseño. Observe que en este paso deben incluirse las 
porciones de las aleteas sobresalientes, tal como se definen en la sección 7.5a, en el cálculo de 

Acp Y Pcp. 
2. Si se trata de torsión por compatibilidad, en lugar de torsión de equilibrio, tal como se descri- 

be en las secciones 7.1 y 7 . 5 ~ ~  el momento torsor mayorado máximo puede reducirse a 
4q5fi(A2cJpcp), ajustando de manera correspondiente los momentos y cortantes en los ele- 
mentos de soporte. La torsión por equilibrio no puede ajustarse. 

3. Verificar los esfuerzos cortantes en la sección bajo cortante y torsión combinados utilizando el 
criterio de la sección 7.5d. 

4. Calcular el refuerzo transversal requerido para torsión utilizando la ecuación (7.15), y para 
cortante utilizado la ecuación (4.14~). Combinar At y A, utilizando la ecuación (7.16). 

5. Verificar que se cumplen los requisitos mínimos de refuerzo transversal tanto para torsión como 
para cortante. Éstos incluyen el espaciamiento máximo como se describe en las secciones 7.5e y 
4.5d, y el área mínima dada en la ecuación (7.17). 

6. Calcular el refuerzo de torsión longitudinal requerido Al utilizando el mayor de los valores dado 
en las ecuaciones (7.7) y (7.18), cumpliendo los requisitos de espaciamiento y tamaño de barras 
dado en la sección 7.5e. La porción de Al en la zona de compresión por flexión puede reducirse 
en Mul(0.9dfyl), siempre y cuando se cumplan la ecuación (7.18) y los requerimientos de 
espaciamiento y de tamaños de barras. 

7. Continuar el refuerzo a torsión hasta b, + d más allá del punto donde Tu es menor que 

@K(A2cpkcp). 

Ejemplo 7.1. Diseño a torsión y a cortante. La viga con 28 pies expuesta en las figuras 7.1'2~ y b sostie- 
ne una losa monolítica con un voladizo de 6 pies desde el centro de la viga como aparece en la sección. 
La viga en L resultante sostiene una carga viva de 900 lblpie a lo largo de la línea central de la viga más 
50 libras por pie2 distribuida uniformemente sobre la superficie superior de la losa. La altura efectiva 
hasta el centroide del acero a flexión es de 21.5 pulgadas y la distancia desde la superficie de la viga 
hasta el centroide del acero de los estribos es 1 $ pulg. Las resistencias de los materiales son fi = 
5000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. Diseñe el refuerzo a torsión y a cortante de la viga. 

Solución. Si se aplican los coeficientes de carga del ACI a las cargas de la losa, se obtiene: 

1 . 4 ~ ~  = 1.4 x 75 x 5.5 = 580 Iblpie 

1 . 7 ~ ~  = 1.7 x 50 x 5.5 = 470 lblpie 

Total = 1050 lblpie a 3.25 pies de excentricidad 

mientras que la viga soporta directamente 

1 . 4 ~ ~  = 1.4 x 300 = 420 lblpie 

1 . 7 ~ ~  = 1.7(900 + 50) = 1620 lblpie 

Total = 2040 lblpie 

Así, la carga uniformemente distribuida sobre la viga es 3090 Iblpie, y actúa de manera simultánea Con 
un momento torsor distribuido uniformemente de 1050 x 3.25 = 3410 lb-pielpie. En la cara de la 
columna la fuerza cortante de diseño es Vw = 3.090 x 2812 = 43.3 klb. En el mismo sitio, el momento 
de torsión de diseño es Tu = 3.410 x 2812 = 47.7 klb-pie. 
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V, klb Tu klb-pie 

15 - 
/ 

/ 
/ 

2" + 9 espacios a 5" 

de la luz 

Distancia desde la cara del apoyo, pies 
(e) 

FIGURA 7.12 
Ejemplo de diseño para cortante y torsión 

La variación de Vu y Tu con la distancia a la columna de apoyo la determinan las figuras 7.12~ y 
d, respectivamente. Los valores de Vu y Tu en la sección crítica de diseño, a una distanciad de la cara 
de la columna son: 

12 21 
V ,  = 43.3 X - = 37.8 klb 

14 

12 21 
Tu = 47.7 X - = 41.6 klb-pie 

14 

Para la viga efectivad, = 12 x 24 +6 x 18 = 396 pulg2 y P = 2 x 24 + 2 x 30 = 108 pulg. De 
acuerdo con el Código ACI, fa torsión puede despreciarse si Tu 20.85 X m (3962/108)112,000 = 
7.3 klb-pie. En el presente caso es claro que la torsión debe considerarse. Debido a que la resistencia 
a torsión de la viga se requiere para el equilibrio, no debe realizarse ninguna reducción en el valor 
de Tu. 

Antes de diseñar el refuerzo a torsión, debe verificarse que la sección cumpla con la ecuación 
(7.14). Aunque para verificar si la torsión podía despreciarse, A,. se calculó considerando las aletas 
(tal como lo exige el Código ACI 11.6.1); los cálculos subsecuentes para funcionalidad y resistencia 
desprecian las aletas y no se proporciona ningún refuerzo a torsión en las mismas. Como referencia, 
b,& = 12 x 21.5 = 258 pulg2. Considerando un recubrimiento de 1: hasta el centro de las barras de 
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los estribos en todas Ias caras, xo = 12 - 3.5 = 8.5 pulg y y, = 24.0 - 3.5 = 20.5 pulg. Así,Aoh = 8.5 x 
20.5 = 174 pulg2, A, = 0.85 X 174 = 148 puIg2, y Ph = 2(8.5 + 20.5) = 58 pulg. Utilizando la ecuacion 
(7.14), 

Según esto, la sección transversal tiene un tamaño adecuado para la resistencia dada del concreto. 
Los valores de A, YA,  se calculan ahora en la cara de la columna (únicamente como referencia). 

Utilizando la ecuación (7.15) y seleccionando 0 = 45O, 

para una rama de un estribo vertical cerrado, o 0.0758 s para dos ramas. 
La capacidad a cortante del concreto solo, obtenida a partir de la ecuación (4.12b), es 

A partir de la ecuación (4.140), el refuerzo en el alma para el cortante transversal, de nuevo 
calculado en la cara de la columna, es 

(V, - +V,)S - (43.3 - 31.0)s 
A, = - 

0.85 X 60 X 21.5 
= 0.0112s 

+fYYd 

que debe proporcionarse con dos ramas verticales. 
El valor calculado de A, disminuye linealmente hasta cero en el centro de la luz y el valor calcu- 

lado de A, disminuye linealmente hasta cero a 4 pies desde la cara del apoyo, el punto en el cual Vu = 
$VC. Así, el área total que debe suministrarse mediante las dos ramas verticales es 

para O S x S 4 pies, donde x es la distancia a partir de la cara del apoyo y 

para 4 5 x 5 14 pies. 
Los estribos cerrados No. 4 suministran un área total en las dos ramas de 0.40'pulg2. Para 2A, + 

A, = 0.40 pulg2 el espaciamiento requerido a d y a intervalos de 2 pies a lo largo de la luz puede 
determinarse utilizando las relaciones dadas entre área de estribos y espaciamiento: 

s'j = 5.53 pulg 
s2 = 5.67 pdg 
S4 = 7.39 pulg 
S6 = 9.23 p ~ l g  
ss = 12.3 puIg 

sio = 18.5 pulg 

Estos valores de s se diiujan en la figura 7 .12~  Ahora deben verificarse las disposiciones del Código 
ACI para espaciamiento máximo. Para refuerzo a torsión, el máximo espaciamiento es el menor de 

- - -  ph - 58 = 7.25 pulg 
8 8 
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o 12 pulgadas, mientras que en las disposiciones para cortante, el máximo espaciamiento es d/2 =1 

10.75 pulg r 24 pulg. La primera de las anteriores disposiciones es la más restrictiva y en la figura 
7 . 1 2  se dibuja el máximo espaciamiento de 7.25 pulg. Los estribos entre la cara del apoyo y una 
distancia d pueden espaciarse a sd. Los espaciamientos requeridos resultantes se indican mediante la 
lííea continua de la figura. Estos requisitos se cumplen de manera práctica utilizando estribos cerra- 
dos No. 4, el primero localizado a dos pulgadas desde la cara de la columna, seguido de 9 estribos con 
un espaciamiento de 5 pulgadas, y 17 estribos con un espaciamiento de 7 pulgadas. De acuerdo con el 
Código ACI, los estribos pueden interrumpirse en el punto para el cual Vu $Vc/2 (5 pies desde el 
centro de la luz) o a una distancia (bt + d) = 2.8 pies más allá del punto para el cual Tu < $ E ( A ~  / CP 
p ). Este último punto está más allá del centro del elemento; por tanto, se requieren estribos mínimos CP 
a lo largo de toda la luz. El acero mínimo de 0.40 pulg2 en el alma que se suministra, satisface el 
mínimo establecido por el Código ACI de 50b,,,s& = 50 X 12 X 7160,000 = 0.07 

Luego se calcula el acero longitudinal exigido para efectos de torsión a una distanciad desde la 
cara de la columna. En este sitio 

y a partir de la ecuación 7.7 

con un total no menor que [ecuación (7.18)] 

en la cual A,ls no debe tomarse menor que 25 x 12160,000 = 0.005. 
De acuerdo con el Código ACI, el espaciamiento no debe ser mayor que 12 pulgadas, y las 

barras no deben ser menores que la número 3 en tamaño y no deben tener un diámetro menor que 
sI24 = 0.21 pulg. El refuerzo se ubicará en la parte superior, en el centro y en la parte inferior del 
elemento, colocando en cada nivel un área mínima de 1.9213 = 0.64 pulg2. En el centro de la altura se 
utilizarán dos barras No. 6 mientras que en las partes superior e inferior del elemento se aumentará el 
refuerzo a flexión en 0.64 pulg2. 

Aunque el área requerida Al disminuye en proporción directa a A,, y por tanto disminuye 
linealmente desde una distancia d desde la cara de la columna hasta el centro de la luz, las barras se 
prolongarán en forma continua a lo largo del elemento para facilitar la construcción. Aunque el Códi- 
go ACI 11.6.3 establece que el valor de Al puede disminuirse en las zonas de compresión por flexión 
en una cantidad igual a Mu/(0.9dfyl), aquí no se realizarán esta reducción. Se proporcionará el 
empotramiento adecuado más allá de la cara de la columna con el fin de desarrollar en las barras el 
valor completo de& en ese sitio. 
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PROBLEMAS 
7.1. Una viga con sección transversal rectangular de dimensiones b = 22 pulg y h = 15 pulg, debe sostener 

una carga mayorada total de 4000 lblpie y distribuida uniformemente a lo largo de su luz de 26 pies. 
Además, estará sometida a una torsión uniformemente distribuida de 2000 lb-pielpie para las cargas 
mayoradas. Se usarán estribos cerrados para efectos de cortante por flexión y de torsión, localizados de 
manera que el centroide del acero de los estribos esté a 1.75 pulg de cada cara de concreto. La altura 
efectiva a flexión correspondiente será aproximadamente 12.5 pulg. Diseñe el refuerzo transversal de 
esta viga y calcule el incremento necesario en el área de acero longitudinal para absorber la torsión, 
utilizando f,' = 4000 lb/pulg2 y fy = 60,000 lb/pulg2. 

7.2. Requisitos arquitectónicos y de holgura exigen la utilización de la viga de transferencia ilustrada en la 
figura P7.2, con una luz de 20 pies entre las caras de las columnas de apoyo. La viga debe sostener, 
proveniente de los pisos superiores, una carga concentrada de 20 klb en el centro de la luz, que se aplica 
con una excentricidad de 2 pies con respecto al centro de la viga (se incluyen los coeficientes de carga al 
igual que una estimación para el peso propio de la viga). El elemento tendrá dimensiones b = 10 pulg, 
h = 20 pulg, xo = 6.5 pulg, yo = 16.5 pulg y d = 17 pulg. Las columnas de apoyo suministran una rigidez 
de torsión completa; la rigidez a flexión en los extremos de la luz puede suponerse que desarrolla el 40 
por ciento del momento máximo que se obtendría si la viga estuviera simplemente apoyada. Diseñe 
tanto el acero transversal como el longitudinal para la viga. Las resistencias de los materiales son f,' = 
40,000 lb/pulg2 y fy= 4000 lb/pulg2. 

20 klb 20 klb 

FIGURA P7.2 
Viga de transferencia: (a)  vista en planta; (b) vista en alzada; (c) vista lateral. 

7.3. La viga que se muestra en sección transversal en la figura P7.3 es un elemento típico interior de un 
pórtico continuo de un edificio, con luces de 30 pies entre las caras de apoyo. Para las cargas mayoradas, 
esta viga sostendrá una carga vertical uniformemente distribuida de 3500 lb/pie, que actúa en forma 
simultánea con una torsión uniformemente distribuida de 3000 lb-pielpie. El refuerzo transversal para 
cortante y torsión consistirá en estribos No. 4 como aparecen, con una distancia libre a todas las caras de 
concreto de 1.5 pulg. Tome la altura efectiva hasta el acero a flexión igual a 22.5 pulg, tanto para la 
región a flexión negativa como para la positiva. Diseñe el refuerzo transversal a cortante y torsión, y 
calcule el acero longitudinal que debe adicionarse al de flexión por efecto de la torsión. El refuerzo a 
torsión se colocará únicamente en el alma y no en las aletas, de manera que no es necesario contar Con 
éstas para los cálculos de los efectos de torsión. Las resistencias de los materiales son f,' = 60,000 
lbIpulg2 y fy  = 4000 lb/pulg2. 
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m FIGURA P7.3 

7.4. La viga T para un puente de una luz, descrita en el problema 3.14 del capítulo 3, está reforzada a 
flexión con cuatro barras No. 10 en dos filas, que continúan sin interrupción hasta los apoyos permi- 
tiendo soportar una carga viva de servicio de 1.50 klblpie, además de la carga muerta de 0.93 
klb/pie que incluye su peso propio. Suponga ahora que solamente actúa la mitad de esta carga viva 
pero que se aplica sobre la mitad del ancho del elemento, totalmente hacia la derecha de la línea 
central de la sección. Diseñe el refuerzo transversal a cortante y torsión, y calcule el acero longitudinal 
modificado que se necesita para esta condición de carga excéntrica. Puede proveerse refuerzo a tor- 
sión en la losa si se requiere, al igual que en el alma. Para los estribos se utilizarán barras No. 3 o No. 
4 con distancias libres de 1.5 pulg hasta las caras de concreto. Los apoyos no suministran restricción 
contra rotaciones por flexión, pero sí proporcionan una restricción total contra torsión. Haga un 
esquema de su diseño final, con el despiece de todo el refuerzo. Las resistencias de los materiales son 
las mismas del problema 3.14. 



INTRODUCCIÓN: COMPRESIÓN AXlAL 
Las columnas se definen como elementos que sostienen principalmente cargas a compresión. En 
general, las columnas también soportan momentos flectores con respecto a uno o a los dos ejes 
de la sección transversal y esta acción de flexión puede producir fuerzas de tensión sobre una 
parte de la sección transversal. Aun en estos casos, se hace referencia a las columnas como ele- 
mentos a compresión puesto que las fuerzas de compresión dominan su comportamiento. Ade- 
más del tipo más común como son los elementos verticales de estructuras, los elementos a 
compresión incluyen elementos principales de arcos, de pórticos rígidos inclinados o no, elemen- 
tos a compresión en cerchas, cascarones o porciones de éstas que soportan compresión axial y 
otras formas estructurales. En este capítulo se utilizará el término columna en forma intercambia- 
ble con el término elemento a compresión, por simplicidad y de conformidad con el uso general. 

Se utilizan tres tipos de elementos a compresión de concreto reforzado: 

1. Elementos reforzados con barras longitudinales y flejes transversales. 
2. Elementos reforzados con barras longitudinales y espirales continuas. 
3. Elementos compuesds a compresión reforzados longitudinalmente con perfiles de acero es- 

tructural o con tubos Jon o sin barras longitudinales adicionales, además de diferentes tipos de 
refuerzo transversal. 

Los tipos 1 y 2 son los más comunes y la mayor parte del análisis en este capítulo se refiere a ellos. 
El refuerzo principal en columnas es longitudinal, paralelo a la dirección de la carga y consta 

de barras dispuestas en forma de cuadrado, rectángulo o círculo, como se indicó en la figura 1.14. 
La figura 8.1 presenta trabajadores ajustando los flejes para el refuerzo principal en la construc- 
ción del edificio de Empresas Públicas ubicado en Medellín, Colombia. La relación del área de 
acero longitudinal A, al área de la sección transversal bruta de concreto Ag está en el intervalo de 
0.01 a 0.08, conforme al Código ACI 10.9.1. El límite inferior es necesario para garantizar una 
resistencia a momentos flectores no tenidos en cuenta en el análisis y para reducir los efectos del 
flujo plástico y de la retracción de fraguado del concreto sometido a compresión sostenida. Rela- 
ciones mayores que 0.08 no son solamente antieconómicas, sino que producen dificultades relacio- 
nadas con la congestión del refuerzo, en particular en las zonas de empalme del acero. Por 10 
general se utilizan barras de los diámetros más grandes para reducir los costos de colocación y para 
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FIGURA 8.1 
Refuerzo para una columna principal 
de Empresas Públicas, en Medellín, C 

del edificio 
:olombia. 

evitar una congestión innecesaria. Las barras Nos. 14 y 18 con diámetros grandes se producen en 
especial para ser utilizadas en columnas. Según el Código ACI 10.9.2, se requiere un mínimo de 
cuatro barras longitudinales cuando éstas están encerradas por flejes rectangulares o circulares 
regularmente espaciados y un mínimo de seis cuando las barras longitudinales están encerradas 
por una espiral continua. 

Las columnas pueden dividirse en dos grandes categorías: las columnas cortas, en las cuales la 
resistencia se rige por la resistencia de los materiales y por la geometría de la sección transversal, y 
las columnas esbeltas en las cuales la resistencia puede reducirse en forma significativa por las 
deflexiones laterales. Hace algunos años, un estudio conjunto del ACI y la ASCE señalaba que el 
90 por ciento de las columnas arriostradas contra desplazamiento lateral y el 40 por ciento de las no 
arriostradas podrían diseñarse como columnas cortas. El arriostramiento lateral efectivo, que evita 
el movimiento lateral relativo de los dos extremos de una columna, se proporciona a menudo me- 
diante muros de cortante, núcleos de ascensores y de escaleras, arriostramiento diagonal o una 
combinación de éstos. Aunque las columnas esbeltas son ahora más comunes por el uso generaliza- 
do de materiales de alta resistencia y por el mejoramiento en los métodos para calcular las dimen- 
siones de los elementos, resulta aún válido que, en la práctica corriente, la mayor parte de las 
columnas pueden considerarse columnas cortas. En este capítulo se analizará sólo lo relacionado 
con las columnas cortas; los efectos de la esbeltez en la reducción de la resistencia de las columnas 
se cubrirá en el capítulo 9. 

El comportamiento de elementos a compresión cortos y cargados axialmente se estudió en la 
sección 1.9 para introducir los aspectos básicos del concreto reforzado. En este momento se reco- 
mienda hacer una revisión de ese material. En ese análisis se demostró que, para cargas bajas en las 
cuales los dos materiales se mantienen en su intervalo elástico de respuesta, el acero toma una 
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porción relativamente pequeña de la carga total. El esfuerzo en el acero f, es igual a n veces el 
esfuerzo del concreto: 

donde n = EJE, es la relación modular. Para este intervalo de cargas, la carga axialP está dada por 

donde el término entre paréntesis cuadrados es el área de la sección transformada. Las ecuaciones 
(8.2) y (8.1) pueden utilizarse para encontrar los esfuerzos en el concreto y en el acero respectiva- 
mente, para unas cargas dadas, teniendo en cuenta que los dos materiales permanecen en el inter- 
valo elástico. Con el ejemplo 1.1 se demostró el uso de estas ecuaciones. 

En la sección 1.9 se probó además, que la resistencia última nominal de una columna cargada 
axialmente puede encontrarse reconociendo la respuesta no lineal de los dos materiales, mediante 

es decir, sumando las contribuciones a la resistencia de los dos componentes de la columna. Para 
este estado de cargas, el acero sostiene una fracción significativamente mayor de la carga que para 
el caso en que la carga total era menor. 

El cálculo de la resistencia última nominal de una columna cargada axialmente se demostró 
en la sección 1.9. 

Con respecto al Código ACI 10.3.5, la resistencia de diseño útil de una columna cargada 
axialmente debe determinarse con la ecuación (8.3b) con la introducción de coeficientes de 
reducción de resistencia. Los coeficientes del ACI son menores para columnas que para vigas; 
esto refleja la mayor importancia de las columnas en una estructura. En general, la falla de una 
viga afectará solamente una región de la estructura, mientras que la falla de una columna 
puede generar el colapso de la estructura completa. Además, estos coeficientes reflejan las 
diferencias en el comportamiento de columnas con flejes y de aquéllas reforzadas en espiral, 
tema que se analizará en la sección 8.2. Para columnas reforzadas en espiral se utiliza un coefi- 
ciente básico @ de 0.75 y para aquéllas con flejes, @ = 0.70, en comparación con el valor de @ = 
0.90 para vigas. 

El Código ACI 10.3.5 establece una limitación adicional en la resistencia de las columnas 
con el fin de compensar excentricidades accidentales de cargas no tratadas en el análisis. Esto 
podría lograrse especificando una excentricidad mínima (como se hizo en ediciones previas al 
Código) o más directamente, con la determinación de un límite superior en la capacidad, menor 
que la resistencia calculada de diseño. Este límite superior se toma igual a 0.85 veces la resisten- 
cia de diseño para columnas reforzadas en espiral y 0.80 veces la resistencia calculada para las 
columnas con flejes. Entonces, de acuerdo con el Código ACI 10.3.5, para columnas reforzadas 
en espiral 

con @ = 0.75. Para columnas con flejes 

con @ = 0.70. 
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FLEJES TRANSVERSALES Y ESPIRALES 
La figura 1.14 presenta secciones transversales de los tipos más sencillos de columnas, reforzadas 
en espiral o con flejes transversales. Con frecuencia se puede encontrar otro tipo de estas secciones 
en edificios y puentes, algunas de las cuales aparecen en la figura 8.2. En general, para elementos 
con grandes fuerzas axiales y momentos pequeños, las barras longitudinales se distribuyen en for- 
ma más o menos uniforme alrededor del perímetro (ver las figuras 8 . k  a 8.2d). Cuando los mo- 
mentos flectores son grandes, la mayor parte del acero longitudinal se concentra en las caras de 
mayor compresión o tensión, es decir, a las máximas distancias del eje de flexión (ver las figuras 
8.2e hasta 8 . Z ) .  En las referencias 8.1 y 8.2 se encuentran patrones específicos recomendados para 
muchas combinaciones y distribuciones de barras. En columnas fuertemente cargadas y reforzadas 
con grandes cuantías de acero, la utilización de una cantidad numerosa de barras, cada una de ellas 
ubicada y sostenida individualmente mediante flejes, produce congestión del acero en las formaleta5 
y dificultad en el vaciado del concreto. En estos casos, a menudo se emplean barras en paquete, los 
cuales están conformados por tres o cuatro barras amarradas en contacto directo unidas con alam- 
bre o ajustadas de cualquier otra manera; éstas, por lo general, se colocan en las esquinas. Diversos 
ensayos demuestran que las barras empaquetadas de manera apropiada actúan como una unidad, 
es decir, pueden considerarse como si el paquete constituyera una sola barra de sección circular 
con un área igual a la suma de las áreas de las barras que componen el paquete. 

El refuerzo transversal en forma de flejes individuales ampliamente espaciados o de una espiral 
continua poco espaciada, cumple diferentes funciones. En primer lugar, este refuerzo se requiere 
para mantener las barras longitudinales en su posición dentro de las formaletas mientras se vacía el 
concreto. Para este propósito, el acero longitudinal y el transversal se unen mediante alambres para 
conformar un entramado que se coloca después dentro de la formaleta y se ubica de manera adecua- 
da antes del vaciado del concreto. Por otro lado, el refuerzo transversal se necesita para impedir que 
las barras longitudinales esbeltas sometidas a altos esfuerzos presenten pandeo hacia afuera, produ- 
ciendo el descascaramiento del recubrimiento relativamente delgado del concreto. 

Evidentemente las espirales poco espaciadas cumplen estas dos funciones. Por otro lado, los 
flejes, que pueden distribuirse y espaciarse de diferentes maneras, deben diseñarse para que cum- 
plan estos dos propósitos. Esto significa que el espaciamiento debe ser suficientemente pequeño 
para evitar el pandeo entre flejes y que es necesario suministrar la cantidad suficiente de flejes en 
cualquier plano de amarre para posicionar y sostener todas las barras. De otra parte, para el caso 
de columnas con muchas barras longitudinales, si la sección de la columna está atravesada por 
demasiados flejes, éstos interfieren con el vaciado del concreto dentro de las formaletas. Para lo- 
grar un amarre efectivo, manteniendo la cantidad mínima de flejes, el Código ACI 7.10.5 da las 
siguientes reglas para la distribución de los flejes: 

m 
Espaciamiento < 6" Espaciamiento i 6" 

Espaciamiento e 6" Espaciamiento > 6 

( M .  (e) (0 

FIGURA 8.2 
Distribución de flejes en columnas cuadradas y rectangulares. 



Todas las barras de columnas deben estar encerradas porflejes transversales con tamaños por lo menos 
No. 3 para barras longitudinales hasta la No. 10, y con tamaños por lo menos No. 4 para las barras 
longitudinales Nos. 11, 14 y 18, y para las barras longitudinales en paquete. El espaciamiento de 10s 
flejes no debe exceder 16 diámetros de las barras longitudinales, 48 diámetros de las barras de los 
flejes ni la menor dimensión de la columna. Los flejes deben distribuirse de manera que cada barra 
longitudinal de esquina, lo mismo que cada barra interior de por medio, tengan un soporte lateral 
suministrado por la esquina de un fleje, con un ángulo de no más de 135'; además ninguna barra debe 
estar ubicada a más de 6 pulg de distancia libre a cada lado, de una de estas barras soportadas lateral- 
mente. En vez de flejes pueden utilizarse alambrones corrugados o mallas electrosoldadas de alambrón 
de área equivalente. Cuando se coloquen barras alrededor de la periferia de un círculo, pueden utili- 
zarse flejes circulares completos. 

Las espirales deben constar de una barra o alambrón continuo no menor que $ pulg de diámetro y el 
espacio libre entre cada vuelta de la espiral no debe exceder 3 pulg ni ser menor que 1 pulg. 

Asimismo, se impone una cuantía mínima de acero para la espiral, de manera que el comporta- 
miento estructural de la columna se mejora en forma significativa con respecto tanto a la carga 
última como al tipo de falla, en comparación con una columna idéntica pero con flejes. 

El efecto estructural de una espiral se puede visualizar fácilmente si se tiene en cuenta un 
modelo conformado por un tambor de acero lleno de arena (ver la figura 8.3). Cuando se coloca 
una carga sobre la arena, se ejerce una presión lateral de la arena sobre el tambor que ocasiona 
tensión circular en la pared de acero. La carga sobre la arena puede incrementarse hasta que la 
tensión circular sea suficientemente grande para hacer estallar el tambor. La sola pila de arena, si 
no estuviera confinada dentro del tambor, no sería capaz de resistir una carga considerable. Ahora, 
una columna de concreto cilíndrica sí tiene resistencia aun sin confinamiento lateral. A medida que 
se aplica la carga, la columna se acorta longitudinalmente y se expande en sentido lateral, depen- 
diendo de la relación de Poisson. Una espiral poco espaciada que confine la columna, contrarresta 
esta expansión cumpliendo la misma función que la del tambor de acero del modelo anterior. Esto 
produce una tensión circular en la espiral y aumenta al mismo tiempo de modo considerable la 
capacidad de carga del concreto confinado en el núcleo. La falla se presenta sólo cuando el acero 
de la espiral fluye, lo cual disminuye sustancialmente el efecto de confinamiento, o cuando el acero 
llega hasta la rotura. 

Una columna confinada con flejes falla para la carga determinada por la ecuación (8.3~ o 8.3b). 
Para esta carga, el concreto falla por aplastamiento y por corte hacia afuera a lo largo de planos inclina- 
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dos, mientras que el acero longitudinal lo hace por pandeo hacia afuera entre flejes (ver la figura 8.4). 
Para una columna reforzada en espiral, cuando se alcanza la misma carga, el acero longitudinal y el 
concreto dentro del núcleo no pueden fallar hacia afuera a causa de la presencia confinante de la 
espiral. Sin embargo, puesto que el concreto en el cascarón exterior no está confinado, sí presenta falla; 
es decir, el cascarón exterior se desprende cuando se alcanza la carga P,. Para este estado de carga es 
que la acción con£inante de la espiral tiene un efecto significativo y si se proporciona cantidad suficiente 
de acero en espiral, la carga que producirá la faila última de la columna mediante fluencia o fractura del 
acero en espiral puede ser mucho mayor que la carga para la cual se presentó la falla del cascarón. 
Además, el límite de deformación axial, cuando la columna falle, va a ser mucho mayor que antes; la 
tenacidad de la columna ha sido incrementada significativamente. 

En contraste con la práctica en otros países, en los Estados Unidos se piensa que cualquier 
capacidad en exceso más allá de la carga para la cual se presenta el descascaramiento de la colum- 
na se desperdicia, puesto que aunque el elemento no falla en realidad, no se puede seguir conside- 
rando como funcional. Por esta razón, el Código ACI provee un refuerzo mínimo en espiral, en tal 
cantidad, que su contribución a la capacidad de carga es apenas ligeramente mayor que aquélla del 
cascarón de concreto. Esta situación se comprende mejor si se observa la figura 8.5, donde se 
compara el comportamiento de una columna con flejes con el de otra con refuerzo en espiral cuya 
carga de descascaramiento es igual a la carga última de la columna con flejes. La falla de la colum- 
na con flejes es abrupta y total. Esto es cierto, casi hasta el mismo grado, para una columna refor- 
zada con una espiral tan liviana que su contribución a la resistencia es considerablemente menor 
que la resistencia que se pierde por el cascarón que falla. Lo contrario es cierto para una espiral 
pesada y la columna descascarada presentará falla frente a una carga mayor, con una deformación 

FIGURA 8.4 
Falla de una columna con flejes. 
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A Columna reforzada en espiral 
Descascaramiento 

Espiral liviana 

m Falla de columnas con flejes m o con espiral muy liviana 
O 

FIGURA 8.5 
Comportamiento de columnas 
reforzadas en espiral y de 

Deformación unitaria longitudinal (acortamiento) columnas con flejes. 

previa considerable. El refuerzo en "espiral del ACI", cuya contribución a la resistencia compensa 
de modo aproximado la pérdida del cascarón desprendido, aumenta muy poco la carga última; sin 
embargo, al evitar el aplastamiento instantáneo del concreto y el pandeo del acero, hace que la 
falla sea más gradual y dúctil, es decir, aumenta la tenacidad de la columna. 

Experimentalmente se ha encontrado (ver las referencias 8.3 a 8.5) que el aumento en la 
resistencia a la compresión del núcleo de concreto en una columna, que se suministra mediante el 
efecto de confinamiento del acero en espiral, puede representarse muy bien mediante la ecuación 

fC - 0.85 f: = 4.0 fi (a)  

donde f,* = resistencia a la compresión del núcleo de concreto confinado en espiral 
0.85 f: = resistencia a la compresión del concreto si no está confinado 

fi = esfuerzo de confinamiento transversal en el núcleo de concreto producido por la espiral 

El esfuerzo de confinamiento fi se calcula suponiendo que la espiral de acero llega a su esfuerzo 
de fluencia fy cuando se alcanza eventualmente la falla de la columna. Con referencia a la figura 
8.6, un análisis de la tensión circular del modelo idealizado de un segmento corto de columna 
confinada por un solo anillo de acero transversal, demuestra que 

donde ASp = área de la sección transversal del alambre en espiral 
f y  = resistencia a la fluencia del acero en espiral 
d, = diámetro exterior de la espiral 
s = espaciamiento o paso del alambre en espiral 

FIGURA 8.6 
[ I T  Confinamiento del nlcleo de concreto a causa de la tensiun circuiar. 
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La cuantía volumétrica se define como la relación entre el volumen del acero en espiral y el volu- 
men del núcleo de concreto: 

a partir de la cual 

Si se sustituye el valor deAsp de la ecuación (c) en la ecuación (b), se obtiene 

Para encontrar la cantidad adecuada de acero en espiral se calcula 

Contribución del cascarón a la resistencia = 0.85 fi(Ag -Ac) (e) 

donde Ag y A, son el área bruta y el área del núcleo del concreto, respectivamente. Luego, se 
sustituye el esfuerzo de confinamiento de la ecuación (d)  en la ecuación (a) y se multiplica por el 
área del núcleo de concreto, 

Resistencia proporcionada por la espiral = 2ps fyAc Ct) 

La base para el diseño de la espiral consiste en que la ganancia en la resistencia provista por la 
espiral, debe ser al menos igual a la pérdida de resistencia cuando se descascara el recubrimiento 
de concreto, de manera que al combinar las ecuaciones (e) y (B: 

a partir de la cual 

Conforme al Código ACI, este resultado se redondea un poco hacia arriba y el Código ACI 10.9.3 
establece que la cuantía de refuerzo en espiral no debe ser menor que 

Además, el Código ACI estipula que4  no debe tomarse mayor que 60,000 1b/pulg2. 
De esta explicación se deduce que dos columnas cargadas concéntricamente y diseñadas 

con los requisitos del Código ACI, una con flejes y otra con refuerzo en espiral pero idénticas en 
los demás aspectos, fallarán aproximadamente a la misma carga, la primera de manera súbita y 
frágil, la segunda de manera gradual con pérdida previa del cascarón y con un comportamiento 
más dúctil. Esta ventaja de la columna con refuerzo en espiral es mucho menos evidente si la 
carga se aplica con una excentricidad considerable o cuando se presentan efectos de flexión por 
otras fuentes en forma simultánea con la carga axial. Por esta razón, aunque el Código ACI 
permite cargas de diseño un poco mayores para las columnas con refuerzo en espiral que para las 
columnas con flejes cuando los momentos son pequeños o nulos (Q, = 0.75 para columnas refor- 
zadas en espiral vs. Q, = 0.70 para columnas con flejes), la diferencia no es muy grande y se ve aún 
más reducida para excentricidades considerables en las cuales Q, se aproxima a 0.90 para los dos 
tipos de columnas. 
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El diseño del refuerzo en espiral, según las disposiciones del Código ACI, se puede reducir 
fácilmente a una forma tabular como aparece en la tabla A.14 del apéndice A. 

COMPRESIÓN MAS FLEXIÓN DE COLUMNAS RECTANGULARES 

En edificios y otras estructuras resulta muy raro encontrar elementos cargados axialmente, es de- 
cir, concéntricamente a compresión. Algunos componentes, como las columnas y los arcos, sostie- 
nen ante todo cargas a compresión pero casi siempre está presente una flexión simultánea. Los 
momentos flectores se producen por continuidad, es decir, por el hecho de que las columnas son 
partes de pórticos monolíticos en los cuales los momentos en los apoyos de las vigas son resistidos 
en parte por las columnas de soporte, también bajo condiciones de cargas horizontales como fuer- 
zas de viento, y frente a cargas aplicadas en forma excéntrica en ménsulas de columnas o en arcos 
donde el eje del arco no coincide con la línea de presión. Aún cuando los cálculos de diseño de- 
muestren que un elemento está cargado axialmente, las imperfecciones inevitables de la construc- 
ción causarán excentricidades y la consecuente flexión en el elemento construido. Por esta razón, 
los elementos que deben diseñarse para compresión y flexión simultáneas son muy frecuentes en 
casi todos los tipos de estructuras de concreto. 

Cuando un elemento está sometido a una compresión axial P combinada con un momento 
flector M, como en la figura 8.7a, por lo general es conveniente remplazar la carga axial y el 
momento flector por una carga equivalente de igual magnitud P aplicada con una excentricidad 
e = MIP, como en la figura 8.7b. Las dos situaciones de carga son estáticamente equivalentes. 
Todas las columnas pueden entonces clasificarse en términos de la excentricidad equivalente. Aqué- 
llas con un valor de e relativamente pequeño se caracterizan en general por una compresión a lo 
largo de toda la sección de concreto y, si se sobrecargan, fallarán por aplastamiento del concreto 
junto con una fluencia del acero a compresión en el lado más cargado. Las columnas con excentri- 
cidades grandes se someten a tensión sobre, al menos, una parte de la sección y, cuando se sobre- 
cargan, pueden fallar por fluencia del acero a tensión en el lado más alejado de la carga. 

Para las columnas, los estados de carga previos al estado último por lo general no son de impor- 
tancia. El agrietamiento del concreto, aun para columnascon excentricidades grandes, no es en general 
un problema serio y las deflexiones laterales para cargas de servicio rara vez son un factor digno de tener 
en cuenta. El diseño de columnas se basa, entonces, en el estado de sobrecargas mayoradas, para el cual 
la resistencia requerida no debe exceder, como de costumbre, la resistencia de diseño, es decir, 

FIGURA 8.7 
Excentricidad equivalente para la carga de una columna. 
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ANÁLISIS DE COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

Y DIAGRAMAS DE INTERACCIÓN 
La figura 8.8a presenta un elemento cargado en dirección paralela a la de su eje mediante una 
fuerza de compresión P, y con una excentricidad e medida desde la línea central. La distribución de 
deformaciones unitarias en una sección a-a cualquiera y para un estado de falla inminente, se 
ilustra en la figura 8.8b. Si se supone que las secciones planas permanecen planas, las deformacio- 
nes unitarias en el concreto varían linealmente con la distancia desde el eje neutro, que se localiza 
a una distancia c desde el lado más cargado del elemento. Con compatibilidad total en las deforma- 
ciones, las del acero en cualquier sitio de la sección son las mismas que las deformaciones del 
concreto adyacente; así que, si la deformación última del concreto es E,, la de las barras más cerca- 
nas a la carga es E; ,  mientras que la de las barras a tensión, en el lado más alejado, es E,. El acero a 
compresión con un área A, y el acero a tensión con un área A, se localizan respectivamente a 
distancias d' y d medidas desde la cara en compresión. 

Los esfuerzos y fuerzas correspondientes son los de la figura 8.8~. Al igual que para flexión 
simple, la distribución real de esfuerzos a compresión en el concreto se remplaza por una distribu- 
ción rectangular equivalente con un espesor a = Bit. Gran cantidad de ensayos sobre columnas de 
varias formas demuestran que las resistencias últimas calculadas con base en lo anterior coinciden 
satisfactoriamente con los resultados de ensayos experimentales (ver la referencia 8.6). 

El equilibrio entre fuerzas axiales internas y externas que se presenta en la figura 8.8c, exige 
que 

También, el momento de los esfuerzos y fuerzas internas con respecto a la línea central de la sec- 
ción debe ser igual y opuesto al momento de la fuerza externa P,, de manera que 

Éstas son las dos ecuaciones básicas de equilibrio para elementos rectangulares sometidos a com- 
presión excéntrica. 

Ancho = b 

FIGURA 8.8 
Columna sometida a compresión excéntrica: ( a )  columna cargada; (b)  distribución de deformacio- 
nes en la sección a-a; (c) esfuerzos y fuerzas para la resistencia última nominal. 
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En las anteriores ecuaciones no se ha tenido en cuenta el hecho de que la presencia del 
refuerzo a compresión, A:, desplaza una cantidad correspondiente de concreto de área A;. En caso 
necesario, particularmente para grandes cuantías de acero, esto puede tenerse en cuenta en forma 
muy simple. En estas ecuaciones se incluye una fuerza de compresión en el concreto no existente, 
igual a AJ. (0.85 f:), que actúa en el concreto desplazado al nivel del acero a compresión. Esta 
fuerza en exceso puede eliminarse en las dos ecuaciones multiplicando AJ. por f,' - 0.85 f: en vez de 
hacerlo por f,'. 

Para grandes excentricidades, la falla se inicia por la fluencia del acero a tensiónA,. De ahí que, 
para este caso,& = f .  Cuando el concreto alcanza su deformación unitaria última E,, es posible que 

Y 
el acero a compresión fluya o no; esto debe determinarse con base en la compatibilidad de deforma- 
ciones. Para excentricidades pequeñas, el concreto alcanzará su deformación límite E, antes de que el 
acero a tensión empiece a fluir., de hecho, las barras en el lado de la columna más alejado de la carga 
pueden estar en compresión y no en tensión. Para excentricidades pequeñas, el análisis debe basarse 
también en la compatibilidad de las deformaciones entre el acero y el concreto adyacente. 

Para una excentricidad determinada a partir del análisis del pórtico (es decir, e = MuIPu), es 
posible resolver las ecuaciones (8.7) y (8.8) para la carga P, y para el momento M, que producirán 
la falla, de la siguiente manera: en ambas ecuaciones, fi, f, y a pueden expresarse en términos de 
una sola incógnita c, o sea la distancia hasta el eje neutro. Esto se hace con base en la geometría del 
diagrama de deformaciones, tomando E, igual a 0.003 como es usual y utilizando la curva esfuerzo- 
deformación del refuerzo. El resultado es que las dos ecuaciones contienen únicamente dos incóg- 
nitas, P, y c, y pueden resolverse para estos valores de manera simultánea. Sin embargo, hacer esto 
en la práctica en forma algebraica resultaría demasiado complicado, en particular por la necesidad 
de incorporar el límite de fy tanto en f,' como en f,. 

Una mejor aproximación, si se tienen en cuenta las bases para el diseño práctico, consiste en 
construir un diagrama de interacción de resistencia que defina la carga y el momento de falla para deter- 
minada columna en el intervalo completo de excentricidades desde cero hasta el infinito. Para cualquier 
excentricidad, existe un solo par de valores de P, y M, que producirán un estado inminente de falla. 
Este par de valores puede dibujarse como un punto en un gráfico que relacione P, y M,, como en la 
figura 8.9. Una serie de cálculos similares, cada uno correspondiente a una excentricidad diferente, 
generará una curva que tiene la forma típica que aparece en la figura 8.9. En este diagrama, cual- 
quier línea radial representa una excentricidad particular e = MIP. Para esta excentricidad, al au- 
mentar gradualmente la carga se definirá una trayectoria de carga como se ilustra, y cuando esta 
trayectoria de carga alcance la curva límite se presentará la falla. Observe que el eje vertical corres- 
ponde a e = O, y Po es la capacidad de la columna para carga concéntrica que puede determinarse 
con la ecuación (8.3b). El eje horizontal corresponde a un valor infinito de e, es decir, flexión pura 
con una capacidad a momento de Mo. Las excentricidades pequeñas producirán falla regida por 
compresión del concreto, mientras que las grandes llevarán a una falla iniciada por la fluencia del 
acero a tensión. 

Para una columna seleccionada en forma tentativa, el diagrama de interacción puede cons- 
truirse más fácilmente si se escogen valores sucesivos de la distancia al eje neutro c, desde el infini- 
to (carga axial con excentricidad O) hasta un valor muy pequeño encontrado por tanteos para obtener 
P, = O (flexión pura). Para cada valor seleccionado de c, las deformaciones y los esfuerzos en el 
acero y las fuerzas en el concreto pueden calcularse fácilmente como se explica a continuación. 
Para el acero a tensión, 
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mientras que, para el acero a compresión, 

c- d '  
E ;  = E,- 

C 

c - d' 
&' = EA- y 5 f y  

C 

El bloque de esfuerzos del concreto tiene un espesor 

a =Bit y 5 h 

y, en consecuencia, la resultante a compresión del concreto es 

C = 0.85 fiab 

La fuerza axial P, y el momento M,, correspondientes a la localización seleccionada del eje neutro, pue- 
den calcularse a partir de las ecuaciones (8.7) y (8.8), respectivamente, y, de esta manera, se establece un 
solo punto en el diagrama de interacción de resistencia. Estos cálculos se repiten paravalores sucesivos de 
la distancia al eje neutro con el fin de establecer la curva que define los límites en la resistencia, como en la 
figura 8.9. Los cálculos, de naturaleza repetitiva, se pueden programar fácilmente en computador. 

FALLA BALANCEADA 

Como se indicó anteriormente, la línea de falla del diagrama de interacción se divide en un interva- 
lo de falla a compresión y en un intervalo de falla a tensión. En este momento es útil definir el 
modo de falla balanceada y su excentricidad correspondiente eb, con la carga Pb y el momento Mb 
que actúan en combinación para producir una falla, en la cual el concreto alcanza su deformación 
límite E, en el mismo instante en que el acero a tensión, en el lado alejado de la columna, logra su 
deformación de fluencia. Este punto en el diagrama de interacción es el divisorio entre la falla a 
compresión (excentricidades pequeñas) y la falla a tensión (excentricidades grandes). 

Los valores de Pb y Mb pueden calcularse con referencia a la figura 8.8. Para la falla balanceada, 

Las ecuaciones (8.9) hasta la (8.14) pueden utilizarse entonces para obtener el esfuerzo en el acero 
y la resultante a compresión, después de lo cual se encuentran los valores de Pb y Mb a partir de las 
ecuaciones (8.7) y (8.8). 

Puede observarse que, en contraste con el diseño de vigas, no es posible limitar el diseño de 
columnas para que el resultado de una sobrecarga sea siempre una falla por fluencia del acero en vez 
de una falla por aplastamiento del concreto. El tipo de falla de una columna depende del valor de la 
excentricidad e, que se define a su vez por el análisis de cargas del edificio o de cualquier otra estruc- 
tura. Sin embargo, el punto de falla balanceada en el diagrama de interacción es una referencia muy 
útil en relación con las disposiciones de seguridad, como se analiza más adelante en la sección 8.9. 

Es importante observar en la figura 8.9 que, para la región de falla a compresión, en cuanto 
mayor sea la carga axial P,, menor será el momento M, que la sección es capaz de resistir antes 
de la falla. Sin embargo, en la región de falla a tensión es válido lo contrario: cuanto mayor sea la 
carga axial, mayor será la capacidad simultánea a momento. Esto puede interpretarse fácilmen- 
te. En la región de falla a compresión, la falla ocurre por una sobredeformación del concreto; a 
mayor deformación a compresión del concreto causada por la sola carga axial, menor margen de 
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"n 

Intervalo de fallas 

Líneas radiales muestran e = M" 

Intervalo de falla 

FIGURA 8.9 
Diagrama de interacción para la resistencia nominal de una columna sometida 
a flexión y carga axial combinadas. 

deformación adicional disponible para la compresión adicional ocasionada por la flexión. Por 
otro lado, en la región de falla a tensión, la fluencia del acero inicia la falla. Si el elemento se 
carga a flexión simple hasta el punto en el cual se inicia la fluencia del acero a tensión, y si se 
adiciona una carga axial en ese momento, los esfuerzos de compresión en el acero producidos 
por esta carga se superpondrán a los esfuerzos previstos de tensión. Esto reduce el esfuerzo total 
en el acero hasta un valor menor que su resistencia a la fluencia. En consecuencia, se puede 
resistir ahora un momento adicional con tal magnitud que la combinación de los esfuerzos en el 
acero generados por la carga axial y por el momento aumentado, alcance de nuevo la resistencia 
a la fluencia. 

La forma característica del diagrama de interacción de una columna como la de la figura 8.9, 
tiene importantes implicaciones en el diseño. En la región de falla a tensión, una reducción de las 
cargas axiales puede producir la falla para determinado momento. Cuando se realice el estudio de un 
pórtico, el diseñador debe analizar todas las posibles combinaciones de carga, que incluye la que 
produzca la mínima carga axial simultánea con determinado momento. Para calcular la capacidad de 
una columna sometida a un momento, se debe utilizar únicamente la compresión que estará presente 
con certeza. 

Ejemplo 8.1. Diagrama de interacción de resistencia de una columna. Una columna de 12 x 20 pulg 
está reforzada con cuatro barras No. 9, con un área de 1.0 pulg2 cada una, una en cada esquina, como 
en la figura 8.10~. La resistencia del concreto determinada mediante cilindros es f,' = 3500 lb/pulg2 y la 
resistencia a la fluencia del acero es 50 klb/pulg2. Determine (a) la carga Pb, el momento Mb y la 
excentricidad correspondiente eb para la falla balanceada; (b) la carga y el momento para un punto 
representativo en la zona de falla a tensión de la curva de interacción; (c) la carga y el momento para 
un punto representativo en la zona de falla a compresión; (d) la resistencia a carga axial para excentri- 
cidad nula. Luego, (e) dibuje el diagrama de interacción de resistencia para esta columna; (f) dibuje el 
refuerzo transversal con base en las disposiciones del Código ACI. 

Solución 
(a) El eje neutro para la condición de falla balanceada puede encontrarse a partir de la ecuación 

(8.15) con E, = 0.003 y 5 = 50/29,000 = 0.0017: 

obteniéndose una altura del bloque de esfuerzos a = 0.85 x 11.1 = 9.44 pulg. Para la condición de 
falla balanceada, por definición, f, = 4. El esfuerzo en el acero a compresión se encuentra con la 
ecuación (8.12): 

11.1 - 2.5 
fS=O.O03X29,000 ll.l = 67.4 klb/~ulg2 pero S 50 Mb/pulg2 



confirmando que el acero a compresión está también en la fluencia. La fuerza resultante a com- 
presión en el concreto es 

C = 0.85 x 3.5 x 9.44 x 12 = 337 klb 

La carga balanceada Pb puede encontrarse ahora a partir de la ecuación (8.7) y es igual a 

Pb = 337 + 2.0 x 50 - 2.0 x 50 = 337 klb 

y el momento balanceado se encuentra con la ecuación (8.8) y es igual a 

Mb = 337(10 - 4.72) + 2.0 X 50(10 - 2.5) + 2.0 X 50(17.5 - 10) 
= 3280 klb-pulg = 273 klb-pie 

La excentricidad correspondiente de la carga es eb = 9.72 pulg. 
(b) Cualquier selección de c menor que cb = 11.1 pulg genera un punto en la zona de falla a tensión de 

la curva de interacción, con una excentricidad mayor que eb. Por ejemplo, seleccione c = 5.0 pulg. 
Por definición, f, = 4. El esfuerzo en el acero a compresión es igual a 

Con una altura del bloque de esfuerzos a = 0.85 x 5.0 = 4.25, la resultante a compresión es C = 
0.85 x 3.5 x 4.25 x 12 = 152 klb. Entonces, a partir de la ecuación (8.7), la carga axial es 

Pn = 152 + 2.0 x 43.5 - 2.0 x 50 = 139 klb 

y la capacidad a momento, con la ecuación (8.8), es 

M, = 152(10 - 2.12) + 2.0 X 43.5(10 - 2.5) + 2.0 X 50(17.5 - 10) 
= 2598 klb-pulg = 217 klb-pie 

obteniéndose una excentricidad e = 25981139 = 18.69 pulg, muy superior al valor balanceado. 

(c) Ahora, seleccionando un valor de c mayor que cb para demostrar un punto de falla a compresión 
en la curva de interacción, se toma un valor de c = 18.0 pulg, para el cual a = 0.85 x 18.0 = 15.3 
pulg. La resultante a compresión del concreto es C = 0.85 x 3.5 x 15.3 x 12 = 546 klb. A partir de 
la ecuación (8.10), el esfuerzo del acero en el lado izquierdo de la columna es 

Observe que el valor negativo de f, indica en forma correcta que A, está en compresión si c es 
mayor que d, como en este caso. El esfuerzo del acero a compresión se encuentra con la ecuación 
(8.12) y es igual a 

18.0 - 2.5 
ff =O.O03X29,000 18.0 = 75 klb/pulg2 pero S 50 klb/pulg2 

Entonces, la capacidad de la columna es 

Pn = 546 + 2.0 x 50 + 2.0 x 2 = 650 klb 

M, = 546(10 - 7.65) + 2.0 X 50(10 - 2.5) - 2.0 X 2(17.5 - 10) 
= 2000 klb-pulg = 167 klb-pie 

(d) La resistencia axial de la columna, si está cargada concéntricamente, corresponde a c = m y e = 0. 
Para este caso, 

P, = 0.85 x 3.5 x 12 x 20 x 20 + 4.0 x 50 = 914 klb 

Observe que tanto para éste como para los cálculos precedentes no se tiene en cuenta el concreto 
desplazado por el acero. Para efectos comparativos, si se hubiera realizado esta reducción en el 
último cálculo: 

Pn = 0.85 x 3.5(12 x 20 - 4) + (4.0 x 50) = 902 klb 
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El error al no tener en cuenta esta deducción es apenas del uno por ciento para este caso; en 
general esta diferencia puede obviarse, excepto tal vez en columnas con cuantías de acero cerca- 
nas al tope máximo del 8 por ciento. 

A partir de los cálculos que se acaban de presentar, además de otros similares y repetitivos 
que no se incluyen aquí, se construye la curva de interacción de resistencia de la figura 8.10d. 
Observe la forma característica descrita anteriormente, la localización del punto de falla balan- 
ceada, al igual que los puntos encontrados de "excentricidad pequeña" y "excentricidad grande" y 
la capacidad de carga axial. 

(e )  El diseño de los flejes transversales se lleva a cabo según las restricciones del Código ACI. Si se 
utilizan estribos de 4 (diámetro mínimo permitido para barras longitudinales No. 9 con diámetro 
de 1 1  pulg) en una columna cuya menor dimensión es 12 pulg, el espaciamiento de los flejes no 

8 
debe exceder: 

48 x = 18 pulg 

16 x = 18 pulg 

b = 12 pulg 

La última de las restricciones controla en este caso y se utilizarán entonces flejes No. 3 con un 
espaciamiento de 12 pulg, detallados como aparecen en la figura 8 .10~.  Observe que el 
espaciamiento permitido (18 pulg), de acuerdo con el primero y segundo criterios, debe reducirse 
a causa de la dimensión de la columna de 12 pulg, indicando que podría obtenerse un ahorro en el 
acero de los flejes utilizando un diámetro menor; sin embargo, esto no cumpliría con la restricción 
del Código ACI relativa al diámetro mínimo de los flejes para este caso. 

As fs A', 

FIGURA 8.10 
Diagrama de interacción para la columna del ejemplo 8.1: (a) sección transversal; (b) distribución 
de deformaciones; ( c )  esfuerzos y fuerzas; (d) diagrama de interacción de resistencias. 
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REFUERZO DISTRIBUIDO 

Para columnas sometidas a grandes momentos flectores, es más económico concentrar todo, o la 
mayor parte del acero, a lo largo de las caras exteriores paralelas al eje de flexión. Esta distribución 
se expone en las figuras 8.2e hasta la 8.2h. De otra parte, para excentricidades pequeñas en las 
cuales la compresión axial prevalece y cuando se necesita una sección transversal pequeña, a me- 
nudo es ventajoso colocar el acero distribuido uniformemente alrededor del perímetro como apa- 
rece en las figuras 8 . b  hasta la 8.2d. En este caso, debe prestarse especial atención a las barras 
intermedias, es decir, a aquellas que no están colocadas a lo largo de las dos caras sometidas a los 
mayores esfuerzos, esto debido a que cuando se alcanza la carga última, los esfuerzos para las 
barras intermedias son en general inferiores al valor de fluencia, aún cuando las barras a lo largo de 
una o de las dos caras externas pueden estar en fluencia. Esta situación puede examinarse como 
una simple y obvia extensión del análisis previo basado en la compatibilidad de deformaciones. Al 
igual que antes, puede construirse un diagrama de interacción de resistencia. La selección consecu- 
tiva de valores para la distancia al eje neutro resulta en un conjunto de pares de valores de P, y M,, 
cada uno correspondiente a una excentricidad particular en la carga. 

Ejemplo 8.2. Análisis de una columna excéntrica con refuerzo distribuido. La columna de la figura 
8 .11~ está reforzada con diez barras No.11 distribuidas alrededor del perímetro, como se muestra. La 
carga P,, se aplica con una excentricidad e con respecto al eje más fuerte. Las resistencias de los mate- 
riales son fi = 6000 lb/pulg2 yfy = 75 klb/pulg2. Encuentre la carga y el momento correspondientes al 
punto de falla con un eje neutro a c = 18 pulg desde la cara derecha. 

Solución. Cuando el concreto alcanza su deformación unitaria límite de 0.003, la distribución de defor- 
maciones unitarias es como la de la figura 8.11b. Las deformaciones para los cuatro grupos de barras 

FIGURA 8.11 
Columna del ejemplo 8.2: (a) sección transversal; (b) distribución de deformaciones; 
(c) esfuerzos y fuerzas. 
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se encuentran por semejanza de triángulos, después de lo cual los esfuerzos se encuentran con el 
producto de las deformaciones por Es= 29,000 klb/pulg2, teniendo en cuenta el valor límite igual a f 

Y' 

eS1 = 0.00258 fsl = 75.0 klb/pulg2 a compresión 

= 0.00142 fs2 = 41.2 klb/pulg2 a compresión 

es3 = 0.00025 fs3 = 7.3 klb/pulg2 a compresión 

es4 = 0.00091 fs4 = 26.4 klb/pu1g2 a tensión 

Para fi = 6000 lb/pulg2, B1 = 0.75 y la profundidad del bloque rectangular equivalente de esfuerzos es 
a = 0.75 x 18 = 13.5 pulg. La resultante a compresión del concreto es C = 0.85 x 6.0 x 13.5 x 12 = 
826 klb, y las fuerzas respectivas en el acero en la figura 8 .11~ son: 

Csl = 4.68 x 75.0 = 351 klb 

Cs2 = 3.12 x 41.2 = 129 klb 
Cs3 = 3.12 x 7.3 = 23 klb 

Ts4 = 4.68 X 26.4 = 124 klb 

La carga axial y el momento que producirían la falla para el eje neutro a 18 pulg desde la cara derecha, 
se encuentran mediante las extensiones obvias de las ecuaciones (8.7) y (8.8): 

P = 826 + 351 + 129 + 23 - 124 = 1205 klb 
M, = 826(13 - 6.75) + 351(13 - 2.5) + 129(13 - 9.5) - 23(13 - 9.5) + 124(13 - 2.5) 

= 10,520 klb-pulg 
= 877 klb-pie 

La excentricidad correspondiente es e = 10,52011205 = 8.73 pulg. Otros puntos del diagrama de 
interacción pueden calcularse en forma similar. 

A partir de este ejemplo se obtienen dos conclusiones generales: 

1. Aun con una excentricidad relativamente pequeña, aproximadamente igual a un tercio de la 
altura de la sección, sólo las barras del grupo 1 alcanzan a llegar justo a su deformación de 
fluencia y, por tanto, a su esfuerzo de fluencia. Los demás grupos de barras, considerando el 
acero de alta resistencia relativa utilizado, están sometidos a esfuerzos muy por debajo de su 
resistencia a la fluencia, lo cual hubiera sido cierto también para el grupo 1 con una excentrici- 
dad ligeramente mayor. Se concluye que para columnas reforzadas en forma simétrica, la utili- 
zación de acero de alta resistencia, que es más costoso, resulta económica sólo para excentricidades 
muy pequeñas, es decir, para los pisos inferiores de edificios altos. 

2. La contribución de las barras intermedias de los grupos 2 y 3 a los valores de P, y M, es muy 
pequeña como consecuencia de sus muy bajos esfuerzos. De nuevo, las barras intermedias, ex- 
cepto que se necesiten para mantener los flejes en su sitio, son económicas únicamente para 
columnas con excentricidades muy pequeñas. 

La mayor parte de las columnas de concreto reforzado están reforzadas simétricamente con res- 
pecto al eje de flexión. Sin embargo, en algunos casos, como en las columnas de pórticos rígidos en 
los cuales los momentos son uniaxiales y la excentricidad es grande, es más económico utilizar un 
patrón asimétrico de barras con la mayor parte de éstas en el lado de tensión, como aparece en la 
figura 8.12. Estas columnas pueden analizarse mediante el mismo método descrito de compatibili- 
dad de deformaciones. Sin embargo, para poder cargar concéntricamente una columna reforzada 
en forma asimétrica, la carga debe aplicarse en un punto conocido como el centroideplástico, el que 
se define como el punto de aplicación de la fuerza resultante de la sección transversal de la colum- 
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FIGURA 8.12 
Centroide plástico de una columna reforzada asimétricamente. 

na (que incluye las fuerzas en el concreto y en el acero) para el cual la columna se encuentra 
comprimida de manera uniforme hasta la deformación de falla E ,  = 0.003 en toda la sección trans- 
versal. La excentricidad de la carga aplicada debe medirse con respecto al centroide plástico pues- 
to que sólo entonces e = O corresponde a una carga axial pura sin momento. La localización del 
centroide plástico para la columna de la figura 8.12 se calcula con la resultante de las tres fuerzas 
internas que deben tenerse en cuenta. Su distancia desde la cara izquierda es 

Naturalmente, para una sección transversal reforzada en forma simétrica, los centroides plástico y 
geométrico coinciden. 

COLUMNAS CIRCULARES 
En la sección 8.2 se mencionó que, cuando las excentricidades de la carga son pequeñas, las colum- 
nas reforzadas en espiral presentan mayor tenacidad, es decir, mayor ductilidad, que las columnas 
con flejes, aunque esta diferencia desaparece a medida que se incrementa la excentricidad. Por 
esta razón, como se analizó en la sección 8.2, el Código ACI permite un coeficiente de reducción 
más favorable de + = 0.75 para columnas reforzadas en espiral, en comparación con el valor de 
+ = 0.70 para columnas con flejes. También la carga máxima de diseño que se estipula para ele- 
mentos cargados axialmente o casi axialmente es mayor para aquéllos reforzados en espiral, que 
para los elementos comparables reforzados con flejes (ver la sección 8.9). Se concluye que las 
columnas reforzadas en espiral permiten una utilización más económica de los materiales, en par- 
ticular para excentricidades pequeñas. Otras ventajas se refieren al hecho de que las espirales están 
disponibles en forma prefabricada, lo cual puede ahorrar mano de obra en la conformación de los 
armazones de acero para las columnas, ya que con frecuencia los arquitectos prefieren la forma 
circular. 

La figura 8.13 muestra la sección transversal de una columna reforzada en espiral. Depen- 
diendo del diámetro de la columna, se colocan de seis a diez o más barras de igual tamaño como 
refuerzo longitudinal. La distribución de deformaciones en el momento en el cual se alcanza la 
carga última se presenta en la figura 8.13b. Se puede observar que los grupos de barras 2 y 3 están 
sometidos a deformaciones mucho más pequeñas que los grupos 1 y 4. Los esfuerzos en los cuatro 
grupos de barras pueden determinarse fácilmente. Para cualquiera de las barras sometida a una 
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FIGURA 8.13 
Columna circular sometida a compresión más flexión. 

deformación superior a la de fluencia = fJEs, el esfuerzo en la falla evidentemente es el de 
fluencia de la barra. Para barras con deformaciones menores, el esfuerzo se determina a partir de 

fs = ESES. 
Se tienen entonces las fuerzas internas que se ilustran en la figura 8.13~; éstas deben estar en 

equilibrio de fuerzas y de momentos con la resistencia nominal P,. Es preciso observar que esta 
situación es análoga a la analizada en las secciones 8.4 a 8.6 para columnas rectangulares. LOS 

cálculos pueden llevarse a cabo de manera idéntica a la expuesta en el ejemplo 8.1, excepto que 
para columnas circulares la zona a compresión de concreto sometida a la distribución rectangular 
equivalente de esfuerzos, tiene la forma del segmento de círculo sombreado en la figura 8.13~. 

Aunque la configuración de la zona de compresión y la variación de las deformaciones en 10s 
diferentes grupos de barras hacen que los cálculos resulten dispendiosos y complicados, no se in- 
cluyen principios nuevos y es posible encontrar soluciones en computador. 

El diseño o el análisis de columnas reforzadas en espiral se lleva a cabo, generalmente, me- 
diante ayudas de diseño como las gráficas A.13 a A.16 del apéndice A. En la referencia 8.7 están 
disponibles tablas y gráficos ampliados y con mejores detalles. En el desarrollo de estas ayudas de 
diseño, el área total de acero se supone que está distribuida uniformemente en un anillo concéntri- 
co, en vez de aparecer concentrada en la ubicación real de las barras; esto simplifica los cálculos sin 
que se afecten en forma apreciable los resultados. 

Debe observarse que, con el fin de calificar para las disposiciones de seguridad más favora- 
bles de columnas reforzadas en espiral, la cuantía de acero de la espiral debe ser por lo menos igual 
a la determinada por la ecuación (8.5), según los argumentos analizados en la sección 8.2. 

DISPOSICIONES DE SEGURIDAD DEL CÓDIGO ACI 

Para columnas, al igual que para todos los demás elementos diseñados de acuerdo con el Código 
ACI, se establecen márgenes de seguridad apropiados mediante la aplicación de factores de so- 
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brecarga a las cargas de servicio y de coeficientes de reducción de resistencia a las resistencias 
últimas nominales. Así que, para columnas, q5Pn r P, y #Mn 2 M, son los criterios básicos de 
seguridad. Para elementos sometidos a compresión axial o a compresión más flexión, el Código 
ACI establece coeficientes de reducción básicos: 

q5 = 0.70 para columnas con flejes 

q5 = 0.75 para columnas reforzadas con espiral 

La diferencia entre estos dos valores refleja la seguridad adicional debida a la mayor tenacidad de 
las columnas reforzadas con espiral. 

Existen varias razones que explican por qué los valores de q5 para columnas son considerable- 
mente inferiores con respecto a aquéllos para flexión o cortante (0.90 y 0.85, respectivamente). 
Una de ellas es que la resistencia de elementos a flexión subreforzados no se afecta en forma 
significativa por las variaciones de la resistencia del concreto, puesto que ésta depende esencial- 
mente de la resistencia a la fluencia del acero, mientras que la resistencia de los elementos carga- 
dos en forma axial depende en gran medida de la resistencia a la compresión del concreto. Puesto 
que la resistencia del concreto determinada mediante el ensayo de cilindros en las condiciones de 
la obra está mucho menos controlada que la resistencia a la fluencia del acero producido en acerías, 
para el concreto debe permitirse una mayor deficiencia ocasional en la resistencia. Esto es particu- 
larmente evidente para columnas en las cuales el concreto, al ser vaciado desde la parte superior y 
al penetrar en la formaleta larga y en la angosta, tiene mayor tendencia a sufrir segregación que en 
las vigas vaciadas horizontalmente. Más aún, con frecuencia se ubican conductos eléctricos y otras 
instalaciones en las columnas de edificios, lo cual reduce su sección transversal efectiva, en algunos 
casos en magnitud desconocida para el diseñador, aunque se trata de una práctica deficiente y 
restringida por el Código ACI. Por último, las consecuencias de la falla de una columna, por ejem- 
plo en un piso inferior, serán más catastróficas que la falla de una viga sencilla de un sistema de 
piso en el mismo edificio. 

Además de los coeficientes básicos q5 para columnas reforzadas con flejes o en espiral men- 
cionados, el Código ACI incluye disposiciones especiales para los intervalos de excentricidades 
muy altas y muy bajas. 

En el intervalo de falla a tensión con excentricidades desde eb hasta el infinito (flexión pura), 
la tensión controla tanto más cuanto menor sea la fuerza axial. Finalmente, cuando la fuerza axial 
es cero, el elemento se convierte en una viga corriente sometida a flexión pura. El Código ACI 
establece que las vigas deben diseñarse de manera que estén subreforzadas; en este caso controla 
la tensión y qi = 0.90. Se deduce entonces que debe haber una transición desde los valores de q5 de 
0.70 ó 0.75 para columnas, cuando controla la compresión, hasta valores de qi = 0.90 para vigas sin 
carga axial, cuando controla la tensión. El Código ACI 9.3.2 establece entonces, que el valor de qi 
puede incrementarse de modo lineal hasta 0.90 a medida que @Pn disminuye desde 0.10 f i ~ ~  o @Pb, 
el que sea menor, hasta cero. El valor de 0.10 fiAg es una aproximación que evita el cálculo de q5Pb 
que, por lo general, es un poco mayor. 

En el otro extremo, para columnas con excentricidades calculadas muy pequeñas o nulas, el 
Código ACI reconoce que los desalineamientos accidentales en la construcción y otros factores no 
previsibles pueden producir excentricidades reales superiores a estos pequeños valores de diseño. 
También, la resistencia del concreto bajo cargas axiales altas y sostenidas puede ser un poco menor 
que la resistencia del cilindro a corto plazo. Por consiguiente, independientemente de la magnitud 
de la excentricidad calculada, el Código ACI 10.3.5 limita la máxima resistencia de diseño a 0.80 
@Po para columnas con flejes (con qi = 0.70) y a 0.85q5Po para columnas reforzadas con espiral (con 
qi = 0.75). Aquí Po es la resistencia nominal de una columna cargada axialmente con excentricidad 
nula [ver la ecuación (8.4)]. 
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Los efectos de las disposiciones de seguridad del Código ACI se presentan en la figura 8.14. 
La curva continua marcada con "resistencia nominal" es la misma de la figura 8.9 y representa la 
capacidad real de carga, tan precisa como es posible predecirla. La curva suave que aparece par- 

- cialmente punteada, luego continua y después punteada de nuevo, representa la resistencia de 
diseño básica obtenida mediante la reducción de las resistencias nominales P, y M, para cada 
excentricidad, por (P = 0.70 para columnas con flejes y @ = 0.75 para columnas reforzadas con 
espiral. El punto de corte horizontal en a(PPo representa la carga de diseño máxima estipulada por 
el Código ACI para pequeñas excentricidades, es decir, para cargas axiales grandes, como se ana- 
lizó anteriormente. En el otro extremo, para excentricidades grandes, es decir, pequeñas cargas 
axiales, el Código ACI permite una transición lineal de (P desde 0.70 ó 0.75, aplicable a partir del 
menor valor entre @Pb o 0.10 f:~,, hasta 0.90 en P = O. Esta transición se indica mediante la línea 
continua en el extremo inferior derecho de la curva de resistencias de diseño?. 

AYUDAS DE DISENO 
El diseño de columnas cargadas excéntricamente, de acuerdo con el método de análisis por compa- 
tibilidad de deformaciones ya descrito, requiere la selección de una columna de prueba. La colum- 
na de prueba se investiga entonces para determinar si es adecuada para resistir cualquier combinación 
de P, y M,, que pueda actuar sobre ella en caso de sobrecarga en la estructura, es decir, para 
observar si P, y M, resultantes del análisis de la estructura, caen dentro de la región limitada por la 
curva marcada como "resistencia de diseño del ACI", al dibujarlos en el diagrama de interacción 
de resistencias, como en la figura 8.14. Asimismo, un diseño económico exige que la combinación 
de P, y M, que controla esté muy cerca de la curva límite. Si no se cumplen estas condiciones, se 
debe seleccionar una nueva columna de prueba. 

Aunque es posible desarrollar un programa de computador muy simple, basado en el análisis 
de compatibilidad de deformaciones, para calcular puntos en la curva de resistencia de diseño e 
incluso dibujar esta curva para cualquier columna de prueba, en la práctica se utilizan ayudas de 
diseño como las que están disponibles en manuales y volúmenes especiales publicados por el 
American Concrete Institute (ver la referencia 8.7) y por el Concrete Reinforcing Steel Institute 
(ver la referencia 8.8). Éstos comprenden los casos prácticos más frecuentes como columnas rec- 
tangulares o cuadradas reforzadas en forma simétrica y columnas circulares reforzadas con espiral. 
También están disponibles comercialmente una serie de programas de computador (por ejemplo 
PCACOL, Portland Cement Association, Skokie, Illinois, y HBCOLUMN, Concrete Reinforcing 
Steel Institute, Schaumburg, Illinois). 

Resistencia nominal 

Resistencia de diseño del ACI 

Pb 

* M  FIGURA 8.14 
Disposiciones de seguridad del Código ACI superpuestas en el 

0.90M0 diagrama sobre la iñteracción de resistencia de una columna. 

7 Aunque la intención general de las disposiciones de seguridad del Código ACI relacionadas con columnas excéntricas es clara y fundamental- 
mente segura, el resultado final es un conjunto de diagramas de diseño para columnas con formas muy extrañas y que en apariencia no siguen 
ninguna ley física, como lo demuestran los gráficos A.5 a A.16 del apéndice A. Sería más simple y más racional utilizar disposiciones mejoradas 
de seguridad, que generen curvas de diseño más suaves y adecuadamente interrelacionadas con la curva de resistencia de las columnas. 
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Las gráficas. A.5 a A.16 del apéndice A son representativas de las gráficas de diseño de co- 
lumnas encontradas en la referencia 8.7, en este caso para un concreto con fi = 4000 lblpulg2 y un 
acero con resistencia a la fluenciafy = 60 klb/pulg2 para diferentes espesores de recubrimiento; en 
la referencia 8.7 se incluyen estas gráficas para un intervalo amplio de resistencia de materiales. 
Las gráficas A.5 a A.8 son para columnas rectangulares con refuerzo distribuido alrededor del 
perímetro de la columna; las gráficas A.9 a A.12 son para columnas rectangulares con refuerzo a lo 
largo de dos caras opuestas. En las gráficas A.13 a A.16 se ilustran las columnas circulares con 
barras distribuidas en forma circular. 

Las gráficas consisten en curvas de interacción de resistencia del tipo mostrado en la figura 8.14 
y marcadas con "resistencia de diseño del ACI", es decir, que ya tienen incorporadas las disposiciones 
de seguridad del Código. Sin embargo, en lugar de dibujar $Pn vs. $Mn se utilizan parámetros corres- 
pondientes para hacer que las gráficas sean aplicables a casos más generales, esto es, la carga se 
dibuja como $PnIAg mientras que el momento se expresa como ($PnlAg)(elh). Se dibujan varios gru- 
pos de curvas para diferentes valores de pg = AJAg; éstas se usan, en la mayor parte de los casos, en 
conjunto con un grupo de líneas radiales que representan diferentes relaciones de excentricidad elh. 

Gráficas como las mencionadas permiten el diseño directo de columnas cargadas 
excéntricamente para el intervalo corriente de resistencias y de variables geométricas. Éstas pue- 
den utilizarse en cualquiera de las dos maneras que se explican a continuación. Para una carga 
mayorada P, y una excentricidad equivalente e = M,IP, dadas: 

1. (a) Seleccionar unas dimensiones tentativas para la sección transversal b y h (referirse a la figu- 
ra 8.8). 

(b) Calcular la relación y basada en los requisitos de recubrimiento hasta el centroide de las 
barras y seleccionar la gráfica correspondiente para el diseño de columnas. 

(c) Calcular P, /Ag y M,lAgh, donde Ag = bh. 
(d) A partir de la gráfica y para los valores encontrados en (c), leer la cuantía de aceropg que se 

requiere. 
(e) Calkular el área total de acero A, = pgbh. 

2. (a) Seleccionar la cuantía de acero pg. 
(b) Escoger un valor tentativo para h y calcular elh y y. 
(c) De la gráfica correspondiente, leer P,IAg y calcular el área requeridaAg. 
(d) Calcular b = Aglh. 
(e) Revisar el valor tentativo de h si se requiere obtener una sección bien proporcionada. 
(f) Calcular el área total de acero As, = pgbh. 

La utilización de las gráficas para diseño de columnas se ilustra en los ejemplos 8.3 y 8.4. 
En las referencias 8.7 a 8.9 se encontrarán otras ayudas de diseño relacionadas con flejes 

transversales y espirales, al igual que recomendaciones para la práctica estándar. 

Ejemplo 8.3. Selección del refuerzo para una columna con determinadas dimensiones. En una estruc- 
tura de dos pisos debe disefiarse una columna exterior para una carga muerta de servicio de 142 klb, 
una carga viva máxima de 213 klb, un momento por cargas muertas de 83 klb-pie y un momento por 
cargas vivas de 124 klb-pie. La mínima carga viva compatible con el momento a causa de la carga viva 
total es 106 klb, obtenida para la condición en la cual no hay carga viva en la cubierta, pero la totalidad 
de la carga viva se aplica en el segundo piso. Las consideraciones arquitectónicas exigen que se utilice 
una columna rectangular con b = 16 pulg y h = 20 pulg. 
(a) Encuentre el refuerzo exigido para la columna con la condición de que actúe la totalidad de la 

carga viva. 
(b) Verifique si la columna es adecuada para la condición en la cual no se aplica la carga viva en la 

cubierta. 
Las resistencias de los materiales son f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 Ib/pulg2. 
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Solución 
(a) La columna se diseña inicialmente para la carga completa y luego se verifica si es apropiada cuan- 

do se retira parte de la carga viva. De acuerdo con las disposiciones de seguridad del Código ACI, 
la columna debe diseñarse para una carga mayorada P, = 1.4 x 142 + 1.7 x 213 = 561 klb y un 
momento mayorado M, = 1.4 x 83 + 1.7 x 124 = 327 klb-pie. En este caso se especifica una 
columna de 16 x 20 pulg con refuerzo distribuido alrededor de su perímetro. El recubrimiento de 
las barras se estima en 2.5 pulg desde la cara de la columna hasta el centroide del acero para cada 
barra. Los parámetros de la columna (si se supone flexión con respecto al eje más fuerte) son 

Con un recubrimiento de 2.5 pulg, el parámetro y = (20 - 5)/20 = 0.75. Para esta geometría de 
columna y para las resistencias determinadas de los materiales se puede aplicar la gráfica A.7 del 
apéndice A. A partir de esta figura, con $PnIA = P,/Ag = 1.75 y $MnIA = MU/Agh = 0.61, se 

g 
obtienepg = 0.039. Así que, el refuerzo necesario esA,, = 0.039 x 320 = 1 9" .48 pulg2. Se utilizarán 
diez barras No. 10, cuatro en cada cara larga, más una barra intermedia en cada cara corta, que 
proveen un área totalA,, = 12.66 pul@. La cuantía de acero está dentro del intervalo admisible de 
0.01 a 0.08, según el Código ACI. 

(b) Para la condición en la cual la carga viva de la cubierta está ausente, la columna sostendrá una 
carga mayorada P, = 1.4 x 142 + 1.7 x 106 = 379 klb y un momento mayorado M, = 327 klb-pie, 
como antes. Así que los parámetros de la columna para esta condición son 

y y = 0.75, como antes. A partir de la gráfica A.7 se encuentra que una cuantía de aceropg = 0.032 
es suficiente para esta condición y es menor que la exigida en la parte (a), por lo cual no se requie- 
ren modificaciones. 

Si se seleccionan tentativamente flejes No. 3, el espaciamiento máximo de éstos no debe 
exceder 48 x 0.375 = 18 pulg, 16 x 1.27 = 20.3 pulg o 16 pulg. El espaciamiento está controlado 
en este caso por la menor de las dimensiones de la columna y se utilizarán flejes No. 3 espaciados 
a 16 pulg, con la distribución expuesta en la figura 8.2b. 

Ejemplo 8.4. Selección del tamaño de la columna para determinada cuantía de refuerzo. Debe dise- 
ñarse una columna para sostener una carga mayorada P, = 518 klb y un momento mayorado M, = 
530 klb-pie. Se especifican materiales con resistencias fy = 60,000 lbIpulg2 y f: = 4000 lblpulg2. 
Estudios de costos adelantados para la localización particular del edificio, indican que una cuantía 
de acerop aproximadamente de 0.03 es óptima. Determine las dimensiones requeridas b y h para la 
columna. f a  flexión ocurrirá con respecto al eje más fuerte y se utilizará una distribución del acero 
con barras concentradas en dos filas adyacentes a las caras exteriores de la columna y paralelas al eje 
de flexión. 

Solución. En este caso resulta conveniente seleccionar una dimensión tentativa para la columna h, 
perpendicular al eje de flexión; si se escoge un valor de h = 24 pulg y se supone un recubrimiento de 
concreto de 3 pulg hasta los centros de las barras, resulta el parámetro y = 0.75. En este caso se aplica 
la gráfica A.ll del apéndice A. Para las cargas determinadas, la excentricidad es e = 530 x 121518 = 
12.3 pulg y elh = 12.3124 = 0.51. De la gráfica A.ll, con elh = 0.51 y pg = 0.03, se obtiene $Pn/Ag = 
PUJA. = 1.35. En consecuencia, para la dimensión tentativa de h = 24 pulg, el ancho necesario para la 

g 
columna es 

p. - b = - -  = 15.98 pulg 
1.35h 1.35 X 24 
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Se utilizará una columna de 16 x 24 pulg, para la cual el área de acero requerida es A, = 0.03 x 16 x 
24 = 11.52 pulg*. Se utilizarán ocho barras No. 11 que proporcionan unA,, = 12.50 pulg2, distribuidas 
en dos filas de cuatro barras cada una, en forma similar al esquema de la gráfica A. l l .  

Los métodos analizados en las secciones anteriores permiten diseñar columnas rectangulares o 
cuadradas cuando la flexión está presente únicamente con respecto a uno de los ejes principales. 
Existen situaciones, de ninguna manera excepcionales, en las cuales la compresión axial está acom- 
pañada por flexión simultánea con respecto a los dos ejes principales de la sección. Éste es el caso, 
por ejemplo, de las columnas esquineras de edificios donde las vigas principales y las secundarias 
llegan hasta estas columnas en las direcciones de los dos muros y transfieren sus momentos extre- 
mos a la columna en dos planos perpendiculares. Situaciones similares de carga pueden ocurrir en 
columnas interiores, en particular si la planta de columnas es irregular. 

La situación con respecto a la resistencia de columnas cargadas biaxialmente se ilustra en la 
figura 8.15. SeanXy Y las direcciones de los ejes principales de la sección transversal. En la figura 
8.15a, la sección se somete a flexión sólo con respecto al eje Y, con una excentricidad de la carga e,, 
medida en la dirección X. La curva correspondiente de interacción de resistencias aparece como 
Caso (a) en el esquema tridimensional de la figura 8.15d y se delinea en el plano definido por los 
ejes Pn y Mny. Esta curva puede determinarse con los métodos corrientes para flexión uniaxial. De 
modo similar, la figura 8.15d muestra la flexión con respecto al ejexúnicamente, con una excentri- 
cidad ey medida en la dirección Y. La curva de interacción correspondiente es el Caso (b) en el 
plano de Pn y M, en la figura 8.15d. Para el Caso (e) ,  que combina los ejes de flexión X y Y, la 
orientación de la excentricidad resultante se define mediante el ángulo A: 

ex M ~ Y  h = arctan - = arctan - 
e~ Mnx 

Caso (b) 

I 
Plano con P I P. 
constante 2 

/' 
Plano con A constante 

(4 I 

FIGURA 8.15 
Diagrama de interacción para compresión y flexión biaxial: (a) flexión uniaxial con respecto al eje 
ES, (b) flexión uniaxial con respecto al eje 2, (c )  flexión biaxial con respecto a un eje diagonal; 
(d) superficie de interacción. 
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Para este caso, la flexión es con respecto a un eje definido mediante el ángulo 8 con respecto al ejeX. 
El ángulo A de la figura 8.15~ define un plano en la figura 8.15d, que pasa a través del eje vertical Pn 
conformando un ángulo A con el eje de M,, como se indica. En este plano, la resistencia de la colum- 
na se define mediante la curva de interacción marcada como Caso (c). Para otros valores de A se 
obtienen curvas similares para definir la superjkie de falla para una situación de carga axial más 
flexión biaxial, como la de la figura 8.15d. La superficie es exactamente análoga a la línea de falla para 
carga axial más flexión uniaxial. Cualquier combinación de P,, M, y Mq que caiga dentro de la 
superficie puede aplicarse sobre la columna en forma segura, pero cualquier punto que esté por fuera 
de la superficie representaría la falla. Observe que la superficie de falla puede describirse bien sea 
mediante un conjunto de curvas definidas por planos radiales que pasan a través del eje de Pn, como 
lo señala el Caso (c), o por un conjunto de curvas definidas por intersecciones de planos horizontales, 
cada uno para una carga constante P, definiendo así los contornos de carga. 

La construcción de una superficie de interacción para determinada columna parecería ser una 
extensión obvia del análisis de flexión uniaxial. En la figura 8.15c, podrían seleccionarse opciones 
sucesivas de la distancia c al eje neutro para un valor seleccionado de 0. Para cada una de éstas, 
utilizando la compatibilidad de deformaciones y las relaciones esfuerzo-deformación para establecer 
las fuerzas en las barras y la resultante de compresión en el concreto, ut!lizando luego las ecuaciones 
de equilibrio para encontrar P,, M, y Mny, se podría determinar un solo punto en la superficie de 
interacción. Cálculos repetitivos, fácilmente realizados mediante computador, pueden establecer en- 
tonces una cantidad suficiente de puntos que definen la superficie. La zona de compresión, de forma 
triangular o trapezoidal como en la figura 8.15c, es una complicación y, por lo general, la deformación 
en cada barra de refuerzo será diferente, pero estas características pueden incorporarse en el análisis. 

Sin embargo, la principal dificultad es que el eje neutro no va a ser, en general, perpendicular 
a la excentricidad resultante dibujada desde el centro de la columna hasta el punto de aplicación de 
la carga P,. Para cada selección sucesiva del eje neutro, existen valores únicos de P,, M, y Mny y, 
sólo para casos especiales, la relación Mny /M, será tal que la excentricidad resulte perpendicular 
al eje neutro seleccionado para los cálculos. El resultado es que, para selecciones sucesivas de c 
para determinado 0, el valor de A en las figuras 8.15~ y 8.15d variará. Los puntos en la superficie de 
falla establecidos de esta manera se desviarán de dicha superficie para valores crecientes de P, y no 
representarán un plano de intersección, como en el Caso (c) de la figura 8.15d. 

En la práctica, la carga mayorada P, y los momentos mayorados M, y Muy, que deben ser 
resistidos, se determinan mediante el análisis del pórtico de la estructura. Por consiguiente se 
establece el valor real de A = arctan (Muy/M,) y se necesita únicamente la curva del Caso (c), 
figura 8.15d, para verificar si la columna de prueba es adecuada. En la sección 8.14 se describe un 
método de computador iterativo para establecer la línea de interacción para el valor particular 
de A aplicable. 

Como alternativa, se utilizan métodos aproximados más simples. Éstos se describen en las 
secciones 8.12 y 8.13. 

MÉTODO DEL CONTORNO DE CARGA 

El método del contorno de carga se basa en la representación de la superficie de falla de la figura 
8.15d, mediante una familia de curvas correspondientes a valores constantes de P, (ver la referen- 
cia 8.8). La forma general de estas curvas puede aproximarse mediante una ecuación de interacción 
adimensional: 
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donde 
M, = Pney 
Mmo = M, cuando Mny = O 

Mny = pnex 
M n y ~  = Mny cuando M, = O 

además a, y a, son exponentes que dependen de las dimensiones de la columna, de la cantidad y 
distribución del acero de refuerzo, de las características esfuerzo-deformación unitaria del acero y 
del concreto, de la cantidad de recubrimiento de concreto y del tamaño de los flejes transversales o 
espirales. Cuando a, = a, = a ,  las formas para estos contornos de interacción son como las mostra- 
das en la figura 8.16 para valores específicos de a. 

La introducción de los coeficientes $ del Código ACI para reducir a resistencias de diseño las 
resistencias a carga axial y a flexión, no presenta dificultad alguna. Se aplican los coeficientes qi apro- 
piados a Pn, M, y My, y se define una nueva superficie de falla, similar a la original pero dentro de 
ésta. Con la introducción de los coeficientes $ y con a, = a, = a ,  la ecuación (8.18) se transforma en 

Obviamente los coeficientes $ se cancelan en la ecuación (8.19), de manera que la figura 8.16 
también puede utilizarse en la descripción de los contornos de carga para la superficie de resisten- 
cias de diseño cambiando los títulos de las coordenadas de acuerdo con dicha ecuación. 

Los cálculos publicados por Bresler en la referencia 8.8 indican que los valores de a están en 
el intervalo de 1.15 a 1.55 para columnas cuadradas y rectangulares. Los valores cercanos al valor 
inferior de este intervalo son los más conservadores. En la referencia 8.7 se encuentran métodos y 
ayudas de diseño tendientes a una estimación más definida del valor de a. 

En la práctica se conocen los valores de Pu, M, y Muy a partir del análisis de la estructura. 
Para una sección de columna tentativa, los valores de $M,oy$Mnyo correspondientes a la carga Pu 
pueden encontrarse fácilmente mediante los métodos usuales para flexión uniaxial. Luego, 
remplazando a $M, con M, y a $Mny con M en la ecuación (8.19) o, como alternativa, dibujan- 

?Y do M, y Muy en la figura 8.16, se puede confirmar que una combinación particular de momentos 

Mnx' 4 x 0  

FIGURA 8.16 
Contornos de interacción para valores constantes de P, y diferentes valores de a 
(adaptada de la referencia 8.10). 
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mayorados cae dentro del contorno de carga (diseño seguro) o por fuera del contorno (falla) y es 
posible entonces modificar el diseño si es necesario. 

En la referencia 8.11 se presenta un método aproximado relacionado con el método del con- 
torno de carga, en el cual el contorno curvo de carga se remplaza por una aproximación bilineal. 
Esto conduce a un método de diseño deprueba en que los momentos de flexión biaxial se represen- 
tan por un momento equivalente de flexión uniaxial. Gráficos de diseño basados en este método 
aproximado se encuentran en el ACI Column Design Handbook (ver la referencia 8.7). Los diseños 
tentativos que se obtienen de esta manera deben verificarse mediante el método del contorno de 
carga descrito anteriormente o con el método de la carga inversa que se presenta a continuación. 

MÉTODO DE LA CARGA INVERSA 

Un método de diseño simple y aproximado, desarrollado por Bresler (ver la referencia 8.9, se 
verificó satisfactoriamente mediante comparación con resultados de gran cantidad de ensayos y 
cálculos precisos (ver la referencia 8.12). Es preciso observar que la superficie de interacción de la 
columna de la figura 8.15d puede dibujarse alternativamente como una función de la carga axial Pn 
y de las excentricidades.e, = MnyIPn y ey = M,IP,, como aparece en la figura 8.17~. La superficie 
S, de la figura 8.17a puede transformarse en una superficie de falla equivalente S,, como se ilustra 
en la figura 8.17b, donde ex y ey se dibujan contra l/Pn en vez de P,. Así que, ex = ey = O correspon- 
de al inverso de la capacidad de la columna si ésta se cargara concéntricamente, Po; esta situación 
se representa con el punto C. Para ey = O y para cualquier valor determinado de e,, existe una carga 
PnyO (correspondiente al momento MnyO) que producirá la falla. El inverso de este valor de carga es 
el punto A. En forma similar, para e, = O y para cualquier valor de ey, existe algún valor de la carga 
Pnxo (correspondiente al momento M&) que producirá la falla; el inverso de éste es el punto B. 
Los valores de P& y Pnyo se determinan para excentricidades conocidas de la carga aplicada a 
determinada columna, utilizando los métodos establecidos anteriormente para flexión uniaxial o 
con las gráficas de diseño para flexión uniaxial. 

Un plano oblicuo S', se define mediante los tres puntos: A, B y C; este plano se utiliza como 
una aproximación a la superficie real de falla S,. Observe que para cualquier punto en la superficie 
S, (es decir, para cualquier combinación de ex y ey) existe un plano correspondiente S',. Así que la 

Aproximación 

S~perficie plana S; superficie 
de falla de falla real S2 

FIGURA 8.17 
Superficies de interacción para el método de la carga inversa. 
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aproximación de la superficie real de falla S, incluye una cantidad infinita de planos S', determina- 
dos mediante pares de valores particulares de e, y ey, es decir, con los puntos particulares A, B y C. 

La ordenada vertical l/Pn,,cta, hasta la superficie de falla real, puede estimarse siempre en 
forma conservadora mediante la distancia l/Pn, aprox, hasta el plano oblicuo ABC (extendido), gra- 
cias a la forma de cascarón de huevo cóncavo hacia arriba de la superficie real de falla. En otras 
palabras, l/Pn, aprox. siempre es mayor que l/Pn, exacta, lo cual significa que Pn, aprox siempre será 
menor que Pn, exacta. 

La ecuación de la carga inversa de Bresler se deduce a partir de la geometría del plano aproxi- 
mado. Puede demostrarse que 

donde Pn = valor aproximado de la carga última en flexión biaxial con excentricidades e, y ey 

PnyO = carga última cuando sólo está presente la excentricidad e, (ey = 0) 

Pnxo = carga última cuando sólo está presente la excentricidad ey (e, = 0) 

Po = carga última para la columna cargada concéntricamente 

La ecuación (8.20) es suficientemente precisa para propósitos de diseño, siempre y cuando 
Pn r O.lOPo. No es confiable cuando predomina flexión biaxial acompañada por una fuerza axial 
menor que Po/lO. Para este caso, en que la flexión predomina fuertemente, la falla se inicia por 
fluencia en el acero de tensión y esta situación corresponde a la décima parte inferior del diagra- 
ma de interacción de la figura 8.15d. En este intervalo resulta conservador y bastante preciso 
ignorar por completo la fuerza axial y calcular la sección únicamente para flexión biaxial. 

La introducción de los coeficientes de reducción de resistencia del ACI no cambia el desa- 
rrollo anterior de manera fundamental, siempre y cuando el coeficiente $ sea constante para 
todos los términos; para propósitos de diseño, la ecuación de Bresler puede reestructurarse así 

Para el intervalo en el cual el método de Bresler es aplicable, por encima de O.lOPo, el valor 
de $ es constante excepto que, para excentricidades muy pequeñas, el Código ACI impone un 
límite superior en la resistencia máxima de diseño que tiene el efecto de aplanar la parte superior 

. de la curva de interacción de resistencia de la columna (ver la sección 8.9 y las gráficas A.5 a A.16 
del apéndice A). Cuando se utilice el método de Bresler para flexión biaxial, es necesario tomar la 
curva de resistencia uniaxial sin el corte horizontal (señalado mediante líneas punteadas en las 
gráficas del apéndice A) para obtener los valores que se van a utilizar en la ecuación (8.21). El valor 
de $Pn obtenido de esta manera debe entonces someterse a la restricción, al igual que para flexión 
uniaxial, que no exceda 0.80$Po para columnas con flejes o 0.85$Po para columnas reforzadas con 
espiral. 

Para una situación común de diseño en que se dan las dimensiones y el refuerzo para la 
columna tentativa y las excentricidades e y e, de la carga, las cargas últimas $Pmo y $PnyO para 

Y 
flexión uniaxial con respecto a los ejes X y Y, respectivamente, y la carga última $Po para cargas 
concéntricas, pueden encontrarse mediante cálculos o a partir de gráficos de diseño. Entonces, es 
posible calcular l/$Pn a partir de la ecuación (8.21), y de allí se puede obtener $Pn. El requisito de 
diseño consiste en que la carga mayorada P,, modificada mediante el corte horizontal mencionado 
anteriormente, no debe exceder $Pn, si es aplicable. 
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I 

8 barras No. 9 
FIGURA 8.18 
Sección transversal de la columna del 
ejemplo 8.5 

Ejemplo 8.5. Diseño de una columna a flexión biaxial. La columna de 12 x 20 pulg que aparece en la 
figura 8.18 está reforzada con ocho barras No. 9 distribuidas alrededor del perímetro de la columna 
que suministran un área total deA, = 8.00 pulg2. Se va a aplicar una carga mayorada P, de 275 klb con 
excentricidades ey = 3 pulg y e, = 6 pulg como se ilustra. Las resistencias de los materiales son fj = 4 
klb/pulg2 yfy = 60 klb/pulg2. Verifique si el diseño tentativo es adecuado: (a) con el método de carga 
inversa, y (b) con el método del contorno de carga. 

Solución 
(a) Mediante el método de la carga inversa se considera inicialmente la flexión con respecto al eje Y, 

y = 15/20 = 0.75 y elh = 6/20 = 0.30. Con una cuantía de refuerzo de A,,/bh = 8.001240 = 0.033, 
el gráfico A.7 del apéndice A indica 

- "O = 3.65 $Po = 3.65 x 240 = 876 klb 
A, 

Luego, para la flexión con respecto al eje X, y = 7/12 = 0.58 (tómese 0.60) y elh = 3/12 = 0.25. El 
gráfico A.6 del apéndice A indica que 

Si se sustituyen estos valores en la ecuación (8.21), se obtiene 

a partir de la cual @Pn = 281 klb. Así que, según el método de Bresler, la carga de diseño de P, = 
275 klb puede aplicarse en forma segura sobre la columna. 

(b) Según el método del contorno de carga para flexión con respecto al eje Y con P, = @Pn = 275 klb 
y @P,/$ = 2751240 = 1.15, el gráfico A.7 del apéndice A indica que 

En consecuencia, @MnyO = 0.62 x 240 X 20 = 2,980 klb-pulg. Entonces, para flexión con respecto 
al eje X, con @Pn/Ag = 1.15, como antes, a partir del gráfico A.6, 
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De manera que $Mnro = 0.53 x 240 x 12 = 1530 klb-pulg. Los momentos para cargas 
mayoradas con respecto a los ejes Y y X son, respectivamente, 

Muy = 275 x 6 = 1650 klb-pulg 
M,  = 275 x 3 = 830 klb-pulg 

Para verificar si el diseño tentativo es adecuado se utiliza la ecuación (8.19) con un exponente a 
tomado en forma conservadora igual a 1.15. Entonces, con $M, = M, y $Mny = Muy, esta ecua- 
ción indica 

Este valor está muy cerca de 1.0 y, por consiguiente, puede considerarse que el diseño también es 
seguro utilizando el método del contorno de carga. 

En la práctica actual, el valor utilizado de a en la ecuación (8.19) debe revisarse para la 
columna específica, puesto que los resultados de esta ecuación son muy sensibles a los cambios en 
el valor de a. En la referencia 8.11 se demuestra que a = log 0.5 /3, donde los valores de /3 pueden 
tabularse para diferentes geometrías de columnas, resistencias de materiales e intervalos de carga 
específicos (ver la referencia 8.7). En este ejemplo, puede confirmarse a partir de la referencia 8.7 
que /3 = 0.56 y, por tanto, a = 1.19, valor muy próximo al seleccionado. 

En el ejemplo 8 . 5 ~  se puede observar que una excentricidad en la dirección Y, igual al 50 por 
ciento de aquélla en la dirección X, generó una reducción del 33 por ciento de la capacidad, es 
decir, de 420 a 281 klb. Para casos en los cuales la relación de excentricidades es menor, es justifi- 
cable ignorar los momentos flectores en dirección de la excentricidad menor para la práctica co- 
rriente en estructuras aporticadas. En general, la flexión biaxial debe tenerse en cuenta cuando la 
relación de excentricidades estimadas se aproxima o excede de 0.2. 

Aunque los métodos del contorno de carga y el de carga inversa se utilizan ampliamente en la 
práctica, cada uno de ellos tiene importantes limitaciones. Con el de contorno de carga, la selec- 
ción del valor apropiado para el exponente a se hace difícil por varios factores relacionados con la 
forma de la columna y con la distribución de las barras. En muchos casos la premisa usual de a,  = 
a, es una aproximación bastante pobre. Hay ayudas de diseño disponibles, pero éstas introducen 
mayores aproximaciones, como la utilización de una representación bilineal para el contorno de la 
carga. El método de carga inversa es muy sencillo de utilizar, pero la representación de la superfi- 
cie de falla curva mediante una aproximación plana no es confiable en el intervalo de excentricida- 
des grandes, donde la falla se inicia por fluencia del acero. 

Con la amplia disponibilidad de computadores personales es preferible utilizar métodos más 
simples para obtener soluciones rápidas y más exactas para el problema de las columnas cargadas 
biaxialmente. Una posibilidad es utilizar el método desarrollado por Ehsani (ver la referencia 8.13). 
En este método se establece una línea de interacción para la resistencia de la columna de prueba, 
en forma exactamente análoga a la curva para carga axial más flexión uniaxial, que se describió en 
las secciones 8.3 a 8.7. Sin embargo, la curva se genera para el valor particular del ángulo de excen- 
tricidad que es aplicable, determinado por la relación de MUy/MUX a partir del análisis estructural 
del pórtico [ver la curva (c )  de la figura 8.15dl. Esto se lleva a cabo seleccionando valores sucesivos 
para la distancia hasta el eje neutro, medida en este caso a lo largo de una de las caras de la 
columna a partir de la esquina sometida a mayor compresión, desde un valor muy pequeño (excen- 
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tricidad grande) hasta uno muy grande (excentricidad pequeña), para luego calcular la fuerza axial 
Pn y los momentos M, y Mny. Para cada distancia seleccionada del eje neutro se realiza una itera- 
ción con valores sucesivos del ángulo de orientación 0, figura 8.15c, hasta que A = arctan MnyIM, 
coincida con el valor de A = arctan Muy /M, resultante del análisis estructural del pórtico. De esta 
manera, se establece un punto en la curva (c) de la figura 8.15d. Luego se repite esta secuencia de 
cálculos: se hace otra selección de la distancia al eje neutro, se escoge un nuevo valor de 0, se 
calculan los valores de la fuerza axial y de los momentos, se determina A y se itera con los valores 
de 0 hasta obtener el valor correcto de A. En consecuencia, se establece un nuevo punto y se conti- 
núa así hasta obtener la curva de interacción de resistencia completa para ese valor particular de 1. 
Las disposiciones de seguridad del Código ACI pueden entonces imponerse de la manera usual y 
así es posible verificar si el diseño propuesto es idóneo para las cargas y momentos conocidos, 
utilizando como base la curva de resistencia de diseño en la columna de prueba. 

Obviamente, este método no es práctico para cálculos manuales, pero los pasos iterativos 
pueden llevarse a cabo en forma fácil y rápida con computadores personales que también permiten 
una presentación gráfica de los resultados. En la referencia 8.13 se encuentran detalles completos 
de lo anterior. 

Diversos programas de computador para flexión biaxial están disponibles comercialmente, 
tales como BIAXCOL3 (American Concrete Institute, Farmington Hills, Michigan), PCA-COL 
(Portland Cement Association, Skokie, Illinois) y HBCOLUMN (Concrete Reinforcing Steel 
Institute, Schaumburg, Illinois). 

EMPALME DE BARRAS EN COLUMNAS 
El refuerzo vertical principal en las columnas se empalma, por lo general, justo encima de cada 
nivel de piso o algunas veces en pisos alternos. Esto permite la reducción progresiva del área de 
acero en la columna para los niveles superiores en un edificio, donde las cargas son cada vez meno- 
res, lo cual evita además el manejo y el soporte de barras de columnas demasiado largas. El acero 
de las columnas puede empalmarse por traslapo, con soldadura a tope, mediante varios tipos de 
conexiones mecánicas patentadas o por contacto directo en los extremos, utilizando dispositivos 
especiales para garantizar un alineamiento apropiado de las barras. 

Debe prestarse especial atención al problema de la congestión de las barras en los empalmes. 
Los traslapos de las barras, por ejemplo, duplican efectivamente el área de acero en la sección trans- 
versal de la columna en el nivel donde se realiza el empalme, lo cual puede acarrear dificultades al 
vaciar el concreto o impedir el cumplimiento de los requisitos del Código ACI relativos a mínimo 
espaciamiento lateral entre barras (1.5 db o 1.5 pulg). Para evitar estas dificultades, los porcentajes de 

3" máximo hasta la parte infe- 
rior de las barras de la viga 

FIGURA 8.19 
Detalle del empalme para una columna interior común. 
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acero en columnas se limitan algunas veces en la práctica a no más del cuatro por ciento aproximada- 
mente o, como alternativa, las barras se extienden dos pisos y se utilizan empalmes escalonados. 

El método más común para empalmar el acero de las columnas es el empalme simple por 
traslapo de barras, en el cual éstas están en contacto a lo largo de la longitud de traslapo. Doblar un 
poco las barras inferiores, como en la figura 8.19, se ha convertido en una práctica estándar que 
permite una ubicación ideal de las barras superiores. Con el fin de evitar el pandeo hacia afuera de 
las barras en el punto inferior del doblez, con el consecuente descascaramiento del recubrimiento 
de concreto, es necesario proveer refuerzo transversal especial en forma de flejes adicionales. De 
acuerdo con el Código ACI 7.8.1, la pendiente de la parte inclinada de una barra desalineada no 
debe exceder uno a seis, y es necesario proporcionar acero transversal para resistir una y media 
veces el componente horizontal de la fuerza calculada en la parte inclinada de la barra desalineada; 
este refuerzo especial debe colocarse a no más de 6 pulg del punto de doblamiento, como se señala 
en la figura 8.19. Para el resto de la columna, por encima y por debajo del piso, se aplican los 
requisitos usuales de espaciamiento descritos en la sección 8.2, excepto que la ubicación de los 
flejes debe iniciarse a no más de la mitad del espaciamiento normal por encima del nivel del piso. 
Cuando lleguen vigas desde las cuatro direcciones hasta una unión, como en la figura 8.19, los 
flejes pueden interrumpirse a no más de 3 pulg por debajo del refuerzo más bajo de la viga de 
menor altura, según el Código ACI 7.10.5. Si no hay vigas en los cuatro lados, como en el caso de 
columnas exteriores, los flejes deben colocarse con el espaciamiento usual, en sentido vertical a 
través de la altura del nudo hasta un nivel por debajo del refuerzo ubicado en la parte inferior de la 
losa que no supere la mitad del espaciamiento común. 

En el Código ACI 7.10.4 se presentan requisitos análogos para columnas reforzadas con espi- 
ral, y éstos se ilustran en la referencia 8.9. 

Esencialmente, los empalmes en columnas son a compresión aunque algunas combinaciones 
de carga que producen excentricidades entre moderadas y grandes, exigen que el empalme también 
transmita tensión. El Código ACI 12.17 permite los empalmes por traslapo, con soldadura a tope, 
mediante conectores mecánicos o por contacto entre extremos si los esfuerzos calculados para las 
cargas mayoradas varían de 6 para compresión a 0.54 para tensión, y exige que la resistencia a la 
tensión total que se proporciona en cada cara de la columna por los empalmes solos o por éstos en 
combinación con barras no empalmadas continuas actuando a 4 ,  sea por lo menos igual al doble de 
la tensión calculada en esa cara. Si el esfuerzo a tensión para cargas mayoradas excede 0.54, el 
empalme por traslapo debe desarrollar la resistencia completa4 a tensión, o de lo contrario deben 
utilizarse empalmes totalmente soldados o conectores mecánicos. En cualquier caso, el Código exige 
que en las secciones donde se localicen los empalmes se provea una resistencia mínima a la tensión, 
en cada cara de la columna, igual a un cuarto de la capacidad del refuerzo vertical actuando a 4. 

Los requisitos para empalmes por traslapo, tanto a compresión como a tensión, se analizaron 
en la sección 5.11 y el diseño de un empalme a compresión para una columna común se ilustró en 
el ejemplo 5.4. 
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PROBLEMAS 
8.1. Una columna cuadrada de 16 pulg está reforzada con cuatro barras No. 14, una en cada esquina, con 

distancias de recubrimiento de 3 pulg hasta el centro del acero en cada dirección. Las resistencias de 
los materiales son f,' = 5000 lb/pulg2 y fy = 60,000 lb/pulg2. Construya el diagrama de interacción que 
relaciona la resistencia axial Pn con la resistencia a la flexión M,, .La flexión será con respecto a un eje 
paralelo a una de las caras. Calcule las coordenadas para Pb, Po y por lo menos otros tres puntos repre- 
sentativos de la curva. 

8.2. Dibuje la curva de resistencia de diseño que relaciona (PP, con #Mn para la columna del problema 8.1. 
Diseñe y detalle el acero de los flejes que exige el Código ACI. ¿Es esta columna una buena selección 
para resistir una carga de Pu = 540 klb aplicada con una excentricidad de e = 4.44 pulg? 

8.3. La columna corta que aparece en la figura P8.3 estará sometida a una carga excéntrica que causa una flexión 
uniaxial con respecto al eje Y. Las resistencias de los materiales son4 = 60 klb/pulg2 y f,' = 6 klb/pulg2. 

-+t- 1 -+Y+- FIGURA P8.3 

(a)  Construya la curva de interacción de resistencia para esta columna calculando por lo menos cinco 
puntos. Incluya los correspondientes a flexión pura, carga axial pura y falla balanceada. 

(b) Presente en el mismo dibujo la curva de resistencia de diseño obtenida mediante la introducción 
de los coeficientes f del Código ACI. 

(c) Diseñe el refuerzo transversal para la columna indicando las dimensiones clave para los flejes. 
8.4. La columna de la figura P8.4 está sometida a carga axial y a un momento flector que causa flexión con 

respecto a un eje paralelo al de las filas de las barras. ¿Cuál será el momento que produce la falla de la 
columna si una carga axial de 500 klb está aplicada simultáneamente? Las resistencias de los materiales 

, son f: = 4000 lb/pulg2 y fy = 60 klb/pulg2. 

FIGURA P8.4 
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8.5. ¿Cuál es la resistencia M, de la columna del problema 8.4 cuando ésta está cargada en flexión pura 
(fuerza axial = 0) con respecto a uno de los ejes principales? 

8.6. Construya el diagrama de interacción que relaciona P, con M, para la columna de edificio que aparece 
en la figura P8.6. La flexión será con respecto al eje a-a. Calcule las coordenadas específicas para carga 
concéntrica (e = O), para Pb, y al menos para tres puntos adicionales bien seleccionados sobre la curva. 
Las resistencias de los materiales son f,' = 8000 l b / ~ u l ~ 2  y fy = 60,000 lb/pulg2. Señale también la curva 
de resistencia de diseño que relaciona $P, con $M,. 

3Q" I 

A,=lONo. 14 FIGURA P8.6 

8.7. Una columna rectangular corta de concreto reforzado, como la de la figura P8.7, va a ser parte de un 
pórtico rígido de luces largas y estará sometida a momentos flectores altos combinados con cargas 
axiales relativamente bajas, causando flexión con respecto al eje más fuerte. Como consecuencia de la 
gran excentricidad, el acero se coloca asimétricamente como se muestra, con tres barras No. 14 cerca 
de la cara de tensión y dos barras No. 11 cerca de la cara de compresión. Las resistencias de los mate- 
riales son f,' = 6 klbJpulg2 y fy  = 60 klb/pulg2. Construya el diagrama de interacción de resistencia 
completo dibujando P, versus M,, y relacionando las excentricidades con el centroide plástico de la 
columna (no con el centroide geométrico). En el mismo diagrama, muestre la curva que relaciona $P, 
con $M,. 

e hasta el centroide 

3 No. 14 

FIGURA PS.7 FIGURA P8.8 

8.8. Construya el diagrama de interacción de resistencia y las curvas de resistencias de diseño para la co- 
lumna cuadrada de la figura P8.8, si se sabe que la columna estará sometida a flexión biaxial con excen- 
tricidades iguales con respecto a los dos ejes principales. Tome fx = 60 klb/pulg2 y f,' = 4 klb/pulg2. 

8.9. La columna cuadrada de la figura P8.9 es una columna de esquina sometida a carga axial y a flexión 
biaxial. Las resistencias de los materiales son fy = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 6000 lb/pulg2. 
(a) Determine la combinación única de P,, M, y Mny que producirá falla incipiente con el eje neutro 

localizado como se muestra en la figura. La zona de compresión aparece sombreada. Observe 
que se muestra la localización del eje neutro real y no el límite del bloque rectangular de esfuer- 
zos equivalente; sin embargo, el bloque rectangular de esfuerzos puede utilizarse como base de 
los cálculos. 

(b) Determine el ángulo entre el eje neutro y el eje de excentricidad, éste último definido como la 
línea entre el centro de la columna y el punto de aplicación de la carga. 
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Eje 
neutro 

FIGURA P8.9 

8.10. Para la carga axial Pn encontrada en el problema 8.9 y para la misma columna con la misma relación de 
excentricidades eylex determine los valores de M, y Mny que producirían una falla incipiente, con el 
método del contorno de carga. Compare los resultados con los del problema 8.9. Tome a = 1.30. 

8.11. Para las excentricidades e.+ y ey encontradas en el problema 8.9, halle el valor de la carga axial Pn que 
produciría una falla incipiente, utilizando el método de la carga inversa (Bresler). Compare con los 
resultados de los problemas 8.9 y 8.10. 
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El material expuesto en el capítulo 8 hace referencia a columnas cortas cargadas concéntrica o 
excéntricamente, en las cuales la resistencia es controlada en su totalidad por la resistencia de los 
materiales y la geometría de la sección transversal. En la práctica actual, la mayor parte de las 
columnas están dentro de esta categoría. Sin embargo, con el incremento en la utilización de mate- 
riales de alta resistencia y con el desarrollo de los métodos para el cálculo de las dimensiones de los 
elementos, ahora es posible diseñar secciones transversales mucho más pequeñas que antes, para 
determinado valor de carga axial con o sin flexión simultánea. De esta manera, se obtienen elemen- 
tos más esbeltos. Por esta razón, junto con la utilización de conceptos estructurales más innovadores, 
los procedimientos de diseño racionales y confiables para columnas esbeltas se han vuelto cada vez 
más importantes. 

Se dice que una columna es esbelta si las dimensiones de su sección transversal son pequeñas 
en comparación con su longitud. El grado de esbeltez se expresa, generalmente, en términos de la 
relación de esbeltez llr, donde 1 es la longitud y r es el radio de giro de su sección transversal, igual 
a m. Para elementos cuadrados o circulares, el valor de r es el mismo con respecto a cualquiera 
de los ejes; para otras formas, r es mínimo con respecto al eje principal menor y este valor es por 10 
general el que debe utilizarse en la determinación de la relación de esbeltez de una columna libre. 

Se sabe que un elemento con gran esbeltez colapsará ante una carga de compresión menor 
que la correspondiente para un elemento más corto con las mismas dimensiones de la sección t r e -  
versal. Cuando un elemento relativamente poco esbelto (o robusto), por ejemplo, con l/r = j@ 

(como una columna cuadrada con longitud igual a aproximadamente tres veces la dimensiónh * 
su sección transversal), está cargado en compresión axial, la falla se presenta para la carga dete& 
nada por la ecuación (8.3) puesto que para ésta, tanto el concreto como el acero están sometieii: 
esfuerzos equivalentes a los de su máxima capacidad de carga y fallan, respectivamente, por aplas- 
tamiento y por fluencia. Si un elemento con la misma sección transversal tiene una relación de 
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esbeltez llr = 100 (por ejemplo, una columna cuadrada articulada en los dos extremos y con una 
longitud igual a aproximadamente 30 veces la dimensión de la sección), puede fallar bajo una carga 
axial igual a la mitad o menos de la carga que determine la ecuación (8.3). En este caso, el colapso 
se produce por pandeo, es decir, por un súbito desplazamiento lateral del elemento entre sus extre- 
mos, con el consecuente sobreesfuerzo del acero y del concreto causado por los de flexión que se 
superponen a los esfuerzos de compresión axial. 

En la práctica, la mayoría de las columnas están sometidas a momentos flectores al igual que 
a cargas axiales, como se explicó en el capítulo 8. Estos momentos producen deflexión lateral entre 
los extremos del elemento y también pueden generar desplazamiento lateral relativo entre las unio- 
nes. Asociados a estos desplazamientos se producen momentos de segundo orden que se suman a los 
momentos primarios y que pueden ser bastante grandes para el caso de columnas esbeltas, gene- 
rando en ciertos casos la falla de la columna. Una columna esbelta, según una definición práctica, 
es aquélla para la cual existe una reducción significativa de la capacidad a carga axial a causa de 
estos momentos de segundo orden. Por ejemplo, en el desarrollo de las disposiciones para colum- 
nas del Código ACI se considera significativa cualquier reducción mayor que lo cercano al cinco 
por ciento, requiriéndose en estos casos considerar los efectos de esbeltez. 

El Código ACI y su comentario contienen disposiciones detalladas que regulan el diseño de 
columnas esbeltas. El Código ACI 10.11,10.12 y 10.13 presenta un método aproximado para tener 
en cuenta la esbeltez mediante la utilización de factores de amplificación de momento. Estas dispo- 
siciones son bastante similares a las utilizadas para columnas de acero diseñadas según la especifi- 
cación del Arnerican Institute of Steel Construction (AISC). Como opción, el Código ACI 10.10 
considera una aproximación más fundamental en la cual el efecto de los desplazamientos laterales 
se tiene en cuenta de modo directo en el análisis del pórtico. Como consecuencia de la creciente 
complejidad del método de amplificación de momentos, con los refinamientos a que ha sido some- 
tido en años recientes, la gran cantidad de requisitos detallados y ante la disponibilidad general de 
computadores en las oficinas de diseño, existe un interés creciente en los "análisis de segundo 
orden" como lo sugiere el Código ACI 10.10, en los cuales el efecto de los desplazamientos latera- 
les se calcula directamente. 

Como se anotó, en la práctica la mayor parte de las columnas siguen siendo cortas. El Código 
ACI incluye expresiones simples para determinar si los efectos de esbeltez deben tenerse en cuenta 
en el diseño. Éstas se presentarán en la sección 9.4 luego de desarrollar la información básica de las 
secciones 9.2 y 9.3, relacionada con el pandeo de las columnas y con los efectos de esbeltez. 

La información básica relacionada con el comportamiento de columnas rectas y esbeltas, cargadas 
concéntricamente, fue desarrollada por Euler hace más de 200 años. En forma generalizada, ésta 
establece que este tipo de elemento fallará por pandeo para una carga crítica igual a: 

Puede observarse que la carga de pandeo disminuye con prontitud con el aumento en la relación de 
esbeltez kllr (ver la referencia 9.1). 

Para el caso más simple de una columna articulada en los dos extremos y construida de material 
elástico, E, simplemente es el módulo de Young y kl es igual a la longitud real 1 de la columna. Para la 
carga dada por la ecuación (9.1), el elemento originalmente recto se pandeacon una forma de media 
onda sinusoidal, como aparece en la figura 9.la. En esta configuración pandeada actúan momentos 
flectores Py en cualquier sección como la a; y es la deflexión en esta sección. Estas deflexiones conti- 
núan aumentando hasta que el esfuerzo por flexión causado por el momento creciente, simultánea- 
mente con el esfuerzo original de compresión, producen un sobreesfuerzo y la falla del elemento. 
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(a) k =  1 (6) k =  2  

(4 k = 2  (e) k =  1 ( f )  14 k c  m 

FIGURA 9.1 
Pandeo y longitud efectiva de columnas cargadas axialmente. 

Si la curva esfuerzo-deformación unitaria de una probeta corta en determinado elemento 
tiene la forma de la figura 9.242, como en el caso de las columnas de concreto reforzado, E, es igual 
al módulo de Young, siempre y cuando el esfuerzo de pandeo P,IA esté por debajo del límite de 
proporcionalidad&. Si es mayor que f , el pandeo ocurre en el intervalo inelástico. En este caso, en 

P 
la ecuación (9.1) E, es el módulo tangente, es decir, la pendiente de la tangente a la curva esfuerzo- 
deformación unitaria. A medida que el esfuerzo aumenta, E, disminuye. Una gráfica de la carga de 
pandeo versus la relación de esbeltez, llamada curva de la columna, tiene entonces la forma de la 
figura 9 2 ,  que señala la reducción de la resistencia al pandeo con el aumento de la esbeltez. Para 
columnas muy poco esbeltas (o muy robustas) se encuentra que el valor de la carga de pandeo, 
calculado a partir de la ecuación (9.1), excede la resistencia directa al aplastamiento determinada 
por la ecuación (8.3). Esto también aparece en la figura 9.2.b. Por tanto, existe una relación de 
esbeltez límite (kllr)lí,. Para valores menores que este límite, la falla ocurre por simple aplasta- 
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FIGURA 9.2 
Efecto de la esbeltez sobre la resistencia de columnas cargadas axialmente. 

miento, independientemente del valor de kllr; para valores mayores que (kllr)h, la falla ocurre por 
pandeo, con una disminución en la carga o esfuerzo de pandeo a medida que aumenta la esbeltez. 

Si un elemento está fijo contra rotaciones en los dos extremos, se pandea con la forma que 
aparece en la figura 9.lb, con puntos de inflexión (p.i.) como se señalan. La porción entre los 
puntos de inflexión está exactamente en la misma situación que la columna con extremos articula- 
dos de la figura 9.la y, en consecuencia, la longitud efectiva kl de la columna con extremos empotra- 
dos, es decir, la distancia entre puntos de inflexión, se puede observar que es kl = 112. La ecuación 
(9.1) muestra que una columna elástica empotrada en los dos extremos soportará cuatro veces más 
carga axial de compresión que cuando se encuentra articulada en los extremos. 

Las columnas en las estructuras reales rara vez están empotradas o articuladas, pero tienen 
extremos parcialmente restringidos contra rotación mediante elementos confinantes. Esto se ilustra 
en forma esquemática en la figura 9.lc, donde puede apreciarse que para estos elementos la longitud 
efectiva kl, es decir, la distancia entre puntos de inflexión, tiene un valor entre 1 y 112. El valor preciso 
depende del grado de restricción del extremo, o sea, de la relación entre la rigidez EIll de la columna 
y la suma de las rigideces EIll de los elementos de restricción en ambos extremos. 

En las columnas de las figuras 9.la, b y c, se asume que uno de los extremos estaba impedido 
para moverse lateralmente con respecto al otro, mediante arriostramiento horizontal o cualquier 
otro mecanismo. En este caso, es posible observar que la longitud efectiva kl es siempre menor que 
(o máximo igual) a la longitud real l. 

Si una columna está empotrada en un extremo y totalmente libre en el otro (columna en 
voladizo o poste), ésta se pandea como en la figura 9.ld. Es decir, el extremo superior se mueve 
lateralmente con respecto al inferior y causa una deformación conocida como desplazamiento late- 
ral. Este pandeo tiene forma de un cuarto de onda sinusoidal y es, por consiguiente, análogo a la 
mitad superior de la columna articulada de la figura 9.la. Los puntos de inflexión, uno en el extre- 
mo de la columna real y el otro en una extensión imaginaria de la onda sinusoidal, están espaciados 
a una distancia de 21, de manera que la longitud efectiva es kl = 21. 

Si la columna está fija contra rotación en los dos extremos pero uno de ellos puede moverse 
lateralmente con respecto al otro, ésta se pandea como en la figura 9.le, con una longitud efectiva 
kl = l. Si se compara esta columna empotrada en los dos extremos pero libre de desplazarse lateral- 
mente, con otra de extremos empotrados y arriostrada contra desplazamiento lateral (ver la figura 
9.lb), se observa que la longitud efectiva de la primera es el doble de la segunda. Si se considera la 
ecuación (9.1), esto significa que la resistencia al pandeo de una columna elástica doblemente 
empotrada, que está libre para desplazarse lateralmente, apenas es la cuarta parte de aquélla para 
la misma columna cuando está arriostrada contra desplazamiento lateral. Esto ilustra el hecho de 
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que los elementos a compresión libres de pandearse con el mecanismo de desplazamiento lateral siem- 
pre son considerablemente más débiles que cuando están am'ostrados contra dicho desplazamiento. 

De nuevo, los extremos de las columnas en las estructuras reales se encuentran con poca 
frecuencia articulados, empotrados o totalmente libres, puesto que en general están restringidos 
por elementos confinantes. Si no se limita el desplazamiento lateral, el pandeo ocurre como en la 
figura 9.lf y la longitud efectiva, al igual que antes, depende del grado de restricción. Si las vigas 
transversales son muy rígidas en comparación con la columna, el caso se aproxima al de la figura 
9.le y kl es apenas ligeramente mayor que l. De otra parte, si los elementos de restricción son muy 
flexibles, la situación se aproxima a una condición articulada en los dos extremos. Evidentemente, 
una columna articulada en los dos extremos y libre para desplazarse en forma lateral es inestable; 
ésta simplemente se caerá puesto que es incapaz de resistir cualquier carga. 

En estructuras de concreto reforzado rara vez se trabaja con elementos individuales, se pre- 
fieren más bien los pórticos rígidos de varias configuraciones. El pórtico simple de la figura 9.3, con 
cargas aplicadas concéntricamente en las columnas, ilustra la manera mediante la cual las relacio- 
nes descritas afectan el comportamiento de pórticos con relación al pandeo. Si el desplazamiento 
lateral está restringido, como se indica en forma esquemática con el arriostramiento de la figura 
9.3a, la configuración de pandeo es como se ilustra. La forma de pandeo de la columna correspon- 
de a la de la figura 9.lc, excepto que el extremo inferior está articulado. Se observa que la longitud 
efectiva kl es menor que l. Por otra parte, si se considera un pórtico idéntico equivalente sin ningún 
arriostramiento contra el desplazamiento lateral, el pandeo ocurre como en la figura 9.3b. La co- 
lumna está en una situación similar a la figura 9.ld, pero invertida, excepto que el extremo superior 
no está empotrado, sino apenas restringido en forma parcial por la viga. Se observa que la longitud 
efectiva kl excede el valor de U en una cantidad que depende del grado de restricción. La resisten- 
cia al pandeo depende de kllr de la manera expuesta en la figura 95%. En consecuencia, aunque los 
pórticos son idénticos en cuanto a dimensiones, los no arriostrados presentarán pandeo a una car- 
ga radicalmente menor que los pórticos arriostrados. 

En síntesis, puede anotarse lo siguiente: 

1. La resistencia de columnas cargadas concéntricamente disminuye al aumentar la relación de 
esbeltez kllr. 

2. En columnas que están arriostradas contra desplazamiento lateral o que forman parte de pórticos 
arriostrados contra tales desplazamientos, la longitud efectiva kl, es decir, la distancia entre 
puntos de inflexión, está entre 112 y 1, según el grado de restricción en el extremo. 

3. Las longitudes efectivas de columnas que no estén am'ostradas contra desplazamiento lateral o 
que forman parte de pórticos no arriostrados contra ellos, siempre son mayores que 1, tanto más 
cuanto menor sea la restricción en el extremo. En consecuencia, la carga de pandeo de un pór- 
tico no arriostrado contra desplazamiento lateral será siempre sustancialmente menor que la 
del mismo pórtico arriostrado. 

FIGURA 9.3 
Pandeo de un pórtico rígido: (a) arriostrado lateralmente; (b) sin arnostramiento. 
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COMPRESION MÁS FLEXIÓN 
La mayor parte de elementos de concreto reforzado que se someten a compresión también están 
sujetos a flexión simultánea producida por cargas transversales o por momentos en los extremos 
ocasionados por continuidad. El comportamiento de elementos sometidos a estas combinaciones 
de carga también depende, en forma considerable, de su esbeltez. 

La figura 9 . 4 ~  presenta un elemento cargado axialmente con la carga P y sometido a flexión 
por momentos iguales en los extremos M,. Si la carga axial no estuviera presente, el momento M, 
en el elemento sería constante a lo largo de éste e igual al momento de los extremos M,; esto se 
ilustra en la figura 9.4b. Para esta situación, es decir, flexión simple sin carga axial de compresión, 
el elemento se deflecta como se indica en la curva punteada de la figura 9 .k ,  donde yo representa 
la deflexión en cualquier punto causada s610 por la flexión. Cuando se aplica la carga P, el momen- 
to en cualquier punto se incrementa en una cantidad igual a P veces su brazo de palanca. Los 
aumentos en los momentos producen deflexiones adicionales, de manera que la curva de deflexión 
bajo la acción simultánea de P y de M, es la curva continua de la figura 9.4~. Entonces, en cualquier 
punto, el momento total ahora es 

es decir, el momento total consiste en el momento M, que actúa en presencia de P y en el momento 
adicional producido por P, igual a P veces la deflexión lateral. Ésta es una ilustración del llamado 
efecto PA. 

En la figura 9 .4~  se presenta una situación similar donde la flexión es producida por la carga 
transversal H. Cuando la carga P está ausente, el momento en cualquier puntox es M, = W 2 ,  con 
un valor ináximo en el centro de la luz igual a H1/4. El diagrama correspondiente de M, es el de la 
figura 9.4d. Cuando se aplica la carga P, de nuevo se producen momentos adicionales Py, distribui- 

FIGURA 9.4 
Momentos en elementos esbeltos que se someten a compresión más flexión, deflectados 
en curvatura simple. 
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dos como se muestra, y el momento total en cualquier punto del elemento consta de las mismas dos 
partes como en la ecuación (9.2). 

Las deflexionesy de columnas elásticas del tipo expuesto en la figura 9.4 pueden calcularse 
con las deflexionesy,, es decir, a partir de las deflexiones de la correspondiente viga sin carga axial, 
utilizando la siguiente expresión (ver por ejemplo, la referencia 9.1). 

Sea A la deflexión en el punto de máximo momento M , ,  como en la figura 9.4. Entonces, de 
las ecuaciones (9.2) y (9.3): 

Es posible demostrar (ver la referencia 9.2) que la ecuación (9.4) puede formularse como 

donde t) es un coeficiente que depende del tipo de carga y varía aproximadamente entre 10.20 
para la mayor parte de los casos prácticos. Si se tiene en cuenta que PIP, siempre es significativamente 
menor que 1, se observa que el segundo término en el numerador de la ecuación (9.5) resulta muy 
pequeño en comparación con 1. Despreciando este término, se obtiene una ecuación de diseño 
simplificada 

donde 1/(1- PIP,) se conoce como el factor de ampl@cación de momento, que refleja la cantidad 
mediante la cual el momento M, se amplifica por la presencia de una fuerza axial P simultánea. 

Puesto que Pc disminuye al aumentar la relación de esbeltez, se observa que a partir de la 
ecuación (9.6) el momento M en el elemento se incrementa con la relación de esbeltez kllr. Dicha 
situación se ilustra en forma esquemática en la figura 9.5. Ésta indica que, para determinada carga 
transversal (es decir, para un valor dado de M,), una fuerza axial P produce un momento adicional 
mayor en un elemento esbelto que en uno relativamente poco esbelto. 

En los dos elementos de la figura 9.4, el mayor momento producido por P, llamado PA se 
adiciona directamente al valor máximo de M,; por ejemplo, 

en la figura 9.4d. A medida que la carga P aumenta, el momento máximo en el centro de la luz 
aumenta a una tasa mayor que la de la carga P de la manera determinada por las ecuaciones (9.2) 
y (9.6) e ilustrada en la figura 9.6. El elemento fallará cuando los valores simultáneos de P y M sean 
iguales a P, y M,, es decir, la resistencia última de la sección transversal en el sitio de máximo 
momento. 

I 
M,1 FIGURA 9.5 

k l / r  Efectos de la esbeltez sobre los momentos de las columnas. 
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Esta adición directa del momento máximo producido por P con el momento máximo que 
genera la carga transversal (obviamente la situación más desfavorable), no se presenta para todos 
los casos de deformaciones. Por ejemplo, el elemento de la figura 9.7a, con momentos en los extre- 
mos iguales pero opuestos, tiene el diagrama de M, señalado en la figura 9.7b. Las deflexiones 
producidas por sólo M,, de nuevo se ven amplificadas cuando se aplica una carga axial P. En este 
caso, estas deflexiones bajo flexión y compresión simultáneas pueden aproximarse (según la refe- 
rencia 9.1) por 

Si se compara con la ecuación (9.3), se observa que para este caso la amplificación en la deflexión 
es mucho menor. 

Los momentos adicionales 0 producidos por la carga axial se distribuyen como en la figura 
9.7~. Aunque los momentos M, son máximos en los extremos, los momentos 4, son máximos a 
cierta distancia de los extremos. Dependiendo de sus magnitudes relativas, los momentos totales 
M = M, + Py se distribuyen como aparece en una de las figuras 9.7d o 9.7e. En el primer caso, el 
momento máximo continúa actuando en el extremo y es igual a M,; la presencia de la fuerza axial 
no produce entonces ningún incremento en el momento máximo. Como alternativa, en el caso de 
la figura 9.7e, el momento máximo está localizado a cierta distancia del extremo; en este punto, 
M, es significativamente menor que su valor máximo M,, y por esta razón el momento adiciona- 
do Py genera un aumento en el momento máximo hasta un valor apenas un poco mayor que M,. 

FIGURA 9.7 
Momentos en elementos esbeltos sometidos a compresión más flexión, deflectados en curvatura doble. 
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Al comparar las figuras 9.4 y 9.7 se puede hacer la siguiente generalización: el momento M, 
va a ser amplificado más fuertemente cuando el punto donde M, es máximo coincide con aquél 
donde la deflexióny, también es máxima. Esto es válido para elementos deflectados en curvatura 
simple por cargas simétricas o por momentos iguales en los extremos. Si los dos momentos en los 
extremos de la figura 9.4a son diferentes pero con el mismo signo, es decir, producen curvatura 
simple, el valor de M, se amplificará aún en forma importante aunque no tanto como para el caso 
de momentos iguales en los extremos. De otra parte, como se hace evidente en la figura 9.7, posi- 
blemente no se va a presentar amplificación o ésta será pequeña si los momentos en los extremos 
son de signos opuestos y producen un punto de inflexión a lo largo del elemento. 

Puede demostrarse (ver la referencia 9.2) que la amplificación del momento depende de la 
magnitud relativa de los dos momentos en los extremos (como en las figuras 9 . 4 ~  y 9.7) y que esta 
relación se expresa mediante una modificación de la ecuación (9.6): 

donde 
M1 Cm = 0.6 + 0.4- 2 0.4 
M2 

(9.9) 

Aquí M, y M, son los momentos de los extremos menor y mayor, respectivamente; entonces, por 
definición, M, = M,. La fracción M,IM, se define como positiva si los momentos de los extremos 
producen curvatura simple, y negativa si producen curvatura doble. Se observa que cuando M, = 
M,, como en la figura 9.4a, Cm = 1, de manera que la ecuación (9.8) se convierte en la ecuación 
(9.6), como debe ser. Es preciso observar que la ecuación (9.9) es aplicable únicamente a elementos 
amiostrados contra desplazamiento lateral. A partir del análisis que sigue, resultará claro que para 
elementos no arriostrados contra desplazamiento lateral se presenta por lo general la máxima 
amplificación del momento, es decir, Cm = 1. 

Los elementos arriostrados coptra desplazamiento lateral incluyen columnas que forman parte 
de estructuras en las cuales el d plazamiento lateral está impedido en una de estas formas: me- 
diante muros suficientemente ertes y rígidos en su propio plano, para evitar el desplazamiento 
horizontal; mediante arrios iAfd amientos especiales en planos verticales; en edificios, por el diseño 
del núcleo de servicios pa > a resistir las cargas horizontales y proporcionar arriostramiento a los 
pórticos; o por arriostramiento del pórtico contra cualquier otro punto de apoyo esencialmente 
inmóvil. 

Si no se suministra tal arriostramiento, el desplazamiento lateralpuede ocurrir únicamentepara 
elpórtico completo en forma simultánea y no para columnas individuales en el pórtico. Si éste ese1 
caso, el efecto combinado de la flexión y de la carga axial es un poco diferente de aquél en colum- 
nas arriostradas. Como ilustración, considérese el pórtico sencillo de la figura 9 . 8 ~  sometido a una 
carga horizontal H, por ejemplo una carga de viento, y a fuerzas de compresión P, como pueden ser 

P P Momentos producidos por 
H P H + P  

H 
-C l+l=x 

FIGURA 9.8 
Pórtico empotrado Y 

/ (a) (4 ( c) (4 arriostramiento laterd. 
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las cargas gravitacionales. Los momentos M, producidos por H sola, en ausencia de P, aparecen 
en la figura 9.8b; la deformación correspondiente-del pórtico la determina la curva punteada. 
Una vez que se adiciona la carga P, se producen momentos horizontales adicionales que generan 
deformaciones amplificadas, señaladas mediante las curvas continuas y cuyo diagrama de mo- 
mentos es el de la figura 9 . 8 ~ .  Se observa que los valores máximos de M,, positivos y negativos, y 
los valores máximos de los momentos adicionales Mp del mismo signo, ocurren en el mismo sitio, 
de hecho, en los extremos de las columnas. Éstos son, por tanto, totalmente aditivos y producen 
una amplificación considerable en los momentos. En contraste, si el pórtico de la figura 9.8 está 
arriostrado lateralmente y se aplica carga vertical, la figura 9.9 muestra que los valores máximos 
de los dos momentos ocurren en sitios diferentes; la amplificación de los momentos, si es que 
ocurre, es por consiguiente mucho menor como lo expresa de manera correcta el valor de Cm. 

Debe observarse que los momentos que producen el desplazamiento lateral del pórtico no 
necesariamente son originados por cargas horizontales como en la figura 9.8. Las asimetrías, bien 
sea en la configuración del pórtico o en las cargas verticales o en ambas, también ocasionan despla- 
zamientos laterales. En este caso la presencia de cargas axiales en las columnas produce la misma 
deflexión y amplificación de momentos que antes. 

En resumen, puede afirmarse lo siguiente: 

1. En elementos a flexión, la aplicación de compresión axial produce deflexiones y momentos adi- 
cionales Py. Mientras las otras variables permanezcan iguales, los momentos adicionales au- 
mentan con incrementos en la relación de esbeltez kllr. 

2. En elementos am'ostrados contra desplazamiento lateral y deflectados en curvatura sencilla, los 
máximos de ambos tipos de momentos, M, y Py, ocurren en el mismo lugar o en sitios muy 
cercanos y se suman totalmente; esto acarrea grandes amplificaciones en los momentos. Si los 
momentos M, producen curvatura doble (es decir, se presenta un punto de inflexión), lo opues- 
to es cierto y ocurre muy poca o ninguna amplificación del momento. 

3. En elementos depórticos no am'ostrados contra desplazamiento lateral, los momentos máximos de 
ambas clases, M, y Py, ocurren casi siempre en los mismos sitios: los extremos de las columnas. 
Éstos se adicionan en forma total, independientemente de la presencia o ausencia de un punto 
de inflexión. Aquí también, mientras las otras variables permanezcan iguales, las deflexiones 
adicionales y los momentos correspondientes aumentan con el incremento de kllr. 

Este análisis es una presentación simplificada de un tema bastante complejo. Las disposicio- 
nes del Código ACI relacionadas con columnas esbeltas se basan en el comportamiento y en las 
ecuaciones correspondientes que se expusieron con anterioridad. Éstas tienen en cuenta, de mane- 
ra aproximada, las complejidades adicionales que surgen del hecho de que el concreto no es un 

FIGURA 9.9 
Pórtico empotrado y arriostrado lateralmente. 
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material elástico, que el agrietamiento a tensión produce cambios en el momento de inercia del 
elemento y que bajo carga sostenida el flujo plástico aumenta las deflexiones a corto plazo y, en 
consecuencia, los momentos causados por estas deflexiones. 

CRITERIOS DEL CÓDIGO ACI PARA NO TENER EN CUENTA 
LOS EFECTOS DE ESBELTEZ 

El procedimiento para diseñar columnas esbeltas resulta inevitablemente muy extenso en particu- 
lar porque incluye un proceso de ensayo y error. Al mismo tiempo, estudios realizados sobre es- 
tructuras existentes demuestran que la mayor parte de las columnas en los edificios reales son 
suficientemente robustas, de manera que los efectos de esbeltez reducen su capacidad apenas en 
un pequeño porcentaje. Como se explicó en el capítulo 8, un estudio llevado a cabo por el ACI y la 
ASCE indica que el 90 por ciento de las columnas arriostradas contra desplazamiento lateral, y el 
40 por ciento de las no arriostradas, podrían diseñarse como columnas cortas, es decir, serían capa- 
ces de desarrollar esencialmente toda la capacidad de la sección transversal con una muy pequeña 
o ninguna reducción por los efectos de esbeltez (ver la referencia 9.3). Asimismo, el arriostramiento 
lateral lo proveen muros de cortante, núcleos de ascensores, escaleras u otros elementos para los 
cuales la resistencia a las deflexiones laterales es mucho mayor que la de las columnas en un pórti- 
co de edificio. Es posible sintetizar que los efectos de esbeltez pueden ignorarse en la mayor parte 
de los casos de edificios de concreto reforzado. 

Para permitirle al diseñador prescindir de los análisis complicados que se requieren para el 
diseño de columnas esbeltas en casos corrientes, el Código ACI 10.12.2 y 10.13.2 establece límites 
de esbeltez, por debajo de los cuales los efectos de esbeltez no son significativos y pueden despre- 
ciarse. Estos límites se ajustan para que generen una reducción máxima no prevista en la capacidad 
de la columna de no más del cinco por ciento. Se aplican límites independientes para pórticos 
arriostrados y no arriostrados, referidos en el Código ACI en forma alternativa como pórticos sin y 
con desplazamiento lateral, respectivamente. Las disposiciones del Código son las siguientes: 

1. Para elementos a compresión en pórticos arriostrados contra desplazamiento lateral, los efectos 
de esbeltez pueden despreciarse cuando kl,lr S 34 - 12M,lM,, donde M,IM, no debe tomarse 
menor que -0.5. 

2. Para elementos a compresión no arriostrados contra desplazamientos laterales, los efectos de 
esbeltez pueden despreciarse cuando kl,lr sea menor que 22. 

En estos requisitos, k es el factor de longitud efectiva (ver la sección 9.2); 1, es la longitud no 
soportada que se toma como la distancia libre entre losas de entrepisos, vigas u otros elementos 
que proporcionan soporte lateral; M, es el menor de los momentos extremos mayorados en el 
elemento a compresión, positivo si el elemento se deflecta en curvatura simple y negativo si se 
deflecta en curvatura doble; y M, es el mayor de los momentos extremos mayorados en el elemento 
a compresión, siempre positivo. 

El radio de giro r para columnas rectangulares puede tomarse igual a 0.30h, donde h es la 
dimensión total de la sección transversal en dirección en la cual se está considerando la estabilidad. 
Para elementos circulares, puede tomarse como 0.25 veces el diámetro. Para otras formas, r se 
calcula para la sección bruta de concreto. 

De acuerdo con el Código ACI 10.12.1, para pórticos sin desplazamiento horizontal el valor 
de k debe tomarse como 1.0, a menos que se justifique un valor inferior mediante análisis. Para 
pórticos con desplazamiento horizontal, de acuerdo con el Código ACI 10.13.1, el valor de k debe 
determinarse mediante análisis en todos los casos. Los criterios del Código ACI para determinar k 
tanto para columnas arriostradas como para no arriostradas se presentan en la sección 9.6 
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CRITERIOS DEL CÓDIGO ACI PARA DEFINICIÓN DE PÓRTICOS 
ARRIOSTRADOS VERSUS NO ARRIOSTRADOS 

A partir del análisis de la sección 9.3 resulta claro que existen importantes diferencias entre el 
comportamiento de las columnas esbeltas en pórticos arriostrados (sin desplazamiento lateral) y el 
de las columnas correspondientes en pórticos no arriostrados (con desplazamiento lateral). Las 
disposiciones del Código ACI y los lineamientos que determina el comentario para el diseño aproxi- 
mado de columnas esbeltas reflejan este hecho y en cada uno de ellos se presentan disposiciones 
separadas, relacionadas con los parámetros más importantes para pórticos arriostrados versus no 
arriostrados, que incluyen los factores de amplificación de momentos y los de longitud efectiva. 

En las estructuras reales es raro que un pórtico esté completamente arriostrado o no 
arriostrado. Es necesario determinar de manera anticipada si el arriostramiento que suministran 
los muros de cortante, los núcleos de ascensores y servicios, las escaleras u otros elementos, es 
adecuado para darle rigidez al pórtico contra desplazamientos laterales significativos. Tanto el 
Código ACI como el comentario ofrecen algunas guías a este respecto. 

Tal como lo sugiere el comentario del ACI 10.11.4, un elemento a compresión puede suponerse 
como arriostrado cuando está localizado en un piso en el cual los elementos que proporcionan 
arriostramiento (muros de corte, etc.) tienen una rigidez suficiente para limitar la deflexión lateral 
hasta el punto en que la resistencia de la columna no se vea afectada en forma sustancial; esta 
determinación puede realizarse normalmente mediante inspección. Si no es así, el Código ACI 
10.11.4 proporciona dos criterios alternativos para determinar si las columnas y los pisos se consi- 
deran como arriostrados o no arriostrados. 

El primer criterio exige que para considerar una columna como arriostrada o sin desplaza- 
miento lateral, el aumento en el momento en el extremo de la columna por efectos de segundo 
orden, no debe exceder el cinco por ciento de los momentos en los extremos de primer orden. El 
diseñador está en libertad de seleccionar el método para dicha determinación. 

Como alternativa, el Código permite considerar un piso como arriostrado cuando el índice de 
estabilidad 

para un piso no es mayor que 0.05, donde CP, y Vu son la carga vertical mayorada total y el cortante 
total del piso, respectivamente; A, es la deflexión relativa de primer orden entre la parte superior 
e inferior del piso causada por V,; y 1, es la longitud del elemento a compresión medida centro a 
centro entre los nudos del pórtico. El comentario del ACI 10.11.4 ofrece una guía referente a que 
CP, debe basarse en la carga lateral que maximiza los valores de EPu; el caso de Vu = O no se 
incluye. En la mayoría de los casos, este cálculo involucra las combinaciones de factores de carga 
de la tabla 1.2 en las primeras ecuaciones que aparecen para viento, sismo o presión de tierra (por 
ejemplo, 0.75(1.40 + 1.7L + 1.7W). 

Tal como se demuestra en las referencias 9.3 y 9.4, para valores de Q inferiores a 0.6, el índice 
de estabilidad se aproxima a la relación PIP, utilizada en los cálculos de los factores de amplifica- 
ción de momentos, de manera que 1/(1- PIP,) puede remplazarse por 141 - Q). De esta manera, 
para Q = 0.05, M,, = 1.05M0t. 

t La equivalencia cercana de y Q a PIP,, para columnas de concreto reforzado puede demostrarse mediante una columna con desplazamiento 
horizontal en uno de los extremos y con extremos restringidos a la rotación, como se presenta en la figura 9.le.  Para esta columna, Q = 
P,A,lVulc. Dado que V,/A, = la rigidez lateral de la columna 12~1112, el índice de estabilidad puede expresarse como Q = Pu/(12EZ/l~). 
Para una longitud no soportada de la columna (la longitud utilizada para calcular P,) 1, = 0.91, y P = P, Q = PJ(9.72 EI/l;) que se compara 
con PIP, = Pu/(x2EI/Iu~ = Pul (9.87EI/1,2). 
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De acuerdo con el Código ACI 10.11.1, las propiedades de las secciones de los elementos del 
pórtico utilizadas para calcular Q deben tener en cuenta los efectos de las cargas axiales, las zonas 
fisuradas a lo largo del elemento y la duración de las cargas. Como alternativa, las propiedades de la 
sección pueden representarse utilizando el módulo de elasticidad E, dado en la ecuación (2.3) y las 
siguientes propiedades de las secciones: 

Momentos de inercia 

Vigas 0.35 Zg 
Columnas 0.70 Zg 
Muros no fisurados 0.70 Zg 
Muros fisurados 0.35 Zg 
Losas planas y placas planas 0.25 Zg 

Área 1.0 Ag 

Los momentos de inercia deben dividirse por (1 + Pd) 
cuando actúan cargas laterales sostenidas o en los casos 
de verificación de estabilidad (según Código ACI 10.13.6, 
descrito en la sección 9.7). 

donde I y Ag se calculan con base en la sección bruta de concreto, despreciando el refuerzo, y el g 
valor de Pd para el cálculo de A, en la ecuación (9.10) es la relación entre el cortante sostenido 
mayorado máximo dentro de un piso y el cortante mayorado total en ese piso, para considerar los 
efectos del flujo plástico. Como se establece en la sección 11.5, el valor de Zg para vigas T puede 
estimarse como dos veces el valor de Ig para el alma. Los valores reducidos de I dados anteriormen- 
te están diseñados para tener en cuenta el efecto del comportamiento no lineal del material en la 
rigidez efectiva del elemento. La referencia 9.3 demuestra que los valores del Código para el mo- 
mento de inercia subestiman los momentos de inercia verdaderos y sobreestiman de manera con- 
servadora los efectos de segundo orden entre el 20 y el 25 por ciento para pórticos de concreto 
reforzado. 

MÉTODO DE AMPLIFICACIÓN DE MOMENTO DEL CÓDIGO ACI 

PARA PÓRTICOS NO ARRIOSTRADOS 

Una columna esbelta de concreto reforzado alcanza el límite de su resistencia cuando la combina- 
ción de P y M en la sección sometida al máximo esfuerzo produce la falla de la sección. En general, 
P es constante en la longitud del elemento. Esto significa que la columna se aproxima a la falla 
cuando, en la sección sometida al mayor esfuerzo, la fuerza axial P se combina con un momento 
M = M,,, determinado mediante la ecuación (9.8), de tal manera que esta combinación llega a 
ser igual a P, y M,, valores que van a producir la falla de la sección. Esto se puede visualizar 
fácilmente en la figura 9.10. 

Para una columna con determinada sección transversal, la figura 9.10 presenta una curva 
típica de interacción. Para simplificar, suponga que la columna se deflecta en curvatura simple con 
excentricidades iguales en los dos extremos. Para esta excentricidad, la resistencia de la sección 
transversal la determina el punto A en la curva de interacción. Si la columna es suficientemente 
robusta de modo que la amplificación del momento es muy pequeña y, por tanto, despreciable, 
entonces P,, robusta en el puntoA representa la resistencia de la columna bajo la acción simultánea 

robusta = eoPn, robusta. 
Por otro lado, si la misma columna es lo suficientemente esbelta, se producirá una amplifica- 

ción significativa del momento a medida que se incrementa la carga P. Entonces,'el momento en la 
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FIGURA 9.10 
Efecto de la esbeltez en la capacidad de carga. 

sección sometida al mayor esfuerzo es M,,, determinado con la ecuación (9.8), con Cm = 1 pues- 
to que las excentricidades en los extremos son iguales. La curva continua de la figura 9.10 presenta 
un incremento no lineal de M,, a medida que P aumenta. El punto donde esta curva intercepta la 
curva de interacción, es decir el punto B, define la resistencia del elemento P,, esbelta de la columna 
esbelta, en combinación con los momentos en los extremos aplicados de manera simultánea M, = 
e, P,, esbelta. Si los momentos de los extremos son diferentes, debe incluirse el factor Cm como se 
observó en la sección 9.3. 

El Código ACI 10.11.1 especifica que las cargas axiales y los momentos en los extremos de 
columnas pueden determinarse mediante un análisis convencional elástico de los pórticos (ver el 
capítulo l l ) ,  utilizando las propiedades de la sección transversal dadas en la sección 9.5. El ele- 
mento se diseña entonces para la combinación de esta carga axial y el momento en la columna 
amplificado. 

Para un pórtico arriostrado contra desplazamiento lateral, la ecuación del Código ACI para 
la amplificación del momento que actúa en forma simultánea con la carga axial mayorada P,, 
puede formularse de la siguiente manera: 

donde el factor de amplificación del momento es 

En las ecuaciones (9.1 1) y (9.12) el subíndice ns indica un pórtico arriostrado. El término 0.75 en la 
ecuación 9.12 es el factor de reducción de resistencia, diseñado para proporcionar un estimativo 
conservador de Pc. 

De acuerdo con la ecuación 9.1, la carga crítica P, está dada por 

donde 1, se define como la longitud no soportada del elemento a compresión. El valor de k en la 
ecuación 9.13 debe ser igual a 1.0 a menos que se calcule utilizando los valores de E, e Z dados en 
la sección 9.5 y los procedimientos que se describen más adelante en esta sección. 

En la ecuación (9.12) el valor de Cm está dado, como antes, por la ecuación (9.9): 
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para elementos arriostrados contra desplazamiento lateral y sin cargas transversales entre apoyos. 
Aquí M2 es el mayor de los dos momentos de los extremos y MIIM,, es positivo cuando los momen- 
tos en los extremos generan curvatura simple y negativo cuando la generan doble. La variación de 
Cm con MlIM2 se presenta en la figura 9.11. En la ecuación (9.12), un valor calculado de S,, menor 
que 1 indica que el mayor de los dos momentos en los extremos, M2, es el momento más grande en 
la columna, situación que se describe en la figura 9.7d. 

De esta manera, el Código ACI tiene en cuenta los efectos de la esbeltez en la reducción de 
la capacidad de pórticos arriostrados mediante el factor de amplificación de momentos S,,. Sin 
embargo, se sabe muy bien que para columnas sin momentos aplicados o con momentos muy pe- 
queños, es decir, columnas cargadas axial o casi axialmente, un aumento en la esbeltez también 
disminuye su resistencia. Para esta situación, el Código ACI 10.12.3.2 establece que el momento 
mayorado M2 en la ecuación 9.11 no debe tomarse menor que 

alrededor de cada eje por separado, donde 0.6 y h están en pulgadas. Para elementos en los cuales 
M2,rnin es superior a M2, el valor de Cm en la ecuación 9.9 debe tomarse igual a 1.0 o debe calcularse 
con base en la relación de los momentos en los extremos calculados Ml y M2. 

La rigidez EI utilizada en la ecuación 9.13 para calcular Pc para un elemento aislado, debe ser 
tanto precisa como razonablemente conservadora para considerar la mayor variabilidad inherente 
en las propiedades de columnas aisladas, en comparación con las propiedades del pórtico de con- 
creto reforzado como un todo. Los valores de EI dados en la sección 9.5 son adecuados para aná- 
lisis general de pórticos pero no para determinar el valor de Pc para columnas aisladas. 

En elementos elásticos homogéneos, como las columnas de acero, la rigidez EI se obtiene fácil- 
mente del módulo de Young y del momento de inercia corriente. Sin embargo, las columnas de concreto 
reforzado no son homogéneas puesto que constan de acero y de concreto. Mientras que el acero es 
básicamente elástico, el concreto no lo es y, además, está sometido a flujo plástico y a agrietamiento 
cuando ocurre tensión en el lado convexo de la columna. Todos estos factores afectan la rigidez efectiva 
EI de un elemento de concreto reforzado. Es posible, mediante métodos de computador, calcular rigi- 
deces efectivas bastante realistas teniendo en cuenta todos estos factores; estos cálculos todavía no son 
más precisos que las premisas en que se fundamentan. Con base en estudios elaborados, tanto analíticos 
como experimentales (ver la referencia 9.9, el Código ACI permite determinar elvalor de EImediante 

o con una expresión más sencilla 

Pórticos no 
I 

cm 1 arriostrados 1 

1;; arriostrados 

-0- FIGURA 9.11 
O ) Valores de Cm para columnas esbeltas en pórticos 

M, I M 2  arriostrados y no arriostrados. 

www.elsolucionario.org
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donde E, = módulo de elasticidad del concreto, lblpulg2 
I = momento de inercia de la sección bruta de la columna, pulg4 
g 
Ise = momento de inercia del refuerzo con respecto al eje centroidal de la sección transversal 

del elemento, pulg4 
Es = módulo de elasticidad del acero = 29,000,000 lblpulg2 
Pd = relación entre la carga muerta axial mayorada máxima y la carga total axial mayorada 

máxima (esta definición es diferente de la usada en la sección 9.5 para calcular A,). 

El factor Pd tiene en cuenta, aproximadamente, los efectos del flujo plástico. Es decir, en 
cuanto mayores sean las cargas muertas sostenidas, mayores serán las deformaciones por flujo 
plástico y sus respectivas curvaturas. En consecuencia, en cuanto mayores sean las cargas sosteni- 
das con relación a las cargas temporales, menor será la rigidez efectiva, así como lo reflejan en 
forma correcta las ecuaciones (9.15) y (9.16). Sin embargo, de los dos materiales, sólo el concreto 
está sometido a flujo plástico, lo que no sucede con el acero de refuerzo en la forma como se utiliza 
regularmente, por lo cual puede argumentarse que el parámetro de flujo plástico 1 + Pd debería 
aplicarse solamente al término 0.2EJg de la ecuación 9.15. Sin embargo, como se explica en el 
comentario del ACI 10.12.3, el parámetro de flujo plástico se aplica a los dos términos debido a la 
posibilidad de fluencia prematura del acero de las columnas bajo carga sostenida. 

Tanto la ecuación (9.15) como la (9.16) son límites inferiores conservadores para una gran 
cantidad de elementos reales investigados (ver la referencia 9.3). La ecuación (9.16), más simple 
pero más conservadora, no es irracional para elementos con poco refuerzo, pero subestima en 
forma considerable el efecto del refuerzo para elementos con mayor cantidad del mismo, es decir, 
para el rango de valores altos de p. La ecuación (9.15) es más confiable para el intervalo completo 
de valores dep y en definitiva es preferible para valores medios y altos dep (ver la referencia 9.6). 

Es esencial una determinación precisa del factor k de longitud efectiva en relación con las 
ecuaciones (9.11) y (9.13). En la sección 9.2 se demostró que para pórticos arriostrados contra 
desplazamiento lateral, k varía de hasta 1, mientras que para pórticos no arriostrados lateral- 
mente, varía de 1 a co según el grado de restricción rotacional en los dos extremos; esto se ilustró 
en la figura 9.1. Para pórticos rígidos se conoce que este grado de restricción rotacional depende 
de si las rigideces de las vigas que llegan a la columna en la parte superior y en la inferior son 
grandes o pequeñas en comparación con la rigidez de la columna misma. Una forma aproximada 
pero en general satisfactoria para determinar k es mediante nomogramas, que se basan en el 
aislamiento de la columna determinada, con todos los elementos que le llegan en las partes 
superior e inferior, así como aparece en la figura 9.12. El grado de restricción en cada uno de los 
extremos lo determina q = Z(EII1 de las columnas) t Z(EIl1 de los elementos de piso). Sólo 
deben incluirse los elementos del piso que están en un plano en cualquiera de los extremos de la 
columna. Así, el valor de k puede leerse directamente de los nomogramas de la figura 9.13, como 
lo ilustran las líneas punteadas?. 

Observe que el valor de k debe conocerse antes de estimar las dimensiones de las columnas del 
pórtico. Aun así, k depende de la rigidez EIIZ tanto de los elementos que deben dimensionarse como de 
los elementos de restricción. Así que, el proceso de definir dimensiones incluye necesariamente 
iteraciones; es decir, se deben suponer los tamaños de los elementos, calcular las rigideces y los corres- 
pondientes valores de k, y después, con base en estos valores de k, calcular con mayor precisión, hasta 
que las dimensiones de los elementos supuestos y finales coincidan o sean satisfactoriamente próximas. 
La rigidez EIIl debe calcularse con base en los valores de E, e I dados en la sección 9.5, y las longitudes 
de la luz de los elementos, I,, deben medirse centro a centro de los nudos. 

t Alternativamente a la utilización de los nomogramas, existen ecuaciones para la determinación de los factores k de longitud efectiva, que se 
desarrollan en las referencias 9.7,g.S y 9.9, y se presentan en el comentario del Código ACI 10.12.1. La referencia 9.10 presenta expresiones 
aún más precisas para k. Las ecuaciones son más convenientes en el desarrollo de soluciones por computador. 



292 DISENO DE ESTRUCi'URAS DE CONCRETO 

ir Columna a diseñar 

FIGURA 9.12 
Sección de un pórtico rígido que incluye la columna a diseñar. 

(a) Pórticos arriostrados (b) Pórticos no arriostrados 

FIGURA 9.13 
Nomogramas para calcular los factores de longitud efectiva k. 

Entonces, la secuencia general de diseño para columnas esbeltas es necesariamente un pro- 
cedimiento iterativo porque las dimensiones del elemento y el refuerzo, desconocidas en principio, 
afectan los parámetros clave como el momento de inercia, los factores de longitud efectiva y las 
cargas críticas de pandeo. Un esquema de los diferentes pasos en el procedimiento de análisis y 
diseño para pórticos arriostrados seguirá los siguientes lineamientos: 

1. Se seleccionan las dimensiones tentativas de una columna que vaya a soportar la carga mayorada 
P, y el momento M, = M,, a partir del análisis elástico de primer orden del pórtico, suponien- 
do un comportamiento de columna corta y según los procedimientos del capítulo 8. 

2. Se determina si el pórtico se considera arriostrado o no, según el criterio de la sección 9.5. 
3. Se encuentra la longitud no soportada 1,. 
4. Para la columna tentativa, se verifica si se pueden ignorar los efectos de esbeltez según el 

criterio de la sección 9.4 con un valor estimado de k = 1.0. 
5. Si se encuentra tentativamente que la esbeltez es importante, se refinan los cálculos de k con 

base en los nomogramas de la figura 9.13a, teniendo en cuenta las rigideces de los elementos 
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EIIZ (ver la sección 9.5) y los factores de restricción 11, con base en las dimensiones tentativas de 
los elementos. Se verifican de nuevo los criterios de esbeltez. 

6. Si los momentos obtenidos en el análisis del pórtico son pequeños, se verifica si los momentos 
mínimos a partir de la ecuación 9.14 controlan el diseño. 

7. Se calcula el factor para momento uniforme equivalente Cm a partir de la ecuación (9.9). 
8. Se calcula Pd, EI a partir de la ecuación (9.15) o la (9.16) y P, de la ecuación (9.13) para la 

columna tentativa. 
9. Se calcula el factor de amplificación de momentos G' con la ecuación (9.12) y el momento 

amplificado M, a partir de la ecuación (9.11). 
10. Se verifica si la columna es adecuada para resistir la carga axial y el momento amplificado, 

utilizando los gráficos de diseño de columnas del apéndice A del modo usual. Si es necesario se 
modifica la sección de la columna y el refuerzo. 

11. Si las dimensiones de las columnas se modifican, se repiten los cálculos para k, W y P, con base 
en la nueva sección transversal. Se determina el factor revisado de amplificación de momentos 
y se verifica la conveniencia del nuevo diseño. 

Ejemplo 9.1. Diseño de una columna esbelta en un pórtico arriostrado. La figura 9.14 presenta una 
vista en elevación del pórtico de un edificio de concreto de varios pisos, con vigas de 48 pulg de ancho 
y 12 pulg de altura, en todas las líneas de columna que sostienen losas de entrepiso y de cubierta en 
dos direcciones. La altura libre de las columnas es de 13 pies. Las columnas interiores se han 
predimensionado tentativamente de 18 x 18 pulg y las exteriores de 16 x 16 pulg. El pórtico está 
arriostrado efectivamente contra desplazamiento lateral mediante los núcleos de escaleras y de ascen- 
sores, que incluyen muros de concreto monolíticos con los entrepisos, localizados en las esquinas del 
edificio (no aparecen en la figura). La estructura se va a someter a cargas verticales muertas y vivas. 
Los cálculos tentativos y adelantados mediante análisis de primer orden indican que la distribución de 
cargas vivas de la figura 9.14, si se tiene en cuenta una distribución completa de la carga en la cubierta 
y en los pisos superiores, y con una distribución en forma de tablero de ajedrez en la zona adyacente a 
la columna C3, produce los máximos momentos con curvatura simple en esta columna y casi la máxima 
carga axial. Las cargas muertas actúan sobre todas las luces. Los valores de cargas de servicio para las 
fuerzas axiales y los momentos causados por las cargas muertas y vivas para la columna interior típica 
C3 son los siguientes: 

Caiga muerta Caiga viva 
P = 230 klb P = 173 klb 
M, = 2 klb-pie M, = 108 klb-pie 
M, = -2 klb-pie M, = 100 klb-pie 

l- 4 
5 vanos de 24' = 120' 

FIGURA 9.14 
Pórtico de concreto del edificio del ejemplo 9.1. 

www.elsolucionario.org
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La columna queda sometida a curvatura doble cuando actúa la carga muerta sola y a curvatura simple 
cuando actúa la carga viva. 

Diseñe la columna C3 según el método de amplificación de momentos del Código ACI. Utilice 

f,' = 4000 lb/pulg2 y& = 60,000 lb/pulg2. 

Solución. Inicialmente se diseña la columna como corta, ignorando los efectos de esbeltez. Se aplican 
los coeficientes usuales de carga 

Pu = 1.4 x 230 + 1.7 x 173 = 616 klb 
M, = 1.4 x 2 + 1.7 x 108 = 186 klb-pie 

Para una columna de 18 x 18 pulg, con una distancia libre de 1.5 pulg hasta el acero exterior, con 
estribos No. 3 y con acero longitudinal No. 10 (supuesto): 

Se utilizará el gráfico A.7 para y = 0.75, con barras distribuidas alrededor del perímetro de la columna. 
Entonces, 

y a partir del gráfico, pg = 0.02. Este valor es suficientemente bajo para permitir un incremento en el 
área de acero si se hace necesario al tener en cuenta los efectos de esbeltez y, de esta manera, se 
mantienen las dimensiones del concreto de 18 x 18 pulg. 

Para una revisión inicial de la esbeltez, se utiliza un valor estimado del factor k = 1.0 de longitud 
efectiva. Entonces, 

Para un pórtico arriostrado, el límite superior de comportamiento para una columna corta es 

El valor calculado de 28.9 lo excede, de modo que la esbeltez debe incluirse en el diseño. Se requiere 
entonces un cálculo más refinado del factor k de longitud efectiva. 

Puesto que E, es el mismo para las columnas y para las vigas, se cancela en los cálculos de 
rigidez. En este paso, el momento de inercia de la columna es 0.71g = 0.7 X 18 X 183/12 = 6124 pulg4, 
obteniéndose III, = 6124/(14 x 12) = 36.5 pulg3. Para las vigas, el momento de inercia se toma como 
0.351g, donde Ig es dos veces el momento de inercia bruto del alma. Entonces, 0.35{5 = 0.35 x 2 x 48 
x 123/12 = 4838 pulg4 e I/lc = 4838/(24 x 12) = 16.8 pulg3. Los factores de restriccion rotacional en la 
parte superior e inferior de la columna C3 son los mismos y resultan iguales a 

A partir de la figura 9.13~ para los pórticos arriostrados, el valor de k es 0.87 en vez de 1.0 como se 
utilizó previamente. En consecuencia, 

Este valor está aún por encima del valor límite de 23.3, confirmando que deben tenerse en cuenta los 
efectos de esbeltez. 

En seguida se realiza una revisión del momento mínimo. De acuerdo con la ecuación (9.14), 
- 616 x (0.6 + 0.03 x 18)/12 = 58 klb-pie. Se observa que este valor no controla. M2,min - 

El coeficiente Cm ahora puede encontrarse a partir de la ecuación (9.9) con MI = 1.4 x (-2) + 
1.7 x 100 = 167 klb-pie y M2 = 1.4 x 2 + 1.7 x 108 = 186 klb-pie: 
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Después se determina el factor fid con base en la relación de las cargas axiales muerta y total, ambas 
mayoradas: 

Para una cuantía relativamente baja de acero en una columna, que se estima en el intervalo de 0.02 a 
0.03, se utiliza la ecuación (9.16), más precisa para el cálculo de EI, y 

La carga crítica de pandeo se encuentra con la ecuación (9.13) y es igual a 

El factor de amplificación de momentos se determina a partir de la ecuación (9.12). 

Así, la resistencia axial requerida para la columna es P, = 616 klb (como antes) y el momento de 
diseño amplificado es M, = 6fi2 = 1.18 x 186 = 219 klb-pie. De nuevo con referencia a la gráfica de 
diseño de columnas A.7, con 

se observa que la cuantía de acero requerida se incrementa desde 0.020 hasta 0.026 a causa de los 
efectos de esbeltez. El área de acero que se requiere ahora es igual a 

A,, = 0.026 x 324 = 8.42 pulg2 

que puede suministrarse adecuadamente con cuatro barras No. 10 y cuatro barras No. 9 (A,, = 9.06 
pulg2), distribuidas como aparecen en la figura 9.15. Se utilizarán flejes No. 3 con un espaciamiento 
que no exceda la menor dimensión de la columna (18 pulg), 48 diámetros de la barra del fleje (18 pulg) 
o 16 diámetros de barra (18 pulg). Los flejes simples espaciados a 18 pulg, como se presenta en la 
figura 9.15, cumplen los requisitos del Código ACI. 

Normalmente podrían realizarse refinamientos adicionales en el diseño, revisando la carga crítica 
de pandeo mediante la ecuación 9.15. Este paso adicional no se justifica aquí debido a que la esbeltez 
de la columna está apenas por encima del límite superior con respecto al comportamiento como co- 
lumna corta y la amplificación del momento no es considerable. 

4 No. 10 en las esquinas 

4 No. 9 en los lados 

Flejes No. 3 espaciados a 18" 

A" 

Recubrimiento libre l1 
2 

FIGURA 9.15 
Sección transversal para la columna C3 del ejemplo 9.1. 
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MÉTODO DE AMPLIFICACIÓN DE MOMENTO DEL CÓDIGO ACI 
PARA P~RTICOS ARRIOSTRADOS 

Las diferencias importantes entre el comportamiento de columnas arriostradas contra desplaza- 
miento lateral y el de columnas para las cuales es posible el desplazamiento lateral, se analizaron 
en las secciones 9.2 y 9.3. La carga crítica para una columna, P,, depende de la longitud efectiva kl,, 
y aunque el factor k de longitud efectiva se encuentra entre 0.5 y 1.0 para columnas arriostradas, 
está entre 1.0 e m para columnas no arriostradas (ver las figuras 9.1 y 9.13). En consecuencia, una 
columna no arriostrada presentará pandeo a una carga mucho menor que otra columna idéntica 
pero arriostrada. 

Las columnas sujetas a desplazamientos laterales normalmente no se encuentran aisladas 
sino que son parte de un sistema estructural que incluye pisos y cubierta. Los pisos y las cubiertas 
usualmente son muy rígidos en su propio plano. En consecuencia, todas las columnas en determi- 
nado nivel de piso de una estructura se someten a desplazamientos laterales iguales, es decir, el 
desplazamiento lateral de un piso particular sólo puede ocurrir en forma simultánea en todas las 
columnas del piso. Es evidente que todas las columnas en un nivel deben tratarse en forma conjun- 
ta para la evaluación de los efectos de esbeltez relacionados con el desplazamiento lateral. 

Por otro lado, también es posible que una sola columna en un pórtico no arriostrado se pandee 
de modo individual bajo cargas gravitacionales, cuando los extremos de la misma están restringidos 
al movimiento lateral relativo por otras columnas más rígidas localizadas en el mismo piso. Esta 
posibilidad, que genera amplificaciones de momentos ocasionados por cargas gravitacionales sin 
desplazamiento lateral, también debe considerarse en el análisis y diseño de columnas esbeltas en 
pórticos no arriostrados. 

El método de amplificación de momento del Código ACI puede utilizarse todavía, pero es 
necesario ahora tener en cuenta que, según el Código ACI 10.13.3, en pórticos sujetos a desplaza- 
miento lateral las cargas que actúan sobre la estructura deben separarse en dos categorías: cargas 
que no producen desplazamientos laterales considerables y cargas que generan desplazamientos 
laterales de consideración. Obviamente, se requieren dos análisis independientes del pórtico, uno 
para cada tipo de carga. En general, las cargas gravitacionales que actúan en pórticos razonable- 
mente simétricos producen muy poco desplazamiento lateral y los efectos de las cargas gravitacionales 
pueden entonces clasificarse en la primera categoría. Esto se confirma mediante ensayos y análisis 
(ver la referencia 9.11) que demuestran que la amplificación por desplazamiento lateral de los 
momentos producidos por cargas gravitacionales, mediante el multiplicador por desplazamiento 
lateral, no es justificable. 

Los máximos momentos amplificados, causados por cargas que producen desplazamientos 
laterales, ocurren en los extremos de las columnas, pero los que generan cargas gravitacionales 
pueden presentarse en algún sitio de la región central de la columna, y la ubicación exacta varía en 
función de los momentos en los extremos. Debido a que los momentos gravitacionales amplifica- 
dos y los momentos por desplazamiento lateral amplificados en la mayoría de los casos no ocurren 
en el mismo sitio, puede establecerse que no debe aplicarse amplificación a los momentos 
gravitacionales cuando se consideran momentos por desplazamiento lateral; es decir, es poco pro- 
bable que el momento máximo real exceda la suma de los momentos gravitacionales no amplifica- 
dos y los momentos por desplazamiento lateral amplificados. En consecuencia, para casos que 
incluyen desplazamientos laterales, la ecuación (9.11) se remplaza por 

en la cual 
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M, = menor momento mayorado en el extremo del elemento a compresión 
M, = mayor momento mayorado en el extremo del elemento a compresión 

M,, = momento mayorado en el extremo del elemento a compresión en el cual actúa 
M,, como consecuencia de cargas que no producen desplazamiento lateral apre- 
ciable, calculado de un análisis de pórtico elástico de primer orden 

M,,, = momento mayorado en el extremo del elemento a compresión en el cual actúa 
M,, como consecuencia de cargas que no producen desplazamiento lateral apre- 
ciable, calculado de un análisis de pórtico elástico de primer orden 

M,, = momento mayorado en el extremo del elemento a compresión en el cual actúa 
M,, como consecuencia de cargas que sí producen desplazamiento lateral apre- 
ciable, calculado de un análisis de pórtico elástico de primer orden 

M% = momento mayorado en el extremo del elemento a compresión en el cual actúa 
M,, como consecuencia de cargas que sí producen desplazamiento lateral apre- 
ciable, calculado de un análisis de pórtico elástico de primer orden 

6, = factor de amplificación de momentos en pórticos no arriostrados contra despla- 
zamiento lateral para reflejar la deriva lateral que resulta de las cargas laterales 
(y algunas veces de las cargas gravitacionales). 

La necesidad de calcular M, al igual que M, se explica brevemente a continuación. 
El Código ACI 10.13.4 proporciona tres métodos altemos para el cálculo de los momentos 

por desplazamiento lateral amplificados, 6 p s .  
Con la primera alternativa, los momentos en los extremos de la columna se calculan utilizan- 

do un análisis de segundo orden con base en las rigideces de los elementos dadas en la sección 9.5. 
Con la segunda alternativa, los momentos por desplazamiento lateral amplificados se calcu- 

lan como 

donde Q es el índice de estabilidad calculado con la ecuación (9.10). El Código ACI limita la aplica- 
ción de la ecuación (9.19) a valores de 6, = 1/(1- Q) 5 1.5. Uno de los otros dos métodos altemos 
debe utilizarse para valores de 6, mayores. 

En la tercera alternativa, el Código ACI permite calcular los momentos por desplazamiento 
lateral amplificados mediante 

en la cual ZP, es la carga axial total en todas las columnas y 2, es la carga de pandeo crítica total 
para todas las columnas en el piso en consideración. Al igual que para la ecuación (9.12), el factor 
0.75 de la ecuación (9.20) es un factor de reducción de rigidez que permite obtener un estimativo 
conservador de la carga crítica de pandeo P,. Los valores individuales de P, se calculan mediante la 
ecuación (9.13) con los factores k de longitud efectiva para pórticos no arriostrados y los valores de 
EI a partir de la ecuación (9.15) o (9.16). 

En los tres métodos alternos para calcular 6@,, el factorPd se define en forma diferente que 
para pórticos arriostrados contra desplazamiento lateral. Como se explicó anteriormente en la 
sección 9.5, para pórticos no arriostradosPd es la relación del cortante mayorado máximo sosteni- 
do dentro del piso y del cortante total mayorado en el mismo piso. Así, para la mayoría de las 
aplicaciones Pd = O cuando se trata de calcular 6 P s .  Para situaciones poco usuales, ocurrirá que 
Pd f O, como en el caso de un edificio ubicado en una pendiente, y sometido a presión de tierra en 
uno de los lados (ver la referencia 9.13). 
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El comentario del ACI 10.13.4 anota que el procedimiento de amplificación de momentos 
puede subestimar el momento amplificado para columnas en estructuras que están sometidas a 
desplazamiento torsional considerable bajo el efecto de las cargas laterales. Esta discrepancia es 
máxima para las columnas más alejadas del centro de torsión. El comentario sugiere que en estos 
casos se realice un análisis tridimensional de segundo orden. 

Las ecuaciones (19.17) y (19.18) están basadas en la suposición de que el momento máximo 
para columnas de pórticos no arriostrados está ubicado en los extremos. Sin embargo, como se 
indica en la figura (9.7e), el momento máximo puede ocurrir en cualquier punto a lo largo de la 
columna. Como se describe en la referencia (9.14), para valores de 

el momento máximo puede exceder el valor calculado con la ecuación (9.18) en más del cinco por 
ciento. Para considerar esta amplificación adicional de momentos, el Código ACI 10.13.5 exige que 
bajo las condiciones representadas por la ecuación (9.21), las columnas deben diseñarse como 
columnas arriostradas con base en las ecuaciones (9.11), (9.13) y (9.9), con MI y M2 calculados 
según las ecuaciones (9.17) y (9.18), respectivamente. El menor momento, MI, se utiliza en la 
ecuación (9.9) para calcular Cm. El valor de Pd se define para la combinación de carga que se 
considera y k se define para unpórtico am'osírado. 

El Código ACI 10.13.6 establece restricciones adicionales para pórticos no arriostrados, para 
protegerlos del pandeo lateral de todo un piso bajo cargas gravitacionales solas. Las restricciones 
dependen del método utilizado para calcular 6PS :  

1. Cuando 6 P S  se calcula con base en un análisis elástico de segundo orden, la relación de las 
deflexiones laterales de segundo orden y-las deflexiones laterales de primer orden para la com- 
binación 1.40 + 1.7L no debe exceder 2.5. 

2. Cuando 6 P S  se calcula con la ecuación (9.19), el valor de Q, que utiliza EPu para 1.40 + 1.7L, 
no debe exceder 0.60 [esto corresponde a 6, = 141 - Q) = 2.51 

3. Cuando 6 F s  se calcula con la ecuación (9.20), el valor de 6, calculado con 2, y EP, correspon- 
diente a 1.40 + 1.7L, debe ser positivo y no debe exceder 2.5 

Para los tres métodos de verificación de inestabilidad lateral bajo cargas gravitacionales,Pd se 
calcula para todo el piso como la relación de la carga axial mayorada máxima sostenida y la carga 
axial mayorada total para el piso, en lugar de la relación de la fuerza cortante mayorada máxima 
sostenida dentro del piso a la fuerza cortante mayorada total en el piso, y la carga gravitacional 2Pu 
se basa en 1.40 + 1.7L7 en lugar de 0.75(1.40 + 1.7L). El método (1) incluye dos análisis, uno de 
primer orden y otro de segundo orden, para la estructura sometida a las cargas gravitacionales 
mayoradas y a las cargas laterales. En el análisis puede utilizarse cualquier distribución razonable 
de cargas laterales. La relación entre la deflexión resultante del análisis de segundo orden y la 
deflexión resultante del análisis de primer orden se limita a un valor de 2.5. 

En el método (2), el valor de Q calculado en la ecuación (9.10) puede modificarse en forma 
conservadora al ser utilizado en la verificación de estabilidad multiplicándolo por (1 + PdA)/0.75 
(1 + PdV), donde los subíndices A y V representanPd basado en la carga axial total del piso y en 
el cortante total del piso, respectivamente, y el factor de 0.75 considera la diferencia en las cargas 
gravitacionales utilizadas en los dos análisis. El comentario del ACI 10.13.6 establece que si Q 
calculado con la ecuación (9.10) es menor o igual a 0.2, la verificación de estabilidad es adecua- 
da. Este límite conservador en Q calculado con la ecuación (9.10) se basa en valores supuestos de 
kv = O y + = 1 (es decir, todas las cargas axiales sostenidas). Así 0.2(1 + 1)/0.75(1 + 0) = 
0.53, cumpliéndose con el límite superior, Q = 0.6, de acuerdo con el Código ACI 10.13.6. 
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Para el método (3), 6, puede calcularse a partir de 6,  de la ecuación (19.20), multiplicando el 
término original 2PuLWc por (1 + PdA)/0.75(1 + PdV). El comentario del ACI 10.13.6 establece 
que, aunque 6, = 2.5 es muy alto, se selecciona este valor para balancear la seguridad inherente al 
procedimiento de amplificación de momentos. En cualquier caso, si no se cumple la restricción 
apropiada, la estructura debe rigidizarse. 

La secuencia de pasos para diseño de columnas esbeltas en pórticos no arriostrados es similar 
a la expuesta en la sección 9.6 para pórticos arriostrados, excepto por el requerimiento de separar 
las cargas en cargas gravitacionales, que se supone no producen desplazamiento lateral, y cargas 
horizontales que generan desplazamientos laterales. Se exige que se realicen análisis independien- 
tes del pórtico y deben aplicarse factores k de longitud equivalente y coeficientes de flujo plástico 
/Id diferentes, simultáneamente con verificaciones adicionales especificadas para la ecuación (9.21) 
y para la posibilidad de inestabilidad lateral bajo cargas gravitacionales. De acuerdo con el Código 
ACI 9.2 (ver también la tabla 1.2 del capítulo l), debe tenerse en cuenta que si los efectos del 
viento, W, se incluyen en el diseño, deben aplicarse tres posibles combinaciones de cargas mayoradas: 

U = 1.40 + 1.7L 
U = 0.75(1.4D + 1.7L + 1.7W) con L igual a su valor total y a cero 
U = 0.9D + 1.3W 

Disposiciones similares se incluyen para los casos en que deben considerarse cargas sísmicas. Esto 
representa una complicación considerable en el análisis de pórticos sujetos a desplazamientos late- 
rales; sin embargo, las cargas mayoradas pueden separarse en efectos gravitacionales y en efectos 
de desplazamiento lateral, según se requiera, y se pueden adelantar análisis separados para cada 
uno de ellos. 

Es importante anotar que para pórticos no arriostrados contra desplazamiento lateral, las 
vigas deben diseñarsepara los momentos amplificados totales en los extremos de los elementos a com- 
presión que llegan a las uniones. Aunque las columnas sean muy rígidas, en caso de que se formen 
rótulas plásticas en las vigas de restricción adyacentes a las uniones, la longitud efectiva de la co- 
lumna aumentaría considerablemente y las cargas críticas de las columnas se reducirían en forma 
apreciable. 

La selección de cuál de los tres métodos alternos se debe utilizar para calcular 6 f l s  depende 
del nivel deseado de precisión y de las herramientas analíticas disponibles. 

Los análisis de segundo orden (discutidos con más detalle en la sección 9.8) son el método 
más preciso para estimar los momentos por desplazamiento lateral amplificados pero exigen la 
utilización de técnicas más sofisticadas. Si el diseñador cuenta con estas capacidades, el esfuerzo 
adicional involucrado debe redundar en un mejor diseño. La segunda alternativa, la ecuación (9.19), 
es en la mayoría de los casos la más fácil de utilizar debido a que se emplea análisis matricial en 
prácticamente todos los pórticos para determinar las fuerzas en los elementos bajo cargas 
gravitacionales y laterales. Este tipo de análisis genera en forma automática los valores de A,, las 
deflexiones relativas de primer orden para un piso, permitiendo así calcular el valor de Q para cada 
piso de la estructura. La tercera alternativa, la ecuación (9.20), proviene de versiones anteriores 
del Código ACI con modificaciones menores. Como se demuestra en el siguiente ejemplo, 10s 
cálculos que utiliza la ecuación (9.20) son más tediosos que los requeridos con la ecuación (9.19) 
pero no requieren el conocimiento de A,. El Código limita la aplicación de la ecuación (9.19) a 
valores de 6, r 1.5. Para 6, > 1.5, la aplicación de la ecuación (9.20) es obligatoria si no se tiene 
disponible la capacidad para adelantar análisis de segundo orden. 

Ejemplo 9.2. Diseño de una columna esbelta en pórticos no arriostrados. Considere ahora que el 
pórtico del edificio de concreto del ejemplo 9.1 n o  está arriostrado en el plano mostrado, al quitar 10s 
núcleos de las escaleras y ascensores descritos anteriormente. Se lleva a cabo una evaluación inicial 
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con las mismas dimensiones y refuerzo de elementos dados en el ejemplo 9.1. El refuerzo de las co- 
lumnas interiores de 18 x 18 pulg, de la figura 9.15, está conformado por cuatro barras No. 10 en las 
esquinas y cuatro barras No. 9 en el centro de cada lado. El refuerzo para las columnas exteriores de 
16 x 16 pulg, está conformado por ocho barras No. 8 distribuidas de manera similar que el refuerzo 
longitudinal que se aprecia en la figura 9.15. El edificio estará sometido a cargas gravitacionales muer- 
tas y vivas y a cargas horizontales de viento. Un análisis elástico de primer orden adelantado para el 
pórtico con las cargas de servicio (todos los factores de carga = 1.0) y utilizando los valores de E e 1 
definidos en la sección 9.5 da los siguientes resultados para el tercer piso: 

Cols. A3 v F3 Cols. B3 v E3 Cols. C3 v 0 3  

Pmuerta 115 klb 
l'viva 90 klb 
'viento +-30 klb 
Vviento 5.5 klb 
M2, muerta 
M2, viva 
M2, viento 
MI, muerta 
M,, viva 
M,, viento 

230 klb 230 klb 
173 klb 173 klb 

+18 klb +6 klb 
11 klb 11 klb 

2 klb-pie 
100 klb-pie 

284 klb-pie 
-2 klb-pie 

100 klb-pie 
+70 klb-pie 

La deflexión lateral relativa para el tercer piso para el cortante total de viento Vviento = 55 klb es 0.76 
pulg. 

Debe diseñarse la columna C3 para la condición crítica de carga, utilizando f,' = 4000 lb/pulg2 
y fy = 60,000 lb/pulg2 como antes. 

Solución. Las dimensiones de la columna y el refuerzo deben satisfacer los requisitos para cada una de 
las tres combinaciones de carga indicadas anteriormente. 

En primer lugar, se realiza una verificación para ver si se requiere un análisis de pórtico no 
arriostrado. El cortante mayorado es V,= 0.75 x 1.7 x Vviento = 0.75 x 1.7 x 55 = 70.1 klb. La 
deflexión correspondiente es A. = 0.75 x 1.7 x 0.76 = 0.97 pulg. La fuerza axial total mayorada en el 
piso se obtiene utilizando la tabla de cargas. 

Columnas A3 y F3: P, = 0.75(1.4 x 115 + 1.7 x 90) = 236 klb 
Columnas B3, C3,D3 y E3: P, = 0.75(1.4 x 230 + 1.7 X 173) = 462 klb 

Observe que en este caso no se consideran los valores de Pviento en las columnas debido a que éstos se 
cancelan entre sí al considerar el piso en su totalidad. Así,-=, = 2 x 236 + 4 x 462 = 2320 klb y el 
índice de estabilidad es 

debido a que Q > 0.05, se requiere el análisis de pórtico no arriostrado para este piso. 
a. Sólo cargas gravitacionales. Todas las columnas de pórticos no arriostrados deben consi- 

derarse inicialmente como columnas arriostradas sometidas a cargas gravitacionales solas, es decir, 
para U = 1.40 + 1.7L. Esta verificación ya se realizó para la columna C3 en el ejemplo 9.1. 

b. Cargas gravitacionales más cargas de viento. Cuando se incluyen los efectos del viento 
deben tenerse en cuenta dos combinaciones de carga: U = 0.75(1.4D + 1.7L + 1.7W) y U = 0.9D + 
1.3W. La combinación U = 0.9D + 1.3W es muy poco probable que controle en este caso puesto que 
para la columna C3 las fuerzas de levantamiento generadas por el viento son muy pequeñas en compa- 
ración con la carga muerta. Por tanto, esta condición no se incluirá más. A partir del ejemplo 9.1, va = 
q!~ - 2.17. Con referencia al nomograma de la figura 9.13b, el factor de longitud efectiva para un 4 : 
portico no arriostrado es k = 1.64 y 

kl, - 1.64 X 13 x 12 = 47.4 - - 
r 0.3 X 18 
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Este valor está muy por encima del valor límite de 22 para un comportamiento de columna corta en un 
pórtico no arriostrado (esto no es sorprendente ya que k1,lr = 25.1 para la columna C3 en la condición 
arriostrada). Para el análisis de pórticos con desplazamiento lateral las cargas deben separarse en 
cargas gravitacionales y en aquellas que producen desplazamiento lateral, y además deben calcularse 
los factores de amplificación apropiados para aplicarse a los momentos de desplazamiento lateral. Los 
momentos mayorados en los extremos que generan las cargas que no producen desplazamiento lateral 
sobre la columna C3: 

MI,  = 0.75[1.4 x (-2) + 1.7 x 1001 = 125 klb-pie 
M,, = 0.75(1.4 x 2 + 1.7 x 108) = 140 klb-pie 

Los efectos del desplazamiento lateral producen una amplificación de los momentos 

Mh = 0.75[1.7 x (-70)] = -89 klb-pie 
M& = 0.75(1.7 x 84) = 107 klb-pie 

Para efectos comparativos se calculan ahora los momentos amplificados por desplazamiento lateral 
con base en Q (ecuación 9.19) y X?',/WC (ecuación 9.20). 

Utilizando la ecuación (9.19), 

M18 - -89 - - 110 klb-pie &Mls = - - - - 
1 - Q  1-0.19 

6 , ~ ~  = - - - - lo7 - - 132 klb-pie 
1 - Q  0.81 

Para utilizar la ecuación (9.20) deben calcularse las cargas críticas para cada una de las columnas 
de la manera siguiente. Para las columnas A3 y F3, 

Columnas: I = 0.71g = 0.7 x 16 x 163/12 = 3823 pul& 
y I/lc = 3823/(14 x 12) = 22.8 pulg3 

Vigas: I = 4838 pul& y I/lc = 16.8 pulg3 

En este caso los factores de restricción rotacional, con dos columnas y una viga que llegan a la unión son 

que con referencia al nomograma para pórticos no arriostrados, arroja un valor de k = 1.77. Para 
cargas de viento Bd = O. Debido a que el refuerzo ya ha sido seleccionado inicialmente para una 
columna, se calculará el valor de E I  mediante la ecuación (9.15). 

Entonces la carga crítica es 

Para las columnas B3, C3,D3 y E3, a partir de los cálculos previos para la columna C3, k = 1.64 en el 
caso de carga que incluye desplazamientos laterales. Para estas columnas, 

Así, para todas las columnas en este nivel de la estructura 

W, = 2 x 1150 + 4 x 2020 = 10,380 klb 
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y, finalmente, los momentos amplificados para el caso de desplazamiento lateral tanto para la parte 
superior como para la inferior de la columna C3 son 

M1s - - - 89 
SsM - '" 1 - xPu/0.75xPc 1 - 2320/(0.75 X 10,380) 

= - 127 kib-pie 

&M2, = Mzp - - 'O7 = 152 klb-pie 
1-ZPu/0.75ZPc 1-0.298 

Los valores de 6fis son considerablemente mayores con base en XPuEPc que cuando están basados 
en Q (152 klb-pie versus 132 klb-pie para d$f,,), lo cual confirma la naturaleza conservadora del 
método de amplificación de momentos basado en la ecuación (9.20). El diseño continúa utilizando el 
valor menos conservador de 6S/Is 

Los momentos amplificados totales son: 

M, = 125 - 110 = 15 klb-pie 
M, = 140 + 132 = 272 klb-pie 

que se combinan con una carga axial mayorada de P, = 469 klb (incluyendo ahora 0.75 x 1.7 Pvient0). 
Con referencia al gráfico A.7 con los parámetros de la columna 

se observa que p = 0.030. Este valor es ligeramente superior que el valor de 0.026 requerido para la 
g 

columna C3 en un pórtico arriostrado. El área de acero requerida de 

A,, = 0.03 x 324 = 9.72 pulg2 

se suministrará con ocho barras No. 10 distribuidas como aparece en la figura 9.16. El espaciamiento 
de los flejes No. 3 no debe exceder la menor dimensión de la columna: 48 diámetros del fleje o 16 
diámetros de la barra principal. El segundo criterio controla en este caso y se utilizarán flejes No. 3 
espaciados a 18 pulgadas con la distribución expuesta en la figura 9.16. 

8 barras No. 10 

Flejes No. 3 a 18" 
FIGURA 9.15 
Sección transversal de la columna C3 en el ejemplo 9.2 

Para completar el diseño se requieren dos verificaciones adicionales. En primer lugar, de acuer- 
do con la ecuación (9.21), debe calcularse un momento amplificado mayor utilizando los valores de MI 
y M,, y las ecuaciones (9.11), (9.13) y (9.9) si Z,/r >35/ ,/m. En este caso, l,/r = 13 x 12 t (0.3 x 
18) = 29 en comparación con 35/,/469/(4 x 324) = 58, lo que indica que el análisis y el diseño realiza- 
dos son satisfactorios. 

En segundo lugar se requiere una verificación para proteger de una inestabilidad lateral a la 
totalidad del piso sometido a cargas gravitacionales. Cuando se utiliza Q para calcular 6$fs, Q no debe 
exceder 0.60. En esta verificación, los momentos de inercia utilizados en el cálculo de A, para usar en 
la ecuación (9.10) deben dividirse por 1 + pd, con pd igual a la relación de la carga axial mayorada 
sostenida y la carga axial mayorada total; XP, debe calcularse con base en 1.40 + 1.7L. Esta verifica- 
ción se satisface sin cálculos adicionales, si el valor de Q a partir de la ecuación (9.10) no es mayor que 
0.20. Con base en la ecuación (9.10), debido a que Q resulta igual a 0.19, el tercer piso cumple con la 
verificación de estabilidad. 
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ANÁLISIS DE SEGUNDO ORDEN PARA EFECTOS DE ESBELTEZ 

De acuerdo con los ejemplos anteriores es evidente que, aunque el método de amplificación de 
momentos del Código ACI funciona suficientemente bien para pórticos arriostrados, su aplicación 
a pórticos no arriostrados es complicada puesto que permite muchas posibilidades de error, espe- 
cialmente cuando se utiliza la ecuación (9.20) para calcular d p s .  

Con la actual disponibilidad de computadores en las oficinas de diseño y a causa de la cre- 
ciente complejidad del método de amplificación de momentos, resulta cada vez más ventajoso 
aplicar los análisis racionales de segundo orden para pórticos, o análisis PA, en los cuales el efecto 
de la deflexión lateral sobre los momentos, sobre las fuerzas axiales y, a su vez, sobre las deflexiones 
laterales, se calcula en forma directa. Los momentos y las deflexiones resultantes incluyen los efec- 
tos de esbeltez y, por consiguiente, el problema es estrictamente no lineal. 

El Código ACI 10.10.1 estimula la utilización del análisis de segundo orden en particular para 
pórticos no arriostrados (Código ACI 10.13.4.1). El Código ACI 10.11.5 exige un análisis de segun- 
do orden para todos los elementos a compresión con k1,lr mayor que 100. Según el Código, estos 
estudios "deben basarse en las fuerzas y momentos mayorados a partir de un análisis de segundo 
orden considerando la no linealidad del material y la fisuración, al igual que los efectos de la curva- 
tura del elemento y de la deriva lateral, la duración de las cargas, la retracción de fraguado y el flujo 
plástico y la interacción con la cimentación". Las dimensiones de los elementos que se utilicen en el 
análisis de segundo orden deben estar dentro del 10 por ciento de las dimensiones finales, de lo 
contrario el pórtico debe analizarse de nuevo. El Código ACI 10.10.1 exige que el procedimiento 
para el análisis de segundo orden debe proporcionar una estimación de la resistencia que esté 
"esencialmente de acuerdo" con ensayos de resultados de columnas de concreto reforzado para 
pórticos estáticamente indeterminados. El comentario del ACI 10.10.1 sugiere que una estimación 
dentro del 15 por ciento de los resultados de los ensayos puede considerarse satisfactoria. También 
sugiere que se utilice un factor de reducción de rigidez q5k de 0.80 para mantener la consistencia 
con los análisis de segundo orden para pórticos no arriostrados descritos en la sección 10.13.4.1. 

Tratar de satisfacer todos los requisitos del Código ACI 10.10.1 elemento por elemento resul- 
taría altamente ineficiente. Tal como lo anota la referencia 9.14, el requisito clave para los valores 
de EI para los análisis de pórticos de segundo orden, consiste en que éste sea representativo de la 
rigidez del elemento justo antes de la falla. Los valores de E e I de la sección 9.5 (Código ACI 
10.11.1) cumplen este requisito e incluyen un factor de reducción de resistencia de 0.875 (ver la 
referencia 9.14). Los valores del factor de reducción de resistencia y del momento de inercia de la 
sección 9.5 son mayores que el factor 0.75 de las ecuaciones (9.12) y (9.19) y los valores efectivos de 
I en la ecuación (9.15) y (9.16), respectivamente, debido a la baja variabilidad inherente en la 
rigidez total del pórtico en comparación con aquélla de un elemento aislado individual. El Código 
ACI 10.13.4 autoriza el uso de E e I a partir de la sección (9.5) en análisis de segundo orden para 
determinar los momentos por desplazamiento lateral amplificados. 

Un análisis racional de segundo orden genera una mejor aproximación a los momentos y a las 
fuerzas reales que el método de la amplificación de momentos. Las diferencias son particularmen- 
te significativas para pórticos irregulares, para pórticos sujetos a fuerzas que producen desplaza- 
mientos laterales significativos o para pórticos poco arriostrados. Con este método pueden obtenerse 
economías importantes en el diseño. 

En la literatura se describen diversos métodos prácticos para realizar análisis completos de 
segundo orden (ver las referencias 9.3, 9.15, 9.16, 9.17 y 9.18 apenas para nombrar algunas), y 
comercialmente se encuentran programas con el propósito general de realizar análisis completos 
no lineales incluyendo los efectos de desplazamiento lateral. Sin embargo, los programas de análi- 
sis de primer orden existentes pueden modificarse para producir resultados aceptables. Esto exige 
una metodología iterativa que puede resumirse como se explica a continuación. 



304 DISENO DE ESTRUCnrRAs DE CONCRETO 

iS4'u piso 

Columna ' ' -̂ " 

e r  . 3 - piso 

1s aei S=' PISO 

Columnas del 2 O  piso / . /  
Columnas del 1 piso 1- 1- __ c_ 

A- nh 

FIGURA 9.17 
Bases para un análisis iterativo PA: (a) cargas verticales y laterales sobre un pórtico rectangular; 
(b) fuerzas laterales reales H y fuerzas ficticias asociadas al desplazamiento lateral dH; (c) pórtico 
de tres pisos sometido a fuerzas asociadas al desplazamiento (adaptada de la referencia 9.15). 

La figura 9.17~ presenta un pórtico simple sometido a cargas laterales H y a cargas verticales 
P. La deflexión lateral A se calcula mediante un análisis corriente de primer orden. A medida que 
el pórtico se desplaza lateralmente, los momentos en los extremos de las columnas deben equili- 
brar las cargas laterales y un momento igual a (=)A: 

donde A es la deflexión lateral en la parte superior del pórtico con respecto a la inferior y 2 es la 
suma de las fuerzas verticales que actúan. El momento WA en determinado piso puede represen- 
tarse por fuerzas cortantes equivalentes (W)Allc, donde 1, es la altura del piso, como en la figura 
9.17b. Estos cortantes producen un momento de volcamiento igual al de las cargas P que actúan 
con un desplazamiento A. 

La figura 9.17~ muestra los cortantes de piso que actúan en un pórtico de tres pisos. La suma 
algebraica de los cortantes de piso generados por las columnas encima y debajo en determinada 
planta, corresponden de hecho a una fuerza asociada al desplazamiento dH que actúa sobre ese 
nivel. Por ejemplo, en la segunda planta la fuerza asociada al desplazamiento es 

Las fuerzas asociadas al desplazamiento deben sumarse a las fuerzas laterales aplicadas H para 
cualquier nivel de piso y la estructura debe entonces analizarse de nuevo, obteniéndose así nuevas 
deflexiones y momentos incrementados. Si las deflexiones laterales aumentan de manera significa- 
tiva (por ejemplo, en más del cinco por ciento), deben calcularse nuevas fuerzas de desplazamiento 
dH y volver a analizar la estructura para la suma de las fuerzas laterales aplicadas y las nuevas 
fuerzas de desplazamiento. Se continúan las iteraciones hasta que los cambios sean insignificantes. 
Por lo general, uno o dos ciclos de iteraciones son suficientes para estructuras de rigidez lateral 
razonable (ver la referencia 9.3). 
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La referencia 9.15 señala que se debe realizar una corrección en el análisis para tener en 
cuenta las diferencias de forma entre el diagrama de momentos PA, que tiene la misma forma de la 
columna deflectada, y el diagrama de momentos asociado con las fuerzas PAll, que es lineal entre 
los nudos en los extremos de las columnas. El área del diagrama de momentos PA real es mayor 
que el de la representación lineal equivalente y, en consecuencia, las deflexiones laterales serán 
mayores; esta diferencia variará según la rigidez relativa de la columna y las vigas que llegan hasta 
los nudos. En la referencia 9.15 se sugiere que esta deflexión aumentada puede tenerse en cuenta 
tomando las fuerzas de desplazamiento dH un 15 por ciento mayores que los valores calculados en 
cada iteración. 

La precisión de los resultados de un análisis PA depende de manera importante de los valores 
de rigidez utilizados para los elementos, de las rotaciones de la cimentación, si existen, y de los 
efectos del flujo plástico del concreto. Con relación a los efectos del flujo plástico, las cargas late- 
rales que producen desplazamientos significativos a menudo son cargas de viento o cargas sísmicas 
de corta duración, de manera que los efectos del flujo plástico son mínimos. En general, no se 
recomienda la utilización de pórticos no arriostrados para resistir cargas laterales sostenidas, es 
decir, generadas por presiones de tierra o de líquidos y, en tales casos, sería preferible incluir 
muros de corte u otros elementos para sostener estas cargas. 
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PROBLEMAS 
9.1. L; columna de 15 x 15 pulg que aparece en la figura P9.1 debe extenderse desde el nivel de las zapatas 

hasta el segundo piso de un pórtico arriostrado con una longitud no soportada de 20.5 pies. Los requi- 
sitos de exposición exterior exigen un recubrimiento libre de 2 pulg para el acero más exterior. El 
análisis indica que la condición crítica de carga genera las siguientes cargas de servicio: (a) de las cargas 
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muertas, P = 150 klb, Msup. = 29 klb-pie, Minf = 14.5 klb-pie; (b) de las cargas vivas, P = 90 klb, Mmp = 
50 klb-pie, M,f = 25 klb-pie, con la columna deflectada en curvatura doble como aparece. El factor k 
de longitud efectiva determinado a partir de cálculos preliminares es 0.90 utilizando la figura 9 . 1 3 ~ .  
Las resistencias de los materiales son f: = 4000 lb/pulg2 y fy  = 60,000 lb/pulg2. Según el método de 
amplificación de momentos del Código ACI, determine si la columna es adecuada para resistir estas 
cargas. 

P 

n *su,I 

1, = 20.5' 

Recubrimiento libre 2" 

(a) 

9.2. La estructura de la figura P9.2a tiene proyectadas unas columnas esbeltas en el lado izquierdo; está 
totalmente arriostrada mediante muros de cortante a la derecha. Todas las columnas son de 16 x 16 
pulg, como aparece en la figura P9.2b, y todas las vigas son de 24 x 18 pulg con una losa monolítica de 
piso de 6 pulg como aparece en la figura P9.2~.  Los cálculos preliminares realizados exigen la coloca- 
ción del refuerzo en la columna como aparece en la figura. Análisis con distribuciones alternativas de 
carga indican que la condición crítica para la columna AB, corresponde a una deflexión en curvatura 
simple, y las siguientes cargas axiales y momentos de servicio: por carga muerta, P = 139 klb, Msup. = 61 
klb-pie, Ma = 41 klb-pie; por carga viva, P = 93 klb, M,, = 41 klb-pie, Mid = 27 klb-pie. Las resisten- 

La columna propuesta, reforzada cias de los materiales son, f: = 4000 lb/pulg2 y fy = 60,080 lbipulg . i 
como aparece, es suficiente para esta condición de carga? Utilice la ecuación (9.16) para calcular E1 de 
la columna. 

Muro estructural 

Flejes 
6 No. 11 , (No.3 

Recubrimiento libre 1; 

( b) 

FIGURA P9.2 
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9.3. Refine los cálculos del problema 9.2 utilizando la ecuación (9.15) para calcular el E1 de la columna. 
Suponga que el refuerzo es aproximadamente el del problema 9.2. Explique sus resultados. 

9.4. Una columna interior en un pórtico arriostrado tiene una longitud no soportada de 20 pies y sostiene 
las siguientes fuerzas y momentos causados por cargas de servicio: (a) por cargas muertas, P = 180 Mb, 
Msup = 28 klb-pie, Mi& = -28 klb-pie; (b) por cargas vivas, P = 220 Mb, M N p  = 112 klb-pie, Mi& = 112 
klb-pie, donde los signos de los momentos representan doble curvatura para carga muerta y curvatura; 
sencilla para carga viva. Los factores de restricción a la rotación en las partes superior einferioi pue- 
den tomarse iguales a 1.0. Diseñe una columna cuadrada con flejes para resistir las anteriores cargas 
con una cuantía de refuerzo aproximada de 0.02. Utilice f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. 

9.5. La figura P9.5 presenta los primeros tres pisos de un edificio. El pórtico resistente a cargas laterales 
está conformado por columnas exteriores de 20 x 20 pulgadas, columnas interiores de 24 x 24 pulga- 
das y vigas de 36 pulgadas de ancho por 24 pulgadas de espesor. La altura de la columna medida centro 
a centro es de 16 pies. Para las columnas del segundo piso, las cargas muerta y viva gravitacionales de 
servicio y las cargas de viento horizontales basadas en un análisis elástico de primer orden al pórtico 
son las siguientes: 

Cols. A2 v E2 

'muerta 348 klb 
Pviva 137 klb 
Pviento +19 klb 
I;iento 6.5 klb 
M4 muerta 
M4viva 
M4viento 
Ml,muerta 
M4viva 
M,,viento 

Cols. B2 v 0 2  Col. C2 

757 pie 688 pie 
307 pie 295 pie 
+9 pie O pie 

13.5 pie 13.5 pie 
31 klb-pie 

161 klb-pie 
105 klb-pie 
-34 klb-pie 
108 klb-pie 
-98 klb-pie 

Un análisis matricial para el cortante no mayorado total debido a la fuerza de viento de 53.5 klb, utili- 
zando valores de E e 1 especificados en la sección 9.5, indica que la deflexión lateral relativa del segundo 
piso es 0.24 pulg. Qseñe las columnas B2 y 0 2  utilizando la ecuación (9.19) para calcular SPS.  Las 
resistencias de los materiales son f,' = 4000 lb/pulg2 y fy  = 60,000 lb/pulg2. 

FIGURA P9.5 

9.6. Repita el problema 9.5 utilizando la ecuación (9.20) para calcular SPS.  Comente sus resultados. 



INTRODUCCION 
La mayor parte de las fallas en el concreto reforzado ocurren, no por deficiencias en el análisis de 
la estructura o en el diseño de los elementos, sino por la atención inadecuada que se le presta al 
dyspiece del refuerzo. En muchos casos, el problema está localizado en las conexiones de los ele- 
mentos estructurales principales (ver la referencia 10.1). 

Existe una tendencia desafortunada en la práctica moderna estructural, mediante la cual el inge- 
niero confía el diseño de las uniones a una persona empleada por el fabricante de las barras de refuerzo 
para que se encargue del despiece. Con certeza, en muchos casos pueden adoptarse detalles estándares 
como los que se presentan en elACI Detailing Manual (ver la referencia 10.2), pero sólo el ingeniero de 
diseño, con la totalidad de los resultados del análisis estructural, puede tomar esta decisión. En muchos 
otros casos, los requisitos especiales para lograr una transferencia efectiva de las fuerzas exigen una 
especificación completa de los detalles en los planos de ingeniería, que incluyen configuración de los 
dobleces, puntos de corte para las barras principales y provisiones para el refuerzo suplementario. 

El requisito básico que se debe cumplir en las uniones es que todas las fuerzas existentes en 
los extremos de los elementos deben transmitirse a través de la unión a los elementos de soporte. 
Por ejemplo, se presentan estados de esfuerzos complejos en las intersecciones de vigas y columnas 
que deben reconocerse en el diseño del refuerzo. Además, se presentan discontinuidades repenti- 
nas en la dirección de las fuerzas internas y se hace necesario colocar barras de refuerzo ancladas 
en forma adecuada para resistir las tensiones resultantes. Mediante ensayos experimentales se ha 
encontrado que algunos detalles utilizados muy a menudo en las conexiones llegan a proporcionar 
apenas el 30% de la resistencia requerida (ver las referencias 10.1 y 10.3). 

En años recientes, importantes investigaciones se han dirigido a establecer mejores princi- 
pios básicos para el diseño de las uniones (ver las referencias 10.4 y 10.5). Ensayos a escala real de 
uniones viga-columna han generado métodos de diseño mejorados como los descritos en 
"Recommendations for Design of Beam-Column Joints in Monolithic Reinforced Concrete 
Structures", publicado por el ACI Committee 352 (ver la referencia 10.6). Aunque éstos no forman 
parte del Código ACI, tales recomendaciones suministran una base para el diseño seguro de las 
uniones viga-columna, tanto para construcciones corrientes como para edificios sometidos a fuerza 
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sísmica. Otros ensayos ofrecen valiosas aclaraciones para la comprensión del comportamiento de 
las uniones entre vigas secundarias y vigas principales de las uniones entre muros y de otras confi- 
guraciones de uniones, generando así una base sólida para el diseño. 

El sentido práctico en el diseño de la unión no debe pasarse por alto. El refuerzo de la viga 
que penetra en una unión viga-columna debe pasar por el lado de las barras verticales de la colum- 
na y la consideración oportuna de este hecho en la sección de los anchos de los elementos, de los 
tamaños de las barras y del espaciamiento, puede evitar atrasos muy costosos en la obra. Asimismo, 
el acero de una viga secundaria y el acero de una viga principal que se intersectan en ángulo recto 
en una típica unión viga secundaria-viga principal-columna, no pueden estar en el mismo plano 
horizontal al entrar en la unión. La figura 10.1 presenta una ilustración extrema de la congestión de 
las barras de refuerzo en una intersección como la anterior. El vaciado del concreto en una región 
como ésta es difícil en el mejor de los casos. 

La mayor parte de este capítulo se relaciona con el diseño de las uniones en estructuras 
monolíticas típicas que constan de pórticos continuos diseñados según los requisitos de resistencia 
del Código ACI para cargas gravitacionales o normales de viento. Las uniones que sirven de conexión 
a elementos que deben mantener su resistencia ante inversiones de deformaciones en el intervalo 
inelástico, como en el caso de elementos sometidos a cargas sísmicas o de vientos muy fuertes, repre- 
sentan una categoría diferente y no se tratarán aquí (ver la referencia 10.6). Las ménsulas y cornisas, 
aunque son más frecuentes en ediñcios prefabricados que en constmcciones monolíticas, tienen ca- 
racterísticas comunes con las uniones monolíticas y se cubrirán en el presente capítulo. 

UNIONES VIGA-COLUMNA (NUDOS) 
Una unión viga-columna se define como la porción de la columna dentro de la altura de las vigas 
que se unen hasta ella. Anteriormente, el diseño de las uniones monolíticas se limitaba a proveer el 

FIGURA 10.1 
Congestión del 
viga principal. 

una 
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anclaje adecuado para el refuerzo de los elementos. Sin embargo, la creciente utilización del con- 
creto de alta resistencia que genera elementos con secciones transversales más pequeñas, y la uti- 
lización de barras de refuerzo con diámetros mayores, exigen ahora una mayor atención al diseño 
y al despiece de las uniones. Aunque el Código ACI proporciona muy poca orientación a este 
respecto, la publicación "Recommendations for Design of Beam-Column Joints in Monolithic 
Structures" del ACI Committee 352 (ver la referencia 10.6), ofrece los fundamentos para el diseño 
de las uniones tanto para estructuras corrientes como para estructuras que deben resistir cargas 
cíclicas considerables en el intervalo inelástico. 

a. Clasificación de las uniones 
La referencia 10.6 clasifica las uniones estructurales en dos categorías. La tipo 1 que conecta ele- 
mentos en estructuras corrientes diseñadas con base en la resistencia, según la parte fundamental 
del Código ACI, para resistir cargas gravitacionales y normales de viento. Otra tipo 2 que conecta 
aquellos elementos proyectados para mantener la resistencia cuando se invierten las deformacio- 
nes dentro del intervalo inelástico, como elementos de una estructura diseñada para movimientos 
sísmicos, para cargas de viento muy grandes o para efectos de explosiones. En el presente capítulo 
se tendrán en cuenta únicamente las uniones del primer tipo. 

La figura 10.2 ilustra una unión interior típica en un pórtico monolítico de concreto reforzado, 
donde las vigas 1 y 2 empatan en caras opuestas de la columna, y las vigas 3 y 4 empatan en las caras 
de la columna en dirección perpendicular. Una unión exterior incluiría las vigas 1,2 y 3 o, en algunos 
casos, sólo las vigas 1 y 2. Una unión de esquina incluiría solamente las vigas 1 y 3, y, de manera 
ocasional, apenas una sola viga, por ejemplo la viga 1. Como se señala, una unión puede tener vigas 
que empatan desde dos direcciones perpendiculares, pero para propósitos de análisis y diseño cada 
dirección puede considerarse en forma independiente. 

b. Cargas en los nudos y fuerzas resultantes 
Los nudos deben diseñarse para resistir las fuerzas que las vigas y las columnas les transfieren 
incluyendo cargas axiales, flexión, torsión y cortante. La figura 10.3~ ilustra las cargas que actúan 
en el diagrama de cuerpo libre de un nudo en una unión común de un pórtico sometido a cargas 
gravitacionales con momentos MI y M2, que actúan en caras opuestas y en sentidos contrarios. En 
general, estos momentos no serán iguales y su diferencia se equilibrará por la suma de los momen- 
tos en las columnasM3 y M,. La figura 10.3b presenta las fuerzas resultantes que deben transmitirse 
a través del nudo. De manera similar, la figura 10.4~ expone las cargas en un nudo de una estructu- 
ra sometida a cargas que producen desplazamiento lateral. Las fuerzas correspondientes en el 
nudo son las de la figura 10.4b. Sólo para cargas laterales muy grandes, como las producidas por 
fuerzas sísmicas, los momentos en las caras opuestas del nudo actuarían en el mismo sentido, como 
se ilustra en la figura 10.5, generando cortantes horizontales muy grandes dentro del nudo. 

Columna 7 

FIGURA 10.2 
Unión monolítica interior típica entre vigas y columna. 
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FIGURAS 10.3 
Cargas en el nudo y fuerzas resultantes de cargas gravitacionales: (a )  fuerzas 
y momentos en el diagrama de cuerpo libre del nudo; (b)  fuerzas internas 

' 4 resultantes. 

De acuerdo con las recomendaciones del ACI Committee 352, las fuerzas que deben incluirse 
en el diseño de nudo no son las determinadas a partir del análisis convencional de pórtico; en lugar de 
esto, éstas se calculan con base en las resistencias nominales de los elementos. En el contacto entre una 
viga subreforzada común y la cara de la columna, la fuerza de tensión en la parte superior de la viga 
generada por el refuerzo para momento negativo se toma como T =As& y la fuerza de compresión 
es C = T. El momento de diseno aplicado en la cara del nudo es el correspondiente a estas fuerzas 
máximas, M, = M, = A  f (d - a/2), en lugar del generado por el análisis global de pórtico. Observe 

S Y 
que el coeficiente de reducción de resistencia usual $ no sería conservador en este caso porque redu- 
ciría las fuerzas de diseño del nudo; por tanto, no se incluye dicho valor en estos cálculos. 

Una vez que se aplican los momentos determinados de esta manera a cada una de las caras 
del nudo, las fuerzas correspondientes de columna para el diseño de la unión son las que se requie- 
ren para mantener el nudo en equilibrio. Para ilustrar lo anterior, los cortantes de la columna V3 y 
V4 de las figuras 10.3a y 10.4a se calculan con base en el diagrama de cuerpo libre de la columna 
entre puntos de inflexión, como en la figura 10.5. Los puntos de inflexión pueden suponerse gene- 
ralmente en la mitad de la altura de la columna, como se ilustra. 

T2- 
FIGURA 10.4 
Cargas en el nudo y fuerzas resultantes de cargas laterales: (a )  fuerzas y momentos 

(b) en el diagrama de cuerpo libre del nudo; (b )  fuerzas internas resultantes. 
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I N4 

FIGURA 10.5 
Diagrama de cuerpo libre de una columna interior y del nudo. 

c. Resistencia a cortante de un nudo 
Un nudo sometido a las fuerzas expuestas en las figuras 10.3b ó 10.4b desarrollará un patrón de 
agrietamiento diagonal ocasionado por los esfuerzos de tensión diagonal que, a su vez, resultan de 
las fuerzas normales y cortantes que se indican. El método usado por el ACI Committee 352 con- 
siste en limitar la fuerza cortante en un plano horizontal a través del nudo a un valor establecido 
mediante ensayos. La base para el diseño es 

donde V, es la fuerza cortante aplicada, Vn es la resistencia nominal- a cortante del nudo y @ se toma 
igual a 0.85. 

La fuerza cortante V, debe calcularse en un plano horizontal a la mitad de la altura de la 
unión, como el plano a-a de la figura 10.3b o el plano b-b de la figura 10.4b, sumando las fuerzas 
horizontales que actúan en el nudo por encima de este plano. Por ejemplo, en la figura 10.3b, el 
cortante en el nudo en el plano a-a es 

V, = TI - T 2 - v 3  

y en la figura 10.4b, el cortante en el nudo en el plano b-b es 

La resistencia nominal a cortante Vn la determina la ecuación 

donde bj es el ancho efectivo del nudo en pulgadas, h es el espesor en pulgadas de la columna en 
dirección de la carga que se analiza y f i  se expresa en unidades de lb/pulg2. El valor de fi utiliza- 
do en la ecuación (10.2) no debe tomarse mayor que 6000 lb/pulg2 aunque la resistencia real pueda 
ser mayor, como consecuencia de la deficiente información experimental relacionada con las co- 
nexiones en los casos que se utiliza concreto de alta resistencia. 

El coeficiente y de la ecuación (10.2) depende del confinamiento de nudo proporcionado por 
las vigas que llegan hasta él, de la siguiente manera: 

Unión interior y = 24 
Unión exterior y = 20 
Unión de esquina y = 15 
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Las definiciones de las uniones interior, exterior y de esquina se expusieron en la sección 
10.2a y aparecen en la figura 10.2. Sin embargo, existen las siguientes restricciones que deben 
aplicarse cuando el propósito sea determinar el valor de y: 

1. Una unión interior tiene vigas que llegan desde los cuatro lados del nudo. Sin embargo, para que se 
clasifique como unión interior, las vigas deben cubrir al menos + del ancho de la columna y la 
altura total de laviga de menor altura no debe ser menor que a de la altura total de la viga mayor. 
Las uniones interiores que no satisfagan este requisito deben clasificarse como uniones exteriores. 

2. Una unión exterior tiene al menos dos vigas que empatan en caras opuestas del nudo. Sin embar- 
go, para que se clasifique como unión exterior, los anchos de las vigas en las dos caras opuestas 
del nudo deben cubrir al menos + del ancho de la columna y las alturas de estas dos vigas no 
deben ser menores que + de la altura total de la viga mayor que llega hasta el nudo. Las unio- 
nes que no satisfagan este requisito deben clasificarse como uniones de esquina. 

Para nudos en los cuales llegan vigas de dos direcciones perpendiculares, como en el caso de 
una unión interior común, el cortante horizontal debe verificarse de modo independiente en cada 
dirección. Aunque en este caso el nudo se diseña para resistir cortante en las dos direcciones, la 
unión se clasifica sólo una vez (es decir, sólo se selecciona un valor de y con base en la clasificación 
de la unión y este valor se utiliza para calcular Vn cuando se revisa la capacidad de diseño a cortante 
en cada dirección). 

Con respecto a las recomendaciones del ACI Comrnittee 352, el ancho efectivo del nudo bj 
que debe utilizarse en la ecuación (10.2) depende del ancho transversal de las vigas que llegan 
hasta la columna, al igual que del ancho transversal de la columna. Con relación al ancho de la viga 
bb, si sólo llega una viga hasta la columna en dirección de la carga, entonces bb es el mismo ancho 
de esa viga. Si existen dos vigas en dirección del cortante y cada una llega a cada cara de la columna, 
entonces bb es el promedio de los dos anchos de vigas. Con referencia a la figura 10.6a, cuando el 
ancho de la viga es menor que el de la columna, el ancho efectivo del nudo es el promedio de los 

Dirección 
de la carga 

Dirección 
de la carga 

Dirección 
(a) de la carga 

(4 

FIGURA 10.6 
Determinación del ancho efectivo b del nudo: 
( a )  unión interior; (b)  unión exterior o de esquina; 
(c) viga más ancha que la columna. 
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anchos de la viga y de la columna, pero sin exceder el ancho de la viga más la mitad de la altura h de 
la columna en cada lado de la viga. Es decir, 

Cuando la viga empata a ras con una de las caras de la columna, lo cual es común en las uniones 
exteriores, el mismo criterio resulta en un ancho efectivo del nudo de 

como aparece en la figura 10.6b. Si el ancho bb de la viga excede al de la columna (lo cual está 
permitido solamente para uniones tipo l), el ancho efectivo bj del nudo es igual al ancho b, de la 
columna, como se indica en la figura 10.6~. 

d. Confinamiento y refuerzo transversal en el nudo 
El comportamiento exitoso de una unión viga-columna depende principalmente del confinamiento 
lateral del nudo. Este confinamiento tiene dos beneficios: (a) aumenta la resistencia del núcleo de 
concreto y mejora su capacidad de deformación, y (b) evita el pandeo hacia afuera de las barras 
verticales en la columna. Éste puede proporcionarse bien sea mediante las vigas que llegan hasta el 
nudo o por flejes especiales en la columna colocados dentro de la zona de nudo. 

El confinamiento mediante vigas se ilustra en la figura 10.7. De acuerdo con las recomen- 
daciones del ACI Committee 352, si llegan vigas a las cuatro caras del nudo como en la figura 
10.7a7 el confinamiento se considera adecuado si el ancho de cada viga es por lo menos $ del 
ancho de la cara de la columna que se intersecta y si no quedan más de 4 pulgadas de la cara de 
la columna expuestas a cada lado de la viga. Cuando las vigas llegan a dos caras de la unión 
únicamente, como en la figura 10.7b, se puede suponer un confinamiento ideal en la dirección de 
las vigas si el ancho de cada una es por lo menos igual a del de la columna, y si no quedan más 
de 4 pulgadas de concreto expuestas a cada lado de las vigas. En la otra dirección debe proveerse 
refuerzo transversal para lograr el confinamiento. La presencia de una tercera viga, pero no de 
una cuarta, en la dirección perpendicular, no modifica el requisito para el refuerzo transversal 
en esa dirección. 

Según los criterios anteriores, si las vigas no proporcionan un confinamiento apropiado, debe 
suministrarse entonces refuerzo transversal. Si se requiere acero de confinamiento, éste debe cum- 
plir todos los requisitos usuales para flejes de columnas (ver la sección 8.2 del capítulo 8). También, 
deben existir al menos dos filas de flejes en el nudo entre el acero a flexión superior y el inferior de 
las vigas, y el espaciamiento vertical centro a centro de estos flejes no debe exceder 12 pulg (30 cm). 

FIGURA 10.7 
Confinamiento de nudos de concreto mediante 
vigas: (a) confinamiento en las direcciones X y Y; 
(b) confinamiento en la dirección X únicamente. 
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Si la unión viga-columna hace parte del sistema primario para resistir cargas laterales diferentes de 
las sísmicas, este espaciamiento máximo debe reducirse a 6 pulg (15 cm). 

e. Anclaje y desarrollo del refuerzo de vigas 
Para uniones interiores, el refuerzo a flexión de una viga que penetra en una cara del nudo se 
prolonga normalmente a través del nudo para convertirse en el acero a flexión para la viga que 
llega a la cara opuesta. Por consiguiente, para las situaciones de carga asociadas con las uniones de 
tipo 1, el desprendimiento del acero es poco probable y no se hacen recomendaciones especiales. 
Sin embargo, para uniones exteriores o de esquina, donde una o más vigas no continúan más allá 
del nudo, se presenta un problema de anclaje de las barras. La sección crítica para el desarrollo de 
resistencia a fluencia del acero de la viga está en la cara de la columna. Las dimensiones de la 
columna rara vez permiten el desarrollo del acero que entra en la unión considerando únicamente 
empotramiento en línea recta y, por lo general, se requieren ganchos para el refuerzo negativo de 
la viga. Se utilizan ganchos a 90" que se extienden hacia y más allá de la mitad del ancho del nudo. 
Si las barras inferiores que llegan a la unión necesitan desarrollar su resistencia A, fy en la cara de 
la unión, como se requiere en vigas que forman parte del sistema primario de resistencia a cargas 
laterales, también deberán tener ganchos a 90°, en este caso doblados hacia arriba para extenderse 
hacia la mitad de la altura del nudo. Los requisitos del capítulo 5 para el desarrollo de las barras 
con ganchos son aplicables en ambos casos, incluyendo los factores de modificación por recubri- 
miento de concreto y por confinamiento mediante flejes o estribos. 

Ejemplo 10.1. Diseíío de una unión exterior tipo 1. La unión exterior de la figura 10.8 forma parte de un 
pórtico de concreto reforzado, continuo y monolítico, diseñado para resistir sólo cargas gravitacionales. 
Las dimensiones b x h de la sección del elemento y el refuerzo son los que se ilustran. La altura entre pisos 
del pórtico es de 12 pies. Las resistencias de los materiales son f,' = 4000 lb/pulg2 y f = 60,000 lb/pulg2. Y 
Diseñe la unión siguiendo las recomendaciones del informe del ACI Cornmittee 352. 

Solución. En primer lugar debe realizarse un diagrama cuidadoso de la geometría de la unión para 
garantizar que las barras de las vigas y de las columnas no interfieran entre sí y que el vaciado y la 
vibración del concreto puedan llevarse a cabo. En este caso, la disposición de las barras se simplifica 
en forma significativa si se establece que las columnas son 4 pulg más anchas que las vigas. El acero de 
las columnas se coloca con el recubrimiento usual de 1.5 pulg de concreto por fuera de los flejes No. 4. 

.Visas de borde 
16:' x 28" m/3 No.ll superiores 

I 1 1 2 N0.8 inferiores 

2 conjuntos 
de flejes No. 4 

\ 

l F C % n a  
2 No.7 inferiores 

,yo;:" 
Altura entre pisos 12' 

FIGURA 10.8 
Unión viga-columna exterior para el 
ejemplo 10.1: (a) vista en planta; 
(b) sección transversal a través de la viga 
de borde; (c) sección transversal a través 
de la viga normal. Observe que no se 
muestran los estribos de la viga ni los flejes 

(b) de la columna por fuera de la unión. 
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Las barras de la parte superior e inferior de la viga se ubican justo dentro de las barras más exteriores 
de la columna. La pequeña desviación necesaria para que la barra central de la parte superior de la 
viga no se cruce con las barras centrales de la columna no tiene mayor importancia. Las barras supe- 
riores de la viga de borde se disponen justo debajo de las barras superiores de la viga normal, excepto 
para la barra más exterior de borde que está por encima del gancho, como aparece en la figura 10.8b. 
Las barras inferiores penetran en el nudo a diferentes niveles sin interferencia. 

Para el refuerzo superior de borde no existen problemas de anclaje debido a que este refuerzo 
es continuo a través de la unión. Sin embargo, deben proporcionarse ganchos al acero normal superior 
de laviga para desarrollar su resistencia a la fluencia en la cara de la columna. Con referencia a la tabla 
5.3 del capítulo 5, la longitud básica de desarrollo para barras No. 10 con ganchos es 

1200db - 1200 X 1.27 
lhb = - - = 24.1 pulg 

47 J4oQo - 

Al estar dentro de las barras de la columna, las barras superiores de la viga tienen un recubrimiento 
lateral de 1.5 + 0.5 + 1.4 = 3.4 pulg. Este valor sobrepasa 2.5 pulg, de manera que puede aplicarse un 
factor de modificación de 0.7 y la longitud de desarrollo requerida con gancho es 

ldh = 24.1 X 0.7 = 16.9 pulg 

Si las barras con ganchos se llevan hacia abajo, justo dentro de los flejes de la columna, la longitud real 
de empotramiento es 20.0 - 1.5 - 0.5 = 18.0 pulg, valor que excede 16.9 pulg, de manera que se 
asegura un desarrollo adecuado. Ninguna de las vigas forma parte del sistema primario de resistencia 
a cargas laterales del pórtico, de modo que las barras inferiores pueden llevarse simplemente hasta 6 
pulg dentro de la cara del nudo e interrumpirse en este punto. 

En seguida se debe revisar la resistencia a cortante del nudo. En la dirección de las vigas de 
borde, los momentos aplicados al nudo serán aproximadamente iguales y actuarán en sentidos opues- 
tos, así que puede esperarse un cortante en el nudo muy bajo en esa dirección. Sin embargo, la viga 
normal aplicará fuerzas cortantes horizontales al nudo. Con referencia a la figura 10.9a, la cual mues- 
tra un diagrama de cuerpo libre de la mitad superior del nudo, la fuerza máxima generada por el acero 
superior de la viga es 

As& = 3.79 x 60 = 227 klb 

El momento en el nudo se calcula con base en esta fuerza de tensión. La altura efectiva de la viga 
normal es d = 24.0 - 1.5 - 0.5 - 1.2712 = 21.4 pulg y con una altura del bloque de esfuerzos a = 
A,fy/0.85 f ib ,  = 227/(0.85 x 4 x 16) = 4.17 pulg, el momento de diseno es 

Los cortantes en las columnas correspondientes a este momento en la unión se encuentran con base 
en el diagrama de cuerpo libre de la columna entre los puntos de inflexión supuestos a la mitad de la 
altura, como se muestra en la figura 10.9b: Vcol = 365112 = 30.4 klb. Entonces, sumando las fuerzas 
horizontales en el nudo por encima del plano a-a a la mitad de la altura, el cortante en el nudo en la 
dirección de la viga normal es 

Vu = 227 - 30.4 = 197 klb 

Con el propósito de calcular la resistencia a cortante del nudo, la unión puede ~Iasificarse como exte- 
rior puesto que el ancho de 16 pulg de las vigas de borde excede 4 del ancho de la columna de 15 pulg, 

12i 1 3 6 5  klb-pie 

FIGURA 10.9 
Bases para el cálculo del cortante en el ejemplo 10.1: 

Vd , (a) fuerzas horizontales en el diagrama de cuerpo libre 
( b) del nudo; (b)  diagrama de cuerpo libre de la columna 

entre puntos de inflexión. 
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y estas vigas de borde son las de mayor altura que llegan al nudo. Entonces, y = 20. El ancho efectivo 
del nudo es 

pero no debe exceder bb + h = 16 + 20 = 36 pulg, que no controla en este caso. Entonces, las resisten- 
cias a cortante nominal y de diseño del nudo son, respectivamente 

+Va = 0.85 X 455 = 387 klb 

El cortante aplicado Vu = 197 klb no excede la resistencia de diseño, de manera que el cortante es 
satisfactorio. 

Las vigas de borde suministran el confinamiento necesario en su dirección debido a que el an- 
cho de 16 pulg de estas vigas excede % del ancho de la columna y no están expuestas más de 4 pulg de 
la cara de la columna a cada lado de la viga. Sin embargo, en la dirección de la viga normal sí es 
necesario proporcionar confinamiento mediante flejes en la columna dentro del nudo. Se proveerán 
dos conjuntos de flejes No. 4, como aparece en las figuras lo.& y 10.8b. En este caso, la distancia libre 
entre barras de columna es 5.89 pulg, menor que 6 pulg, así que estrictamente no se requiere el fleje 
transversal de una sola rama. Sin embargo, éste mejora el comportamiento del nudo, ayuda a evitar el 
pandeo hacia afuera de la barra central No.11 de la columna e incrementa muy poco el costo de 
construcción, de modo que se especificará como se ilustra en la figura 10 .8~ .  Observe que un gancho a 
90" en uno de los extremos, en vez del gancho de 135" expuesto, cumpliría los requisitos para el anclaje 
de flejes del Código ACI y facilitaría la colocación del acero. 

Ejemplo 10.2. Diseño de una unión interior tipo 1. La figura 10.10 ilustra el diseño propuesto para una 
unión interior de un edificio de concreto reforzado con las dimensiones de vigas y columnas y el 
refuerzo que se indican en la figura. El pórtico del edificio debe resistir las cargas gravitacionales y las 
cargas normales de viento. Diseñe y detalle el refuerzo en el nudo. 

Solución. Puesto que la unión forma parte del sistema primario de resistencia a cargas laterales, tanto 
las barras inferiores como las superiores de las vigas se prolongan en línea recta a través de la unión 
para lograr un buen anclaje. En tales casos, es conveniente por lo general empalmar por traslapo el 
acero inferior cerca del punto de inflexión de las vigas. 

Columna de 24" x 24" 

Vigas de 14" x 28" 
4 No.10 superiores 
2 No.9 inferiores 

4 conjuntos 
de flejes No. 4 
Espaciados a 6" 

FIGURA 10.10 
Nudo interior viga-columna para el ejemplo 10.2: (a) vista 
en planta; (b) sección a través de la viga. 
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En las figuras 10.10a y 10.10b, las barras superiores e inferiores de la viga que penetran en el 
nudo en una dirección deben pasar por debajo y por encima, respectivamente, de las barras correspon- 
dientes en la dirección perpendicular. Se supone que esto se ha tenido en cuenta ajustando las alturas 
efectivas al diseñar las vigas. miesto que la columna es 10 pulg más ancha que las vigas, las barras más 
exteriores de la viga pueden pasarse por dentro de las barras de esquina de la columna sin interferen- 
cia. Se utilizan cuatro barras para el acero superior de la viga con el fin de evitar interferencia con la 
barra central de la columna. 

Inclusive la combinación de cargas de viento normales con cargas gravitacionales no debe pro- 
ducir un desbalance considerable de los momentos en las caras opuestas de esta columna interior y 
puede suponerse en forma segura que el cortante en el nudo no va a ser crítico. Sin embargo, el 
confinamiento del nudo que suministran las vigas se considera inadecuado, porque: (a) el ancho de la 
viga de 14 piilg es menor que a de la columna de 24 pulg , y (b) la cara expuesta de la columna por 
fuera de la viga es (24 - 14)/2 = 5 pulg, que excede el límite de 4 pulg. En consecuencia, deben 
adicionarse flejes transversales en la columna dentro del nudo para lograr el confinamiento. Para la 
columna cuadrada de 24 pulg, el espaciamiento entre las barras verticales excede 6 pulg, de manera 
que es necesario, de acuerdo con el Código ACI, proveer flejes para soportar las barras intermedias al 
igual que las barras de esquina. Se utilizan tres flejes para cada conjunto, como aparece en la figura 
10.10a. Puesto que la unión hace parte del sistema de resistencia a cargas laterales, el máximo 
espaciamiento vertical de estos conjuntos de flejes es 6 pulg. Cuatro conjuntos de flejes dentro del 
nudo, como se indica en la figura 10.10b, son ideales para satisfacer este requisito. 

f. Uniones con vigas anchas 
En edificios de varios pisos, con el fin de reducir la altura de construcción de cada piso y poder 
reducir así la altura total del edificio, se utilizan en algunos casos vigas anchas de poca altura. El 
diseño de las uniones para los casos en que las vigas son más anchas que las columnas, introduce 
algunos conceptos importantes que no trata la publicación del ACI Committee 352, aunque puede 
aplicarse la mayor parte de sus disposiciones. Es importante equilibrar todas las fuerzas que se 
aplican al nudo. La tensión producida por las barras superiores, para el caso usual en que el ancho 
de la viga no es mayor que el de la columna, se equilibrará con la componente horizontal de un 
puntal diagonal a compresión dentro del nudo. A su vez, la compresión diagonal en los extremos de 
este puntal está en equilibrio con la compresión en la viga y con la fuerza axial de la columna (ver 
la sección 10.3 para una descripción más completa del modelo puntal-tensor). Si las barras más 
exteriores de la viga normal pasan por fuera de la columna, como puede ocurrir en diseños con 
vigas anchas, el puntal diagonal también estará por fuera de la columna y no habrá compresión 
vertical de equilibrio en sus extremos superior e inferior. Las partes exteriores de la viga presenta- 
rán una tendencia a fallar por cortante ocasionándose así una falla prematura. 

Hay dos posibilidades para solucionar este problema. La primera requiere que todo el acero 
superior de la viga se coloque dentro del ancho de la columna y, preferiblemente, por dentro de las 
barras más exteriores de la columna. En la segunda, si las barras de la viga normal se llevan por 
fuera del nudo, pueden proporcionarse estribos verticales a través del nudo para soportar la com- 
ponente vertical de la fuerza generada por el puntal a compresión. 

En casos extremos pero no inusuales, se utilizan vigas muy anchas, varias veces más anchas 
que la columna, con una altura de la viga de apenas dos veces el espesor de la losa. En estos casos, 
un método seguro para el diseño de la unión consiste en considerar la viga ancha como una losa y 
seguir las recomendaciones para las conexiones losa-columna incluidas en el capítulo 13. 

Ejemplo 10.3. Diseño de una unión exterior tipo 1 con vigas anchas. La figura 10.11 ilustra una unión 
exterior común en el piso de una estructura con vigas anchas, diseñada para resistir cargas 
gravitacionales. En este caso, las vigas en cada una de las direcciones son 8 pulg más anchas que las 
correspondientes dimensiones de la columna. Revise la geometría propuesta y la resistencia al cortan- 
te de la unión, y diseñe el refuerzo transversal en la misma. Las resistencias de los materiales son f,' = 
4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. La altura del piso es 12 pies. 
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/ Columna de 20" x 24" 

1 : ¡ 1 fl Altura entre pisos 12' 

Viga normal 
32" x 2 0  --- 4 No. 10 superiores 
3 No. 7 inferiores 

I i i  
¡ ¡ : ! ¡ k Viaas de borde -- -- -. 

4 No. 10 superiores 
(a) 3 No. 7 inferiores 

espaciados a 12" 

FIGURA 10.11 
Nudo exterior viga-columna del ejemplo 10.3: (a) vista en planta; (b )  sección a través de Ia 
viga de borde; ( c )  sección a través de la viga normal. 

Solución. Para este caso, todo el acero superior de la viga normal se lleva hasta la parte interior del 
núcleo de la unión, terminando en ganchos a 90" en la parte exterior de la columna. El acero superior de 
las vigas de borde es continuo a través de la unión pero pasa por la parte interna del núcleo de la misma. 
En cada caso, las barras inferiores de las vigas puedeii distribuirse a lo ancho de la viga y se llevan 
únicamente 6 pulg dentro de la unión, tanto para las vigas de borde como para la normal, porque la 
unión no es parte del sistema primario de resistencia a cargas laterales. Los estribos de la viga por fuera 
del nudo, no expuestos en la figura 10.11, se llevarán por fuera de las barras inferiores más externas y se 
doblarán hacia arriba. Ellos requerirán barras horizontales de pequeño diámetro por dentro de los gan- 
chos para lograr un anclaje apropiado en los extremos superiores de sus ramas verticales. 

Si se calcula la longitud de desarrollo requerida para las barras superiores No. 10 de la viga 
normal, se obtiene 

1200db - 1200X 1.27 
lhb = - - a m - = 24.1 pulg 

Con un recubrimiento lateral muy por encima de 2.5 pulg, puede aplicarse un factor de modificación 
de 0.7 y la longitud necesaria de desarrollo con gancho es 

ldh = 24.1 X 0.7 = 16.9 pulg 

Si los ganchos se llevan hacia abajo en el plano de las barras más externas de la columna, el empotramiento 
disponible es 20.0 - 1.5 - 0.5 = 18.0 pulg, que sobrepasa el mínimo empotramiento requerido. 

Los momentos provenientes de las vigas de borde y que actúan a cada lado del nudo son 
aproximadamente iguales, de manera que no habrá problemas de cortante en esa dirección. En 
dirección de la viga normal sí debe revisarse el cortante. La fuerza de tensión aplicada por las barras 
superiores es AJ = 5.06 x 60 = 304 klb. La altura del bloque de esfuerzos a compresión con la viga 
es a =A, fy /0.8?f:bw = 3041(0.85 x 4 x 32) = 2.79 pulg, y el momento correspondiente es 

Los cortantes en la columna se basan en un diagrama de cuerpo libre equivalente al de la figura 10.9b 
y son iguales a VCol = 411112 = 34.3 klb. Así que el cortante en el nudo, a la mitad de la altura es Vu = 
304 - 34.3 = 270 klb. 



320 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

Las vigas de borde proveen confinamiento en el ancho total del nudo en su dirección y la unión 
puede clasüicarse como exterior, de modo que y = 20. En la dirección perpendicular, cuando el ancho 
de la viga excede el de la columna, el ancho b. del nudo debe tomarse igual al de la columna (24 pulg 
en este caso).  as resistencias a cortante nodnal y de diseño son respectivamente: 

Puesto que la resistencia de diseño está muy por encima del cortante aplicado de 270 klb, los requisi- 
tos de cortante se cumplen satisfactoriamente. 

De otro lado, debe suministrarse acero de confinamiento transversal en dirección de la viga 
normal, entre las barras superiores e inferiores de esta viga con un espaciamiento que no exceda 12 
pulg. Se utilizarán dos conjuntos de flejes de columna No. 4, como aparece en la figura 10.11. Además 
del aro alrededor de las barras externas, se requiere un fleje transversal de una sola rama para las 
barras centrales de la columna porque la distancia libre entre las barras de la columna excede 6 pulg 

MODELO PUNTAL-TENSOR (STRUT-AND-TIE) PARA EL COMPORTAMIENTO 
DE LAS UNIONES 

Aunque el informe del ACI Committee 352 (ver la referencia 10.6) es una contribución importante 
al diseño seguro de uniones con ciertas configuraciones estándares, las recomendaciones se basan 
principalmente en resultados de ensayos experimentales. En consecuencia, ellas deben restringirse 
a uniones cuya geometría coincide de cerca con la de las uniones ensayadas. Esto conduce a mu- 
chas limitaciones geométricas en apariencia arbitrarias y se brinda muy poca orientación para el 
diseño de uniones que no cumplen estas restricciones. Como ilustración de lo anterior están las 
uniones de vigas anchas analizadas en la sección 10.2f. Tales uniones se mencionan apenas de ma- 
nera muy breve en el informe. 

Existen buenos modelos físicos para estudiar muchos aspectos del comportamiento del con- 
creto reforzado, por ejemplo para predecir la resistencia a la flexión de una viga o la resistencia de 
una columna cargada excéntricamente, pero las recomendaciones del Committee 352 no hacen 
evidente ningún modelo físico que permita estudiar el comportamiento de una unión. Por esta 
razón, entre otras, se ha dado cada vez mayor atención al llamado modelo puntal-tensor como base 
para el diseño de "regiones discontinuas" o "regiones perturbadas", como es el caso de las uniones 
(ver las referencias 10.7, 10.8,10.9 y 10.10). 

Las características esenciales del modelo puntal-tensor para el comportamiento de uniones 
pueden entenderse mediante la figura 10.12, que presenta una unión de un pórtico sujeto a carga 
lateral, con momentos en el sentido de las agujas del reloj generados por las vigas y equilibrados 
por momentos contrarios producidos por las columnas. La línea de acción de las fuerzas horizonta- 
les C1 y T2 intersecta la de las fuerzas verticales Cg y T4 en unazona nodal, donde la fuerza resultan- 
te se equilibra mediante un puntal diagonal a compresión dentro del puntal. En el extremo inferior 

FIGURA 10.12 
Modelo puntual-tensor para el 
una unión viga-columna. 

comportamiento de 
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del puntal, la compresión diagonal equilibra la resultante de las fuerzas horizontales TI y C2 y la de 
las fuerzas verticales T3 y C4. Las barras de tensión deben anclarse de modo adecuado con prolon- 
gaciones dentro y a través del nudo o, en el caso de barras discontinuas (como el acero superior de 
las vigas en una unión exterior), mediante ganchos. El concreto dentro de la zona nodal se somete 
a un estado de esfuerzos biaxial o, en muchos casos, triaxial. 

Con este modelo simple se visualiza fácilmente el flujo de fuerzas en una unión, se confirma 
el cumplimiento de los requisitos de equilibrio y se enfatiza la necesidad de un anclaje adecuado de 
las barras. En un análisis basado en su totalidad en el modelo puntal-tensor mediante una atención 
apropiada a las deformaciones dentro de la unión, se asegura un buen funcionamiento con el con- 
trol del agrietamiento. 

De acuerdo con el modelo puntal-tensor, la principal función de los flejes de columna reque- 
ridos dentro de la región del nudo por los procedimientos convencionales de diseño, además de 
prevenir el pandeo hacia afuera de las barras verticales en la columna, es la de confinar el concreto 
en el puntal de compresión, lo cual mejora tanto su resistencia como su ductilidad, y controlar el 
agrietamiento que puede ocurrir por la tensión diagonal perpendicular al eje del puntal a compre- 
sión. Los puntales y tensores cargados uniaxialmente sostienen la carga principal. 

El modelo puntal-tensor no sólo ofrece una valiosa interpretación del comportamiento de las 
uniones corrientes viga-columna, sino que también representa una herramienta importante para el 
diseño de uniones que están por fuera del rango limitado de las analizadas en la referencia 10.6. La 
proyección más amplia de los métodos de diseño de las uniones puede incorporar de hecho esta 
metodología. En las secciones que siguen en este capítulo, se considerarán diferentes tipos de 
uniones que se presentan comúnmente en estructuras de concreto reforzado, para las cuales el 
modelo puntal-tensor proporciona una ayuda fundamental en el desarrollo del detallamiento ade- 
cuado de las barras. 

UNIONES VIGA SECUNDARIA-VIGA PRINCIPAL 

En construcciones de concreto, las vigas secundarias de piso están soportadas por vigas principales, 
como se ilustra en las figuras 10.13~ y b. A menudo se supone que la reacción generada por la viga 
de piso está más o menos distribuida uniformemente en toda la altura de la interfase entre la viga 

Estribos de suspensión 
/ Estribos de suspensión r-7 

Viga secundaria 
Viga principal Estribos de cortante 

FIGURA 10.13 
Viga principal que soporta una viga secundaria: (a) sección transversal a través de la viga principal que 
presenta los estribos de suspensión; (b) sección transversal a través de la viga secundaria; (c) modelo de 
armadura que muestra la transferencia de la carga de la viga secundaria hacia la viga principal, para una 
carga cercana a la última. 
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secundaria y la viga principal. Este supuesto incorrecto está probablemente fomentado por el mé- 
todo de diseño a cortante "V, + VS7' del Código ACI, que utiliza un esfuerzo cortante nominal 
promedio en el concreto, v, = Vc/b,,,d, lo cual sugiere una distribución uniforme de esfuerzos cor- 
tantes a través del alma de la viga. 

Como lo indican los ensayos experimentales, el comportamiento real de una viga agrietada 
diagonalmente es muy diferente y el flujo de fuerzas puede representarse de manera un poco sim- 
plificada mediante el modelo de armadura de la viga que aparece en la figura 10.13~ (ver la refe- 
rencia 10.11). La reacción principal se transmite desde la viga secundaria a la viga principal mediante 
un puntal diagonal a compresión mn, que aplica su empuje cerca de la parte inferior en la viga 
principal de carga. El hecho de no considerar este empuje puede generar un fracturamiento del 
concreto en la parte inferior de la viga principal seguido del colapso de la viga secundaria. Un 
ejemplo de la falta de soporte para la compresión diagonal en la intersección de una viga secunda- 
ria y su viga principal de soporte se ilustra en la figura 10.14. 

Un despiece apropiado del acero en la región de una unión como ésta requiere el uso 
de estribos "de suspensión" bien anclados a la viga principal, como se presenta en las figuras 
10.13~ y 10.13b7 para absorber el empuje hacia abajo del puntal a compresión en el extremo de la 
viga (ver las referencias 10.12 y 10.13). Estos estribos funcionan como flejes a tensión para trans- 
mitirla reacción de la viga secundaria hasta la zona de compresión de la viga principal, donde 
ésta puede equilibrarse mediante los puntales diagonales a compresión en la viga principal. Los 
estribos de suspensión, adicionales a los estribos corrientes en la viga principal requeridos por 
cortante, pueden diseñarse con base en el equilibrio de parte o de toda la reacción que genera la 
viga secundaria, teniendo en cuenta que los estribos de suspensión se someten al esfuerzo de 
fluencia fy, para un estado mayorado de cargas. Si la viga secundaria y la viga principal tienen la 
misma altura, los estribos de suspensión deben tomar la totalidad de la reacción. Sin embargo, si 
la altura de la viga secundaria es mucho menor que la de la viga principal, los estribos de suspen- 
sión pueden no ser necesarios. La referencia 10.12 sugiere que los estribos de suspensión se 
coloquen para resistir una fuerza hacia abajo Vz, donde 

FIGURA 10.14 
Falla ocasionada por la falta de soporte para la compresión diagonal en una unión viga secundaria- 
viga principal. 
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Aquí hb es la altura de la viga secundaria, hg es la altura de la viga principal de carga, como se indica 
en la figura 10.13, y Ves la reacción en el extremo producida por la viga secundaria. 

Los estribos de suspensión tampoco serán necesarios si el cortante mayorado en la viga secun- 
daria es menor que $V, (por ejemplo, el caso usual para viguetas en una dirección), puesto que en tal 
caso no se formarán grietas diagonales en el elemento soportado. Los estimativos del modelo de 
armadura no serían válidos y la reacción se distribuiría con mayor uniformidad a través de la altura. 

Los estribos de suspensión deben pasar alrededor del refuerzo a flexión de la viga principal, 
como se ilustra en la figura 10.13. Si la viga secundaria y la viga principal tienen la misma altura, las 
barras principales a flexión en la viga principal deben pasar por debajo de las que penetran en la 
conexión procedentes de la viga secundaria, con el fin de proveer la mejor plataforma de reacción 
posible para el puntal diagonal a compresión. 

VIGAS DE APOYO 

En construcciones de concreto prefabricado se utilizan con frecuencia vigas principales en forma de 
L o de T invertidas para suministrar un asiento o borde de apoyo que soporte las vigas prefabricadas 
que llegan hasta la viga principal de carga desde la dirección perpendicular. En la figura 10.15 apare- 
cen secciones transversales típicas de vigas principales de apoyo. La reacción en el extremo de las 
vigas secundarias introduce una gran carga concentrada cerca de la parte inferior de estas vigas prin- 
cipales, lo cual exige refuerzo especial en el borde sobresaliente y en el alma de la viga. 

El diseño de este refuerzo se facilita mediante el uso del modelo puntal-tensor, como se 
ilustra en la figura 10.16. La reacción hacia abajo de la viga soportada crea un abanico de compre- 
sión en el borde, que distribuye la reacción a lo largo de una longitud mayor que la de la platina de 

f 
Viga principal continua [Viga principal interior 

FIGURA 10.15 
Vigas principales de apoyo que soportan vigas T 
prefabricadas: (a)  viga principal en L que 

'Jinete de apoyo proporciona apoyo exterior a una viga T; (b)  viga 
T invertida que sostiene las reacciones de dos 

(a) (b) 
vigas T. 

Estribos de suspensión 

1 

Ten 

Zona nodal ' puntal a 
compresión 

(a) 

Abanico de compresión 
Puntal 
a compresión 

(b) 

FIGURA 10.16 
Modelo puntal-tensor para el 
comportamiento de una viga 
principal de apoyo en forma de T 
invertida: (a) sección transversal de 
la viga principal; (b) elevación 
lateral. 
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apoyo, como se indica en la figura 10.16b. Las componentes horizontales del abanico se equilibran 
con un puntal a compresión a lo largo del ala inferior de la viga principal. 

En el corte de sección transversal en la figura 10.16a, e1 empuje hacia abajo bajo la platina de 
apoyo se equilibra mediante un puntal diagonal a compresión, en el cual el empuje hacia afuera en 
la parte superior de éste, produce tensión en la rama superior horizontal de 10s estribos en forma 
de aros cerrados que se localizan en la parte ensanchada inferior de la viga principal. En muchos 
casos se utiliza un ángulo corto de acero estructural justo debajo de la platina de apoyo, y el fleje 
principal en la parte superior del apoyo se suelda al ángulo para asegurar un anclaje efectivo. En la 
parte inferior del puntal diagonal, la componente horizontal del empuje se equilibra por el empuje 
opuesto desde el otro lado, y la componente vertical produce tensión en los estribos qhe se prolon- 
gan hasta la parte superior de la viga principal. Estos estribos se utilizan adicionalmente a los 
requeridos por cortante en la viga principal. Un anclaje adecuado de los flejes en los nudos se 
asegura pasando barras longitudinales por dentro de los dobleces de los dos conjuntos de estribos. 

El diseño de las barras de refuerzo para el estado de cargas mayorado se basa en el desarrollo 
del esfuerzo de fluencia fy en el acero. Para tensión directa se utiliza un coeficiente de reducción de 
resistencia @ = 0.90, según las disposiciones del Código ACI. La fuerza de tensión que deben 
resistir las barras puede determinarse mediante estática simple, a partir de la geometría definida 
por el modelo puntal-tensor. Un esquema cuidadoso y detallado es, a menudo, el mejor fundamen- 
to para el desarrollo de este modelo (ver las referencias 10.7,10.8,10.9 y 10.10). 

UNIONES DE ESQUINA Y EN T 
En muchos de los tipos comunes de estructuras de concreto reforzado, los momentos y otras fuer- 
zas deben transmitirse alrededor de las esquinas. Algunos ejemplos, expuestos en la figura 10.17, 
incluyen pórticos a dos aguas, muros de contención, tanques para almacenamiento de líquidos y 

Cargas gr~vitacionales 

Tierra 

FEGURA 10.17 
Estructuras con esquinas sometidas a momentos con tendencia a abrir o a cerrar la unión: 
(a) pórtico a dos aguas; (b) muro de contención de tierra; (c) tanque de almacenamiento de líqui- 
do; (d) vista en planta de un tanque de almacenamiento de líquido con múltiples compartimientos; 
(e) alcantarilla cubierta de gran capacidad. 
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alcantarillas cubiertas de gran capacidad. El despiece del refuerzo en las esquinas raravez es obvio. 
Un estudio experimental extenso de estas uniones, desarrollado por Nilsson y Losberg (ver la refe- 
rencia 10.3), demostró que muchos de los detalles de uniones utilizados comúnmente transmiten 
apenas una pequeña fracción de su resistencia supuesta. Idealmente, la unión debe resistir un 
momento por lo menos equivalente al de falla calculado para los elementos que llegan a ella (es 
decir, la eficiencia de la unión debe ser por lo menos del cien por ciento). Diversos ensayos demues- 
tran que, para los despieces comúnmente utilizados, la eficiencia de las uniones puede ser tan baja 
como el 30 por ciento. 

Las uniones de esquina pueden someterse a momentos con tendencia a abrir la unión, que 
causan tensión por flexión en la parte interna de la unión, o a momentos con tendencia a cerrar la 
unión, que ocasionan tensión en la parte externa. Por lo general, el primer caso es el más difícil de 
detallar de manera adecuada. 

Considérese, por ejemplo, una unión de esquina sometida a un momento con tendencia a abrir 
la unión, como en el caso de la esquina exterior del tanque de almacenamiento de líquidos expuesto 
en la vista en planta de la figura 10.17d. La figura 10.18~ ilustra el sistema de fuerzas que actúan en 
esa esquina. Esta distribución del refuerzo no es recomendable. La formación de la grieta 1, dirigida 
radialmente hacia la parte interna desde la esquina, es quizás obvia. La grieta 2, que generaría una 
rotura hacia afuera de la esquina externa, puede no ser tan obvia. Sin embargo, la resultante de las 
dos fuerzas de compresión C, con magnitud c J ~ ,  se equilibra con la tensión resultante T J Z  . Estas 
dos fuerzas, una aplicada cerca de la esquina exterior y otra cerca de la esquina interior, generan 
grandes esfuerzos de tensión entre las dos, llevando a la formación de la grieta 2, como se ilustka. La 
misma conclusión se obtiene cuando se tiene en cuenta un pequeño elemento de concreto A en la 
esquina. Éste está sometido a las fuerzas cortantes que aparecen, las cuales resultan de las fuerzas C 
y T generadas por los elementos que llegan a la unión. La resultante de estos esfuerzos cortantes es 
una tensión principal a 45 a través de la esquina, que confirma la formación de la grieta 2. 

Se podría intentar, en principio, adicionar una barra en forma de L alrededor de la parte 
exterior de la esquina, con el propósito de confinar el concreto exterior. Sin embargo, esta barra no 
tendría ningún objeto, puesto que estaría en compresión y podría más bien ayudar a empujar la 
esquina hacia afuera. El modelo puntal-tensor de la figura 10.18b ofrece información valiosa sobre 
el refuerzo necesario e indica que, además de las barras de tensión bien ancladas para transmitir las 
fuerzas T dentro de la unión, se requiere algún tipo de refuerzo en dirección radial para permitir 
que las fuerzas de compresión C "le den la vuelta a la esquinay7. 

En la referencia 10.3 se presentan los resultados de ensayos para una gran cantidad de uniones 
con diversas alternativas de detalles de las barras. En la figura 10.19 se resumen las eficiencias compa- 
rativas para algunos detalles específicos, que relacionan el momento máximo transmitido por la unión 
en esquina con la capacidad a flexión de los elementos que llegan hasta ésta. En todos los casos, la 
cuantía de refuerzo de los elementos que entran es 0.75 por ciento. La figura 10.19~ es un detalle 
sencillo, probablemente utilizado con bastante frecuencia, pero que suministra eficiencia de la unión 
de apenas el 32 por ciento. El detalle de la figura 10.19b, reforzado con barras dobladas en forma de 
horquillas con el plano de los ganchos paralelo a la cara interior de la unión, proporciona una efecti- 

c A  

(Grieta 2 

Elemento A - 
FIGURA 10.18 
Nudo de esquina sometido a momentos con 
tendencia a abrir la unión: (a) agrietamiento 
en una unión con diseño inapropiado; 
(b)  modelo puntal-tensor del comportamiento 
de la unión. 
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FIGURA 10.19 
Eficiencias de uniones de esquina sometidas a momentos 
con tendencia a abrir la unión con varios detalles del re- 
fuerzo: (a) 32%; (b) 68%; (c) 77%; (d) 87%; (e) 115% 
(ver la referencia 10.3). 

vidad del 68 por ciento. En la figura 10.19c, el refuerzo principal da una vuelta simple y continua hacia 
afuera de la otra rama de la unión, generando una eficiencia del 77 por ciento. El detalle un poco 
similar a la figura 10.19d, en el cual las barras que entran a la unión se terminan en vueltas indepen- 
dientes, da una efectividad del 87 por ciento. El mejor comportamiento se obtiene mediante el deta- 
lle de la figura 10.19e, el mismo de la 10.19d excepto por la adición de una barra en diagonal. Esto 
mejora la eficiencia de la unión hasta en un 115 por ciento, de manera que la unión es en realidad más 
fuerte que la resistencia de diseño de los elementos que llegan a ella. En forma experimental se 
determinó que el área de la barra diagonal debe ser casi la mitad del área del refuerzo principal. 

Las uniones entre el muro vertical y la losa de base horizontal en muros de contención (ver la 
figura 10.17b) también se someten a momentos con tendencia a abrir la unión. Los ensayos sobre estas 
uniones confirman el beneficio de colocar una barra diagonal similar a la de la figura 10.19e. Los deta- 
lles de las barras para los muros de contención se analizarán con mayor amplitud en el capítulo 19. 

Las uniones en T también pueden verse sometidas a momentos flectores, como es el caso del 
tanque de almacenamiento de líquido con miíltiples compartimientos de la figura 10.17d, cuando 
sólo está lleno uno de los compartimientos. Los ensayos sobre este tipo de uniones, publicados en 
la referencia 10.3, indican de nuevo la importancia de un despiece adecuado. La distribución del 
refuerzo en la figura 10.20a, que se utiliza algunas veces, permite una eficiencia de la unión apenas 
entre el 24 y el 40 por ciento, mientras que la simple redistribución expuesta en la figura 10.20b 
mejora la efectividad hasta valores entre 82 y cien por ciento. En ambos casos, la eficiencia depen- 
de de la cuantía principal de acero en los elementos que llegan, y la mayor efectividad corresponde 
a la menor cuantía de acero a tensión. 

FIGURA 10.20 
Comparación de eficiencias de uniones en T sometidas a 
momentos flectores: (a) de 24 a 40 por ciento según la 

(b) 
cuantía de acero; (b) dé 82 a 110 ciento según la 
cuantía de acero (ver la referencia 10.3). 
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Las uniones sometidas a momentos con tendencia a cerrar la unión, en donde el refuerzo 
principal pasa alrededor de la esquina más cercana a la cara externa, producen pocos problemas de 
despiece puesto que el acero de tensión principal proveniente de los elementos entrantes puede 
continuar de igual manera en la parte exterior de la esquina. Sin embargo, existe riesgo de 
fracturamiento del concreto en el plano de doblez, o de aplastamiento del concreto en la parte 
interior del doblez. La eficiencia de estas uniones puede mejorarse si se aumenta el radio de dobla- 
miento de la barra. 

MÉNSULAS Y CORNISAS 
Las ménsulas, como las que aparecen en la figura 10.21a, se utilizan ampliamente en construcción 
prefabricada para soportar vigas prefabricadas en las columnas respectivas. Cuando se proyectan a 
partir de un muro en lugar de una columna, se llaman de manera apropiada cornisas, aunque estos 
dos términos se intercambian con frecuencia. Las ménsulas se diseñan en especial para suministrar 
la reacción vertical Vu en el extremo de la viga soportada, pero a menos que se tomen precauciones 
especiales para evitar las fuerzas horizontales que genera la retracción de fraguado restringida, el 
flujo plástico (en el caso de vigas preesforzadas) o los cambios de temperatura, también deben 
resistir una fuerza horizontal N,,. 

Por lo general se utilizan platinas o ángulos de acero como apoyo en la parte superior de la 
superficie de las ménsulas, según la figura, para suministrar una superficie de contacto uniforme y 
para distribuir la reacción. También es frecuente proporcionar una platina o ángulo de acero co- 
rrespondiente en la esquina inferior del elemento sostenido. Si estas dos platinas se sueldan entre 
sí, lo cual es bastante común, es claro que las fuerzas horizontales deberán considerarse en el 
diseño. Sin embargo, éstas pueden evitarse utilizando teflón o cojines elastoméricos de apoyo. 

El comportamiento estructural de una ménsula puede observarse en el modelo puntal-tensor, 
que se ilustra en la figura 10.21b. El empuje hacia abajo de la carga Vu se equilibra con la compo- 
nente vertical de la reacción generada por el puntal diagonal a compresión que lleva la carga hasta 
la columna. El empuje hacia afuera en la parte superior del puntal se balancea por la tensión en las 
barras horizontales de los flejes localizados en la parte superior de la ménsula; éstos también to- 
man la fuerza de tensión generada por la fuerza horizontal N,,, cuando ésta se presenta. En el 
extremo izquierdo del fleje horizontal, la tensión se equilibra con la componente horizontal del 
empuje que produce el segundo puntal a compresión, indicado en la gráfica. La componente verti- 
cal de este empuje genera la fuerza de tensión que aparece actuando hacia abajo en la parte iz- 
quierda de la columna de apoyo. 

Según el modelo puntal-tensor, el acero requerido se ilustra en la figura 10.21a. Las barras 
principalesA, , deben anclarse con cuidado porque necesitan desarrollar su resistencia a la fluencia 
4, directamente bajo la carga V,, y por esta razón se sueldan por lo general a la parte inferior del 
ángulo de apoyo. En el lado izquierdo se provee un gancho a 90° para lograr el anclaje. Barras en 
forma de aros cerrados con área Ah confinan el concreto en los dos puntales a compresión y resis- 

Barras en form 
de aros A,, 

L 1 \Barras de borde 

acero 

Tensores 

1 t Ménsula común de concreto reforzado: 
(a) cargas y refuerzo; (b) modelo puntal-tensor 
para las fuerzas internas. 
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ten una tendencia al fracturamiento en dirección paralela a la del empuje. Las barras de borde que 
se indican en la figura tienen por lo general el mismo diámetro que los estribos y sirven en particu- 
lar para mejorar el anclaje de éstos en la cara exterior de la ménsula. 

La ménsula también puede tratarse como una viga muy corta en voladizo en la que la tensión 
por flexión en la cara de la columna la resisten las barras superiores A,. Cualquiera de estos con- 
ceptos producirá aproximadamente la misma área de refuerzo principal. 

Un segundo método posible de falla es mediante cortante directo a lo largo de un plano más 
o menos a ras con la cara vertical del cuerpo principal de la columna. El refuerzo por cortante por 
fricción que atraviesa esta grieta (ver la sección 4.10) incluiría el área A, colocada previamente en 
el tensor superior y el área Ah de los aros que estaría por debajo de ésta. Otros modos de falla 
incluyen fallas de tensión por flexión con fluencia de las barras superiores, seguida de aplastamien- 
to del concreto en la parte inferior de la ménsula; falla por aplastamiento del concreto por debajo 
del ángulo de apoyo (particularmente si la rotación en el extremo de la viga soportada obliga a que 
la fuerza V, se aplique demasiado cerca de la esquina exterior de la ménsula), y falla por tensión 
directa, si la fuerza horizontal N,, es mayor que la estimada. 

Las disposiciones del Código ACI 11.9 para el diseño de ménsulas y cornisas se desarrollaron 
principalmente con base en ensayos (ver las referencias 10.14,10.15 y 10.16) y se refieren al modelo 
de comportamiento a flexión de la ménsula. Son aplicables a ménsulas y cornisas con una relación 
luz de cortante a altura ald de 1.0 o menos (ver la figura 10.21a). La distancia d se mide en la cara 
de la columna, y la altura en el borde exterior del área de apoyo no debe ser menor que 0.5d. Para 
el diseño se utilizan los principios básicos acostumbrados, es decir, M, 5 $Mn y V, 5 $Vn, y para 
ménsulas y cornisas (para las cuales el cortante controla el diseño) $ debe tomarse igual a 0.85 para 
todos los cálculos de resistencia, incluyendo flexión y tensión directa al igual que cortante. 

La sección en la cara de la columna de apoyo debe resistir simultáneamente el cortante V,, el 
momento M, = Vua + Nuc(h - d), y la tensión horizontal N,,. A menos que se tomen precauciones 
especiales, debe suponerse que actúa una tensión horizontal no menor que el 20 por ciento de la 
reacción vertical. Esta fuerza de tensión debe considerarse como carga viva y debe aplicarse por 
tanto un coeficiente de mayoración de 1.7. 

Es posible determinar la cantidad de aceroAf necesaria para resistir el momento M,, median- 
te los métodos usuales de diseño a flexión. Así que, 

donde a = Affy 10.85 fib. Debe proporcionarse un área de acero adicionalA,, que resista la compo- 
nente de tensión de la fuerza: 

Entonces, el área total requeridapara efectos deflexión y de tensión directa en la parte superior de la 
ménsula es 

A, r A f  +An (10.8) 

El diseíio a cortante se basa en el método de cortante por fricción de la sección 4.10 y el 
refuerzo total correspondiente AVf se encuentra con 

donde el factor de fricción p para construcción monolítica es 1.40 para concreto de peso normal, 
1.19 para concreto con "arenas livianas" y 1.05 para concreto con "todos los agregados livianos". 
La limitación usual referente a que Vn = VU/@ no debe exceder el menor.entre 0.2 fiA, ó 800Ac, se 
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aplica en la sección crítica en la cara del apoyo (para ménsulas y cornisas A, debe ser igual al área 
bd). Entonces, de acuerdo con el Código ACI 11.9, el área total necesaria para cortante más ten- 
sión directa en la parte superior de la ménsula es 

con la parte restante de Avfcolocada en forma de aros cerrados con un áreaAh en la parte inferior 
de la ménsula, como aparece en la figura 10.21a. 

Así, el área de acero total A, que se requiere en la parte superior de la ménsula es igual al 
mayor de los valores determinados por la ecuación (10.8) o la (10.10). Se incluye otra restricción 
con respecto a queA, no debe ser menor que 0.04( f'lf )bd, con la intención de evitar la posibilidad 

y. 
de una falla repentina luego de la formación de una gneta de tensión por flexión en la parte supe- 
rior de la ménsula. 

Con relación al Código ACI, deben suministrarse estribos en forma de aros cerrados con un 
áreaAh no menor que 0.5(AS -A,) (ver la figura 10.21a) y éstos se tienen que distribuir uniforme- 
mente dentro de los dos tercios de la altura efectiva, adyacentes y paralelos aA,. Este requisito se 
establece con mayor claridad de la siguiente manera: 

Ejemplo 10.4. Diseño de una ménsula de una columna. Una ménsula con las características generales 
de la figura 10.22 debe diseñarse para soportar la reacción en el extremo de una viga principal prefa- 
bricada de gran luz. Las reacciones verticales que producen las cargas muertas y vivas de servicio son 
25 klb y 51 klb respectivamente, aplicadas a 5.5 pulg de la cara de la columna. Se proveerá una platina 
de acero de apoyo para la viga principal, que se apoyará de modo directo en un ángulo de acero de 
5 x 3 x pulg, anclado en la esquina exterior de la ménsula. El refuerzo en la ménsula incluye el 
acero principal A,, soldado a la parte inferior del ángulo de acero, estribos en forma de aros cerrados 
con un área total Ah que se distribuyen en forma adecuada en toda la altura de la ménsula, y barras 
complementarias en un plano vertical cerca de la cara exterior. Seleccione dimensiones apropiadas 
para el concreto, diseñe y realice el despiece de todo el refuerzo. Las resistencias de los materiales son 
f,' = 5000 lb/pulg2 yfy = 60,000 Ib/pulg2. 

Solución. La carga vertical mayorada que debe soportarse es 

En ausencia de un rodillo o de un cojinete de apoyo de baja fricción, se incluye una fuerza de tensión 
horizontal de 

N,, = 0.20 x 122 = 24 klb 

Barras de borde FIGURA 10.22 
Columnas de 12" x 14" Ejemplo de diseño de una ménsula de columna. 

www.elsolucionario.org
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De acuerdo con las disposiciones de cortante por fricción del Código ACI, la resistencia nominal a 
cortante V, no debe exceder el menor entre 0.2 f,' bd o 800bd. Con f,' = 5000 Iblpulg2, el segundo 
límite controla. Entonces, con V, = @Vn, y con el ancho de la columna b = 12 pulg, 

a partir de lo cual d = 14.95 pulg. Si se estima en una pulgada la distancia desde el centro del acero 
principal hasta la superficie superior de la ménsula, se selecciona una altura total h = 16 pulg, con un 
valor aproximadamente igual a 15 pulg y cuyo valor exacto depende del diámetro de la barra seleccio- 
nada para A,. Si se utiliza una pendiente de 4S0, como se indica en la figura 10.22, la altura de la 
ménsula en la parte exterior del área de contacto será de 8 pulg. Esta dimensión no es menor que 0.5d 
= 7.5 pulg, como se requiere. Para la geometría seleccionada de la ménsula, ald = 5.5115 = 0.37. Este 
valor no excede el límite de 1.0, impuesto por el Código ACI. 

El acero total por cortante por fricción se encuentra a partir de la ecuación (10.9): 

El momento flector que debe resistirse es 

M, = V,a + N,,(h - d )  
= 122 x 5.5 + 24 x 1 = 695 klb 

La altura del bloque de esfuerzos a compresión por flexión se estima en 2 pulg, de manera que a partir 
' 

de la ecuación (10.6), 

Si se verifica la altura del bloque de esfuerzos se obtiene 

a - A f f ~  - O.97 X 60 = 1.14 pulg 
0.85fib 0 . 8 5 X 5 X 1 2  

de modo que el área revisada de acero es 

La fuerza de tensión de 24 klb requiere un área adicional de acero calculada con la ecuación (10.7), de 

Así, de la ecuación (10.8) y de la ecuación (10.10) respectivamente, el área total de acero en la parte 
superior de la ménsula no debe ser menor que 

o no menor que 

El segundo requisito controla en este caso. El requisito de acero mínimo de 

no controla en este caso. Se utilizarán un total de 3 barras No. 7 ,  que suministran un A, = 1.80 pulg2. 
Debe proveerse acero en forma de aros cerrados con un área totalAh no menor que 0.5(AS -A,). 

Entonces, 
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El segundo requisito controla en este caso. Se proporcionarán tres aros cerrados No. 3, con un área total 
deAh = 0.66 pulg2. Éstos deben colocarse dentro de los $ de la altura efectiva del acero principal. 
Un espaciamiento de 2.5 pulg será satisfactorio, como se indica en la figura 10.22. Se adicionarán un 
par de barras de borde No. 3 en las esquinas interiores de los aros para mejorar el anclaje, tal como se 
ilustra. 

El anclaje de las barras No. 7 se suministrará en el extremo derecho mediante soldadura en la 
parte inferior del ángulo de acero y con un gancho estándar a 90° en el extremo izquierdo (ver la 
figura 5.10). La longitud básica de desarrollo (tabla 5.3) es 

En este caso se pueden aplicar dos factores de modificación. El primero es 0.7, teniendo en cuenta que 
se mantienen por lo menos 2 pulg de recubrimiento en el extremo del gancho, y el segundo es As 
requeridolA, suministrado = 1.6111.80 = 0.89. Así que, la longitud de desarrollo que se requiere más 
allá de la cara de la columna es 

ldh = 14.8 x 0.7 x 0.89 = 9.22 pulg 

Este requisito se cumple fácilmente. La extensión del gancho será de 12db = 12 x 0.875 = 10.5 pulg. 
Para las barras en forma de aros se utilizará un gancho estándar a 135O, como aparece en la figura 5.9b. 
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PROBLEMAS 
10.1. Debe diseñarse una unión interior del tipo 1, que se considera parte de un sistema primario de resisten- 

cia a cargas laterales. La columna cuadrada de 16 pulg, con acero principal que consta de cuatro barras 
No. 11, está intersectada por dos vigas secundarias de 12 x 18 pulg en la direcciónx, reforzadas con 
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tres barras superiores No. 10 y tres barras inferiores NO. 8. En la dirección Y hay dos vigas principales 
de 12 x 22 pulg reforzadas con tres barras superiores No. 11 y tres barras inferiores No. 9. El recubri- 
miento de concreto es de 2.5 pulg hasta el centro de las barras, excepto para el acero superior en las 
vigas principales, que se coloca justo debajo del acero superior de las vigas secundarias. Diseñe y haga 
el despiece de la unión utilizando fi = 4000 1bIpulg2 y 60,000 lb/pulg2. Especifique la colocación de 
todas las barras y los puntos de corte. 

10.2. Una unión exterior típica del edificio del problema 10.1 es idéntica a la unión interior excepto que la 
viga secundaria de 12 x 18 pulg se únicamente en uno de los lados de la columna. Las vigas 
principales entran al nudo en las dos caras opuestas como antes. Todo el refuerzo es el mismo de la 
unión del problema 10.1. Diseñe y realice el despiece de la unión, especificando la colocación de las 
barras, lospuntos de corte y detalles como las dimensiones de los ganchos en las barras. 

10.3. Debe diseñarse una unión de viga secundaria a viga principal similar a la de la figura 10.13. La viga 
secundaria con acero superior que consta de cuatro barras No. 11 y dos barras inferiores No. 9 entrega 
a la viga principal una reacción total por las cargas mayoradas de 110 klb. Haga el despiece de la 
conexión Siguieñdo las recomendaciones de la sección 10.4, indicando los puntos de corte y las dimen- 
siones de los ganchos de las barras principales, si se requieren, y seleccionando los estribos de suspen- 
sión adecuados que deben adicionarse al refuerzo cortante normal de la viga principal. Utilizar f,' = 
4000 lb/pulg2 y f,= 60,000 lb/pulg2. 

10.4. Las columnas piefabricadas de un garaje de estacionamiento propuesto incorporarán ménsulas simé- 
tricas para soportar las reacciones de los extremos de vigas principales cortas las que, a su vez, sosten- 
drán unidades de piso con las luces grandes en forma de doble T, preesforzadas y prefabricadas. Las 
reacciones de las vigas principales se aplicarán a 6 pulg de la cara de la columna, como en la figura 
P10.4 y debe proporcionarse un ancho total de ménsula de 9 pulg para lograr un apoyo adecuado. El 
ancho de la columna en dirección perpendicular es de 20 pulg. Las reacciones por cargas de servicio 
aplicadas a la cara superior de la ménsula son 45 klb por carga muerta y 36 klb por carga viva. Seleccio- 
ne todas dimensiones del concreto no especificadas, diseñe y haga el despiece del refuerzo. Se sugiere 
la utilización de un ángulo de apoyo en la esquina, en el borde superior externo de la ménsula. Las 
resistencias de los materiales de la columna son f,' = 6000 1blpulg2 y f, = 60,000 lb/pulg2. 
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CONTINUIDAD 

Los elementos individuales que conforman una estructura de acero o de madera se fabrican o se 
cortan independientemente y se unen entre sí mediante remaches, pernos, soldadura o puntillas. A 
menos que las uniones se diseñen en forma específica para dar rigidez, éstas son demasiado flexi- 
bles para transferir momentos de magnitud significativa de un elemento a otro. En contraste, en 
estructuras de concreto reforzado se vacía en una sola operación tanto concreto como sea posible. 
El acero de refuerzo no se interrumpe en los extremos de un elemento sino que se prolonga a 
través de las uniones hasta los elementos adyacentes. En las juntas de construcción se toman pre- 
cauciones especiales para adherir el concreto nuevo al viejo mediante una limpieza cuidadosa de 
éste último, prolongando el refuerzo a través de la unión y por otros medios; como resultado de 
esto, las estructuras de concreto reforzado representan por lo general unidades monolíticas o con- 
tinuas. Una carga aplicada en cualquier sitio de la estructura produce deformaciones y esfuerzos 
sobre toda la estructura. Aun para construcción en concreto prefabricado, que se parece a la cons- 
trucción en acero pues los elementos individuales se llevan hasta el sitio de la obra y se ensamblan 
en el campo, las conexiones se diseñan a menudo para proporcionar transferencia de momento al 
igual que de cortante y de fuerza axial, produciendo al menos una continuidad parcial. 

El efecto de continuidad se ilustra en forma más sencilla con una viga continua, como la de la 
figura 11 .1~ .  Si se toman luces simples, como las que se utilizan en muchos tipos de construcción en 
acero, sólo el elemento CD cargado se deformará y todos los demás elementos de la estructura 
permanecerán rectos. Sin embargo, al tener en cuenta la continuidad de un elemento al siguiente a 
través de las zonas de los apoyos, como en el caso de las estructuras de concreto reforzado, la 
distorsión producida por una carga en una sola de las luces se propaga hacia las demás, aunque la 
magnitud de las deformaciones disminuye a medida que aumenta la distancia desde el elemento 
cargado. Como resultado de la aplicación de la carga sobre la luz CD, todos los elementos de la 
estructura de seis luces quedan sometidos a curvatura y, por tanto, también a momento flector. 
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FIGURA 11.1 
(c) Forma deflectada de vigas y pórticos continuos. 

En forma similar, para el pórtico de uniones rígidas de la figura ll.lb, la distorsión producida 
por una carga aplicada en el elemento GH se propaga a todas las vigas y columnas aunque, como 
antes, el efecto disminuye a medida que se incrementa la distancia desde el sitio de aplicación de la 
carga. Todos los elementos quedan sometidos a momentos flectores, aún cuando pueden no estar 
sosteniendo carga transversal. 

Cuando actúan fuerzas horizontales sobre el pórtico, como las producidas por viento o acción 
sísmica, éste se deforma como se ilustra en la figura 11.1~. En este caso todos los elementos del 
pórtico también se distorsionan aún cuando las fuerzas actúan sólo en el lado izquierdo; se observa 
que la magnitud de la distorsión es la misma para todos los elementos correspondientes, indepen- 
dientemente de su distancia desde los puntos de aplicación de la carga, en contraste con el caso de 
carga vertical. Un elemento como el EH, aunque no soporta carga transversal, quedará sometido a 
deformaciones y a momentos flectores asociados. 

En estructuras estáticamente determinadas, como las vigas simplemente apoyadas, la forma 
deflectada, los momentos y los cortantes dependen sólo del tipo y magnitud de las cargas y de las 
dimensiones del elemento. En contraste, al inspeccionar las estructuras estáticamente indetemzina- 
das de la figura 11.1, se observa que la curva de la deflexión de cualquier elemento depende no sólo 
de las cargas sino también de las rotaciones en las uniones, cuyas magnitudes a su vez dependen de 
la distorsión de los elementos adyacentes que se conectan en forma rígida. Para una unión rígida, 
como la H en el pórtico de las figuras 1l.lb y ll.lc, las rotaciones en los extremos próximos al nudo 
de todos los elementos que llegan hasta esta unión deben ser iguales. Para un diseño correcto de 
vigas y pórticos continuos, es necesario determinar los momentos, los cortantes y las fuerzas axiales 
considerando el efecto de la continuidad en las uniones. 

La determinación de estas fuerzas internas en estructuras continuas de concreto reforzado se 
fundamenta por lo general en análisis elásticos de la estructura sometida a cargas mayoradas, utili- 
zando los métodos que se describen en las secciones 11.2 hasta 11.6. Los procedimientos aproxima- 
dos de la sección 11.7 son útiles para verificar los resultados de análisis más exactos. En muchas 
estructuras no se justifica un análisis elástico completo y el método de análisis mediante los coefi- 
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cientes del ACI, descrito en la sección 11.8, es apropiado para determinar los momentos y los 
cortantes de diseño. 

Antes de la falla, las secciones de concreto reforzado en general son capaces de soportar una 
rotación inelástica considerable para un momento constante, como se describió en la sección 6.9. 
Esto permite una redistribución de momentos elásticos y ofrece las bases para el análisisplástico de 
vigas, pórticos y losas. El estudio de vigas y pórticos se desarrollará en la sección 11.9 y el de losas 
en los capítulos 14 y 15. 

APLICACIÓN DE LAS CARGAS 
Los elementos individuales de un pórtico estructural deben diseñarse para la combinación de car- 
gas más desfavorable que pueda esperarse que ocurra durante su vida útil. Los momentos, cortan- 
tes y fuerzas axiales internos se producen por el efecto combinado de cargas muertas yvivas. Mientras 
que las primeras son constantes, las cargas vivas como las producidas por ocupación humana sobre 
el piso pueden colocarse en diferentes formas, algunas de las cuales generarán mayores efectos que 
otras. 

En la figura 11.242, únicamente la luz CD soporta cargaviva. Las distorsiones de los diferentes 
elementos del pórtico son mayores en la luz cargada y en sus inmediaciones; además, disminuyen 
rápidamente al aumentar la distancia desde la carga. Puesto que los momentos flectores son pro- 
porcionales a las curvaturas, los momentos en los elementos más alejados son menores en forma 
correspondiente que aquéllos en o cerca de la luz cargada. Sin embargo, la distribución de cargas 
de la figura 11 .2~  no produce el máximo momento positivo posible en CD. De hecho, si se coloca- 
ran cargas vivas adicionales sobre la luz AB, esta luz se deformaría hacia abajo, BC se deformará 
hacia arriba y CD se deformaría hacia abajo de la misma manera, aunque en grado menor, a medi- 
da que se deforma por su propia carga. De ahí que el momento positivo en CD aumenta si la luz 
AB, y por el mismo criterio la luz E4 se cargan simultáneamente. Si se aplica el mismo razonamien- 
to a los demás elementos del pórtico, se observa que el patrón en forma de tablero de ajedrez para 
la aplicación de cargas vivas que aparecen en la figura 11.2b, produce el máximo momento positivo 

FIGURA 11.2 
Alternativas de aplicación de cargas vivas para producir efectos máximos. 
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posible, no sólo en CD sino en todas las demás luces cargadas. Por tanto, se requieren dos patrones 
de distribución en forma de tablero de ajedrez para obtener los máximos momentos positivos en 
todas las luces. 

Además de los momentos positivos máximos en las luces, a menudo es necesario investigar 
los momentos mínimos en las mismas. Por lo general, la carga muerta que actúa sobre todas las 
luces sólo produce momentos positivos en ellas. Sin embargo, si la carga viva se coloca como en la 
figura 11.2t.2, e incluso como en la 11.2b, se observa que ésta deforma las luces descargadas hacia 
arriba, es decir, produce momentos negativos en las luces. Si estos momentos negativos ocasiona- 
dos por carga viva son mayores que los momentos generalmente positivos producto de la carga 
muerta, una viga principal determinada, según la posición de las cargas, puede quedar sometida 
algunas veces a momento positivo en la luz y otras a momento negativo en la misma. Este elemento 
debe diseñarse para resistir los dos tipos de momentos; es decir, debe suministrarse acero de ten- 
sión, tanto en la parte superior como en la inferior. Así que, la distribución de cargas de la figura 
11.2b, además de dar los máximos momentos en las luces para las luces cargadas, provee los mo- 
mentos mínimos en la luz para los tramos no cargados. 

Por otro lado, los máximos momentos negativos en los apoyos de las vigas principales se 
obtienen al colocar las cargas sobre dos luces adyacentes al apoyo particular y siguiendo un patrón 
correspondiente de distribución en las vigas principales más alejadas. Se requiere, entonces, un 
esquema de distribución de cargas separado de este tipo para cada apoyo donde se desee calcular 
el máximo momento negativo. 

En cada columna, los mayores momentos ocurren en la parte superior o en la inferior. Mien- 
tras que la distribución de cargas de la figura 11.2~ genera momentos mayores en los extremos de 
las columnas CC' y DD', el lector se puede convencer fácilmente de que estos momentos se aumen- 
tan aún más si se colocan cargas adicionales, como se ilustra en la figura 11.2d. 

A partir de este breve análisis se observa que, con el fin de calcular los momentos máximos 
posibles para todos los puntos críticos del pórtico, las cargas vivas deben colocarse en una gran 
variedad de esquemas. Sin embargo, en la mayor parte de casos prácticos la consideración de las 
magnitudes relativas de efectos permite limitar los análisis a una pequeña cantidad de casos signi- 
ficativos. 

SIMPLIFICACIONES EN EL ANÁLISIS DE PÓRTICOS 
Considerando la complejidad de muchos pórticos de edificios en la práctica, y la necesidad de tener 
en cuenta la posibilidad de distribuciones de carga alternas, evidentemente es imprescindible sim- 
plificar. Esto puede llevarse a cabo mediante algunas aproximaciones que permiten la determina- 
ción de momentos con una precisión razonable, reduciendo simultáneamente y en forma 
considerable la cantidad de cálculos. 

Numerosos cálculos demuestran que, en pórticos de edificios con un perfil razonablemente 
regular, sin asimetrías especiales en la carga o en la forma, es posible despreciar la influencia de los 
desplazamientos laterales producidos por las cargas verticales. En este caso, los momentos que 
causan las cargas verticales se determinan con suficiente precisión, dividiendo el pórtico completo 
en subpórticos más sencillos. Cada uno consta de una viga continua más las columnas superior e 
inferior que llegan hasta esa viga particular. Si se colocan las cargas vivas sobre la viga de la manera 
más desfavorable, se logra una determinación suficientemente precisa de todos los momentos en la 
viga, al igual que de aquéllos en los extremos superiores de las columnas inferiores y en los extre- 
mos inferiores de las superiores. Para esta estructura parcial, los extremos más alejados de las 
columnas se consideran empotrados, excepto para aquellas columnas de primer piso o de sótanos 
donde las condiciones de suelo y de cimentación lleven al supuesto de extremos articulados. Esta 
metodología está permitida explícitamente por el Código ACI 8.9, el cual especifica lo siguiente 
para los elementos de piso y de cubierta: 
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1. La carga viva puede considerarse aplicada sólo en el piso o la cubierta que se analiza y 
los extremos más alejados de las columnas construidas integralmente con la estructura 
pueden considerarse como empotrados. 

2. La distribución de la carga viva puede limitarse a las combinaciones de: (a) carga muerta 
mayorada sobre todas las luces con toda la carga viva mayorada sobre dos luces adyacen- 
tes, y (b) carga muerta mayorada sobre todas las luces con toda la carga viva mayorada 
sobre luces alternas. 

Cuando se investiguen los máximos momentos negativos en cualquier unión, se cometerán 
errores insignificantes si las segundas uniones para eliminar en cada dirección se consideran como 
totalmente empotradas. De modo similar, en la determinación de los momentos máximos o míni- 
mos en las luces, las uniones en los extremos lejanos de las luces adyacentes pueden tomarse como 
empotradas. De esta manera, las porciones individuales de un pórtico de muchos elementos pue- 
den investigarse en forma independiente. 

Con respecto a las columnas, el Código ACI 8.8 indica: 

1. Las columnas deben diseñarse para resistir las cargas axiales producidas por las cargas 
mayoradas que se aplican en todos los pisos o cubiertas y el momento máximo generado 
por las cargas mayoradas que se aplican en una luz simple adyacente al piso o la cubierta 
en estudio. También debe tenerse en cuenta la condición de carga que dé la máxima 
relación entre el momento y la carga axial. 

2. En pórticos o construcción continua debe considerarse el efecto de las cargas 
desbalanceadas en los pisos o las cubiertas, tanto sobre las columnas exteriores como 
sobre las interiores y de la distribución excéntrica de cargas por otras causas. 

3. Para calcular los momentos en las columnas producidos por cargas gravitacionales, los 
extremos alejados de las columnas construidas integralmente con la estructura pueden 
tomarse como empotrados. 

4. La resistencia a momentos en cualquier nivel de piso o de cubierta debe suministrarse 
mediante la distribución de los momentos entre las columnas inmediatamente por enci- 
ma y por debajo del piso, en proporción a las rigideces relativas de las columnas y a las 
condiciones de restricción. 

MÉTODOS DE ANÁLISIS ELÁSTICO 
Se han desarrollado diversos métodos a lo largo de muchos años para el análisis elástico de vigas y 
pórticos continuos. Los llamados clásicos (ver la referencia 11.1), como la aplicación del teorema de los 
tres momentos, la teoría del trabajo mínimo (segundo teorema de Castigliano) y el procedimiento 
general de deformaciones consistentes, resultan útiles sólo para el análisis de vigas continuas con pocas 
luces o para pórticos muy simples. Para los casos más complicados que por lo general se encuentran en 
la práctica, estos procesos resultan excesivamente tediosos y se prefieren otras alternativas. 

Durante muchos años, la metodología de distribución de momentos (ver la referencia 11.1) 
conformó la herramienta analítica básica para el análisis de vigas y pórticos indeterminados de 
concreto, al principio con ayuda de la regla de cálculo y posteriormente con la de las calculadoras 
manuales programables. Para problemas relativamente pequeños, la distribución de momentos 
aún puede proporcionar los resultados más rápidos y se utiliza con frecuencia en la práctica actual. 
Sin embargo, ahora con la amplia disponibilidad de computadores, los métodos manuales han sido 
remplazados por análisis matriciales, que ofrecen soluciones rápidas con un alto grado de precisión 
(ver las referencias 11.2 a 11.6). 

Los métodos aproximados de análisis, basados bien sea en esquemas cuidadosos de la estruc- 
tura deformada bajo carga o en coeficientes de momento, suministran un medio para la estimación 
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rápida de fuerzas y momentos internos (ver la referencia 11.7). Estos estimativos son útiles en 
diseños preliminares y para verificar las soluciones más exactas en busca de errores graves genera- 
dos por equivocaciones en la entrada de datos a los programas de computador. Para estructuras de 
menor importancia, estos procesos aproximados pueden ser la base para el diseño final. 

Considerando los excelentes textos disponibles que se relacionan con los métodos de análisis 
(por ejemplo, ver las referencias 11.1 a 11.7), la presente discusión se limitará a una evaluación de 
la utilidad de varios de los procedimientos más importantes, con referencia particular al análisis de 
estructuras de concreto reforzado. Algunas idealizaciones y aproximaciones que facilitan la solu- 
ción en los casos prácticos se describirán con mayor detalle. 

a. Ángulo de giro y deflexión 

El método del ángulo de giro y deflexión fue desarrollado en forma independiente por Bendixen 
en Alemania en 1914, y por Maney en los Estados Unidos en 1915. Éste se basa en el planteamiento 
de dos ecuaciones para cada elemento de un pórtico continuo, una en cada extremo, expresando el 
momento en el extremo como la suma de cuatro contribuciones: (1) el momento de empotramiento 
asociado con una condición supuesta de restricción al giro en el extremo para la luz cargada; (2) el 
momento asociado con la rotación de la tangente a la curva elástica en el extremo en consideración 
del elemento; (3) el momento asociado con la rotación de la tangente en el otro extremo del ele- 
mento; y (4) el momento asociado con la traslación de un extremo del elemento con respecto a 
otro. Estas ecuaciones se relacionan aplicando los requisitos de equilibrio y de compatibilidad en 
las uniones. Se obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas simultáneas y lineales para la estruc- 
tura completa, en las cuales los desplazamientos de la estructura son las incógnitas. La solución 
para estos desplazamientos permite el cálculo de todas las fuerzas y momentos internos (ver la 
referencia 11.1). 

Este procedimiento es apropiado para resolver vigas continuas, siempre y cuando éstas no 
tengan muchas luces. Su utilidad se extiende mediante modificaciones que aprovechan la simetría 
y la asimetría, y las condiciones de apoyo del extremo articulado cuando éstas existen. Sin embargo, 
para pórticos de varios pisos y múltiples luces, donde hay una gran cantidad de elementos y de 
uniones que, por lo general, van a incluir rotaciones al igual que traslaciones de estas uniones, el 
esfuerzo requerido para resolver el gran número de ecuaciones simultáneas asociado es excesivo. 
Otros procesos de análisis resultan más atractivos en estos casos. 

b. Distribución de momentos 
En 1932, Hardy Cross desarrolló el método de la distribución de momentos para resolver proble- 
mas de análisis de pórticos que implican muchos desplazamientos y rotaciones desconocidas en las 
uniones. Durante las siguientes tres décadas, este modelo fue el procedimiento estándar para este 
tipo de análisis en las oficinas de ingeniería. Incluso ahora, sirve como herramienta analítica funda- 
mental cuando no se dispone de computadores. 

El método de distribución de momentos (ver la referencia 11.1) puede considerarse como 
una solución iterativa de las ecuaciones de ángulo de giro y deflexión. Los momentos de 
empotramiento para cada elemento se modifican en una serie de ciclos, cada uno convergiendo al 
resultado final preciso, para considerar las rotaciones y traslaciones de las uniones. La serie resul- 
tante puede terminarse cuando se alcanza el grado requerido de precisión. Una vez que se obtie- 
nen los momentos en los extremos, todas las resultantes de esfuerzos en los elementos pueden 
obtenerse mediante las leyes de la estática. 

Mediante análisis comparativos se encuentra que, excepto en casos poco usuales, para pórti- 
cos de edificios los momentos determinados mediante la modificación de los momentos de 
empotramiento con apenas dos ciclos de distribución, serán suficientemente precisos para propósi- 
tos de diseño (ver la referencia 11.8). 
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c. Análisis matriciales 
La introducción de los métodos matriciales de análisis en la ingeniería estructural en los ini- 
cios de la década de los años 50, en combinación con la disponibilidad creciente de computa- 
dores, produjo cambios en la práctica que pueden describirse como revolucionarios. La 
utilización de la teoría matricial hace posible reducir las operaciones numéricas detalladas que 
se requieren en el análisis de una estructura indeterminada, a procesos sistemáticos de mani- 
pulación de matrices que pueden llevarse a cabo automática y rápidamente mediante compu- 
tadores. Estos modelos permiten la solución rápida de problemas que comprenden gran cantidad 
de incógnitas. En consecuencia, se da menor importancia a las técnicas especiales limitadas a 
ciertos tipos de problemas y han surgido metodologías poderosas de aplicación general como 
el método matricial de desplazamientos (ver las referencias 11.2 a 11.6). De esta manera, se 
obtiene en forma rápida y a bajo costo una determinación "exacta" de momentos, cortantes y 
fuerzas axiales para la totalidad de un pórtico de edificio. Cuando se requiere, es posible ade- 
lantar análisis de pórticos tridimensionales. Pueden considerarse gran cantidad de alternativas 
incluyendo cargas dinámicas. 

Algunos ingenieros prefieren desarrollar sus propios programas de computador para el aná- 
lisis estructural, adaptados específicamente a sus propias necesidades. Sin embargo, la mayoría 
hacen uso de programas de propósito general, de disponibilidad inmediata, aplicables a una amplia 
variedad de problemas. El usuario suministra, con frecuencia de modo interactivo, los datos de 
entrada, los cuales incluyen cargas, propiedades de los materiales, geometría de la estructura y 
dimensiones de los elementos. Los resultados incluyen desplazamientos y rotaciones en las unio- 
nes, y los momentos cortantes y fuerzas axiales en las secciones críticas para toda la estructura. Se 
encuentran disponibles algunos programas, tales como STMFR-11 (American Concrete Institute, 
Farmington Hills, Michigan), PCA-FRAME (Portland Cement Association, Skokie Illinois), y otros 
provenientes de diversas firmas particulares. La mayoría de los programas tienen capacidad para 
análisis de estructuras aporticadas en dos o tres dímensiones, sometiéndolas a cargas estáticas o 
dinámicas, muros de cortante y otros elementos en una pequeña fracción del tiempo requerido 
normalmente, proporcionando resultados con alto grado de precisión. En general, es suficiente 
con los computadores de escritorio corrientes. 

IDEALIZACIÓN DE LA ESTRUCTURA 
Rara vez es posible que un ingeniero esté en capacidad de analizar una estructura real, redundante 
y compleja. Casi sin excepción, deben realizarse algunas idealizaciones en el desarrollo de un mo- 
delo analítico, de manera que éste sea factible de llevar a cabo. Así, los elementos tridimensionales 
se representan mediante líneas rectas, por lo general coincidentes con los ejes centroidales reales. 
Los apoyos se idealizan mediante rodillos, articulaciones o uniones rígidas. Las cargas distribuidas 
en la realidad sobre un área finita se suponen como cargas puntuales. Para estructuras aporticadas 
y tridimensionales, el análisis se limita comúnmente a pórticos planos, cada uno de los cuales se 
supone que opera de manera independiente. 

En la idealización de pórticos de concreto reforzado, algunos aspectos exigen un comentario 
especial. Los más importantes de éstos se refieren a las longitudes efectivas de las luces, a los 
momentos efectivos de inercia y a las condiciones de apoyo. 

a. Longitud efectiva de luz 
En el análisis elástico de pórticos, una estructura se representa por lo general mediante un diagra- 
ma de líneas sencillas que se basa en forma dimensional en las distancias entre ejes de columnas y 
vigas de entrepiso. En realidad, las alturas de vigas y los anchos de columnas (en el plano del 
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pórtico) conforman una fracción sustancial en las respectivas longitudes,de estos elementos; por 
consiguiente, las longitudes libres son considerablemente menores que las distancias entre ejes de 
las uniones. 

Es evidente que la premisa usual en el análisis de pórticos referente a que los elementos son 
prismáticos, con un momento de inercia constante entre ejes, no es exacta. Una viga que llega hasta 
una columna puede ser prismática hasta la cara de la misma, pero a partir de ese punto hasta el eje 
de la columna, tiene una altura bastante mayor, con un momento de inercia que podría considerar- 
se como infinito en comparación con el del resto de la luz. Para las columnas se obtiene una varia- 
ción similar en ancho y en momento de inercia. Así que, para ser exactos, la variación real de la 
altura o el ancho del elemento debería considerarse en el análisis. Cualitativamente, esto 
incrementaría un poco los momentos en los apoyos de viga y reduciría los momentos dentro de la 
luz. Asimismo, es evidente que la sección crítica para diseño a flexión negativa ocurriría en la cara 
de apoyo y no en el eje del mismo, pues para todos los efectos prácticos se obtiene una altura 
ilimitada de la viga a todo lo ancho del apoyo. 

Se observa que, para el caso de columnas, el gradiente de momentos no es muy pendiente, de 
modo que la diferencia entre el momento en el eje y en la cara superior o inferior de la viga es 
pequeña y puede ignorarse en la mayor parte de los casos. Sin embargo, la pendiente del diagrama 
de momentos para la viga es por lo general muy pronunciada en la zona de apoyo y en este caso se 
presentará una diferencia sustancial entre el momento en el eje de apoyo y el momento en la cara 
de la columna. Si se utilizara el primero de estos valores para calcular las dimensiones del elemen- 
to, se obtendría una sección innecesariamente grande. Es aconsejable, entonces, reducir los mo- 
mentos en los apoyos, determinados mediante un análisis elástico, para tener en cuenta el ancho 
finito de los mismos. 

En la figura 11.3, el cambio de momento entre el eje y la cara del apoyo será igual al área bajo 
el diagrama de cortante entre estos dos puntos. Para un apoyo de cuchilla, esta área es casi igual a 
VaLI2. Sin embargo, esta reacción se distribuye en realidad de manera desconocida a todo lo ancho 

E de la columna - E Centro de la luz 

I 

ncho de columna aL 

urva de momentos 

E de la viga 

FIGURA 11.3 
Reducción de los momentos negativo y positivo en 
un pórtico. 
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del apoyo. Esto tendría el efecto de modificar el diagrama de cortante como aparece con la línea 
punteada; se propone entonces que el área reducida se tome igual a JhL13. El hecho de que la reac- 
ción sea distribuida modificará el diagrama de momentos al igual que el de cortante, produciendo un 
ligero redondeo del pico del momento negativo como se ilustra en la figura y la reducción de VaLI3 se 
aplica en forma ideal al diagrama de momentos, una vez que se redondee el pico. Esto dará casi el 
mismo momento en la cara que el obtenido al restar la cantidad JhL12 del momento pico. 

Sin embargo, otro efecto se hace presente: la modificación del diagrama de momentos a 
causa del incremento en el momento de inercia de la viga al llegar a la columna. Este efecto es 
similar al de un acartelamiento y significará un ligero aumento en el momento negativo y una 
disminución ligera en el positivo. Para valores normales de la relación a, este desplazamiento en la 
curva de momentos será del orden de VaLI6. Así, es conveniente deducir simplemente la cantidad 
VaL13 del momento pico no redondeado, obtenido con el análisis elástico. Esto tiene en cuenta: (1) 
el redondeo real del diagrama de cortante y del pico de momento negativo producto de la reacción 
distribuida, y (2) el desplazamiento hacia abajo de la curva de momentos por efecto de acartelamiento 
en los apoyos. La reducción consistente del momento positivo en una cantidad VaLI6 se ilustra en 
la figura 11.3. 

En relación con las reducciones de los momentos, observe que hay algunas condiciones de 
apoyo para las cuales no se pueden hacer reducciones en el momento negativo. Por ejemplo, cuan- 
do una viga continua está sostenida por una viga principal casi de la misma altura, debe utilizarse el 
momento negativo en la viga en el eje de la viga principal, para el diseño del acero de refuerzo 
negativo. 

b. Momentos de inercia 
La selección de valores razonables para los momentos de inercia de vigas y columnas para utilizar 
en el análisis del pórtico está muy lejos de ser un asunto sencillo. El diseño de vigas y columnas se 
basa en la teoría de la sección fisurada, es decir, en el supuesto de que el concreto sometido a 
tensión es inefectivo. Podría parecer, entonces, que los momentos de inercia que se van a utilizar 
deben determinarse de la misma manera, es decir, con base en la sección transformada fisurada, 
teniendo en cuenta de este modo los efectos del agrietamiento y la presencia del refuerzo. 
Infortunadamente las cosas no son así de sencillas. 

En primer lugar se considera la influencia del agrietamiento. Para elementos comunes, el 
momento de inercia de una sección de viga fisurada es aproximadamente la mitad del de la sección 
bruta no fisurada de concreto. Sin embargo, la extensión del agrietamiento depende de la magni- 
tud de los momentos con relación al momento de agrietamiento. En vigas no se encontrarán grietas 
de flexión cerca de los puntos de inflexión. En general, las columnas estarán casi sin fisuración, 
excepto aquellas que tengan una excentricidad de carga relativamente grande. Otro aspecto funda- 
mental es el del nivel de carga que debe tenerse en cuenta para el análisis. Los elementos que se 
someten a agrietamiento tendrán grietas más extensas al aproximarse a la carga última que con las 
cargas de servicio. Los elementos a compresión no se verán afectados en este aspecto. Así que la 
rigidez relativa depende del nivel de carga. 

Otra complicación surge del hecho de que la sección transversal efectiva de las vigas varía a lo 
largo de la luz. En la región de flexión positiva, una viga tiene por lo general la forma de una 
sección T. Para vigas T comunes, con ancho de ala aproximado igual de cuatro a seis veces el ancho 
de alma y con espesor de ala entre 0.2 a 0.4 veces la altura total, el momento de inercia bruto será 
cerca de dos veces el del alma rectangular con ancho b, y altura h. Sin embargo, en la región de 
flexión negativa próxima a los apoyos, la parte inferior de la sección está en compresión. El ala de 
la sección T se fisura y la sección transversal efectiva es, en consecuencia, rectangular. 

La cantidad y la distribución del refuerzo también tienen influencia. En vigas, si las barras 
inferiores son continuas a través de los apoyos, lo cual es una práctica frecuente, este acero actúa 
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como refuerzo a compresión y rigidiza la sección. En columnas las cuantías de acero son, por lo 
general, mucho mayores que en las vigas, incrementando así la rigidez. 

Dadas estas complicaciones es claro que se necesitan algunas simplificaciones. Es muy útil 
observar que en la mayor parte de los casos, es sólo la relación de las rigideces de los elementos y no 
el valor absoluto de ellas la que influye en el resultado final. Las relaciones de las rigideces se verán 
afectadas muy poco por los diferentes supuestos en el cálculo de los momentos de inercia, si hay 
consistencia para todos los elementos. 

En la práctica, por lo general es suficientemente preciso basar los cálculos de las rigideces 
para el análisis de pórticos en la sección transversal bruta del concreto de las columnas. Para vigas 
T continuas, el agrietamiento reducirá el momento de inercia hasta casi la mitad del de la sección 
no fisurada. Así que, el efecto de las alas y el del agrietamiento prácticamente se cancelan en la 
región de flexión positiva. En las regiones de momento negativo no existen alas; sin embargo, si las 
barras inferiores continúan a través del apoyo para servir de acero a compresión, la rigidez adicio- 
nada tiende a compensar la falta del ala de compresión. Así que, para vigas, se puede utilizar 
generalmente un momento constante de inercia, basado en el área de la sección transversal rectan- 
gular b&. 

El Código ACI 8.6.1 establece que puede utilizarse cualquier conjunto de suposiciones razo- 
nables para calcular las rigideces relativas, siempre y cuando las suposiciones adoptadas sean con- 
sistentes en todo el análisis. El comentario del Código ACI R.8.6.1 anota que los valores relativos 
de rigidez son importantes y que dos suposiciones normalmente empleadas son utilizar valores 
brutos de EI para todos los elementos o utilizar la mitad de los valores brutos de EI para vigas y el 
total para columnas. La primera de estas alternativas corresponde a la discusión anterior cuando se 
utiliza la sección de viga rectangular, mientras que la segunda se ajusta a las anteriores recomenda- 
ciones cuando se utiliza la mitad del valor de EI de la sección de viga T. 

c. Condiciones de apoyo 
Para propósitos del análisis, muchas estructuras pueden dividirse en una cantidad determinada de 
pórticos bidimensionales. Sin embargo, aún en estos casos, hay situaciones en las que resulta impo- 
sible predecir con precisión cuáles pueden ser las condiciones de restricción en los extremos de una 
luz; no obstante, los momentos se afectan con frecuencia en forma considerable por la selección 
realizada. En muchos otros casos, es necesario considerar las estructuras como tridimensionales. 
La restricción rotacional en una unión puede verse influida, o incluso regida, por las características 
de los elementos que llegan hasta ella en dirección perpendicular. Elementos adyacentes o pórti- 
cos paralelos a aquél bajo estudio pueden, de la misma manera, influir su comportamiento. 

Si las vigas de piso se vacían monolíticamente con muros de concreto reforzado (caso muy 
frecuente cuando vigas del primer piso están soportadas en dirección perpendicular por muros de 
cimentación), el momento de inercia del muro con respecto a un eje paralelo a su cara puede ser 
tan grande, que el extremo de la viga puede considerarse como totalmente empotrado para todos 
los efectos prácticos. Si el muro es relativamente delgado, o si la viga es particularmente masiva, 
debe calcularse el momento de inercia de cada uno, donde el del muro es igual a bt3/12, t es el 
espesor del muro y b es el ancho de muro tributario a una viga. 

Si los extremos exteriores de vigas de concreto se apoyan sobre muros de mampostería, lo 
cual se presenta con frecuencia, el supuesto de restricción rotacional nula (es decir, apoyo articula- 
do) es probablemente el más cercano al caso real. 

Para columnas apoyadas sobre zapatas relativamente pequeñas, que a su vez descansan sobre 
suelo compresible, se supone un extremo articulado puesto que tales suelos ofrecen muy poca 
resistencia a la rotación de zapata. Por otro lado, si la zapata descansa sobre roca sólida o si se 
utiliza un conjunto de pilotes cuya porción superior se amarra mediante un dado de concreto, el 
efecto es proporcionar empotramiento casi total para la columna apoyada y así debe suponerse en 
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el análisis. Las columnas apoyadas en una losa de cimentación continua deben suponerse igual- 
mente como empotradas en sus extremos inferiores. 

Si los elementos que llegan hasta una unión en dirección perpendicular a la del plano de pórtico 
que se analiza tienen suficiente rigidez torsional, y si sus extremos más alejados se consideran empo- 
trados o muy cerca de esto, sus efectos sobre la rigidez de la unión deben incluirse en los cálculos. La 
rigidez torsional de un elemento con longitud L se determina con la expresión GJIL, donde G es el 
módulo de cortante del concreto (aproximadamente igual a E, 12.2) yJes el factor de rigidez torsional 
del elemento. Para vigas de sección transversal rectangular o de sección conformada por elementos 
rectangulares, Jpuede tomarse igual a Z(hb3/3 - b4/5), donde h y b son las dimensiones de la sección 
transversal de cada elemento rectangular, siendo b la menor dimensión en cada caso. En el método 
de distribución de momentos, cuando se incluyen efectos de rigidez torsional, es importante que se 
utilicen las rigideces absolutas a flexión 4EIIL en vez de los valores relativos IIL. 

En la figura 11.4 se ilustra una situación muy común en entrepisos de vigas secundarias y 
vigas principales, y en sistemas de entrepiso de viguetas de concreto. El esquema muestra un siste- 
ma de entrepiso conformado por vigas secundarias y vigas principales donde las vigas secundarias 
longitudinales se colocan en los tercios de cada luz, sostenidas por vigas principales transversales, 
adicionalmente a las vigas secundarias longitudinales soportadas en forma directa por las colum- 
nas. Si las vigas principales transversales son muy rígidas, es evidente que la rigidez a flexión de 
todas las vigas en el ancho w debe balancearse con la rigidez del correspondiente conjunto de 
columnas en el pórtico longitudinal. De otra parte, si las vigas principales tienen una rigidez torsional 
pequeña, habrá una amplia justificación para realizar dos análisis longitudinales independientes, 
uno para las vigas secundarias apoyadas directamente sobre las columnas, en el cual debe tenerse 
en cuenta la resistencia rotacional de éstas, y otro para las vigas secundarias que llegan a las prin- 
cipales, donde deben suponerse apoyos articulados. Por lo general, sería suficientemente preciso 
considerar las vigas principales como rígidas torsionalmente y sumar directamente la rigidez de todas 
las vigas tributarias a una columna individual. Esto tiene la ventaja adicional de que todas las vigas 
longitudinales tendrán las mismas dimensiones de la sección transversal e igual acero de refuerzo, 
lo cual facilitaría mucho la construcción. La redistribución plástica de cargas al sobrecargarlas 
garantizará en general momentos de restricción iguales en todas las vigas antes del colapso, tal 
como se supone en el diseño. Los momentos torsionalepo deben ignorarse cuando se diseñan las 
vigas principales. 

DISENO PRELIMINAR 
Para realizar el análisis elástico de un entramado estructural es necesario conocer desde un princi- 
pio las dimensiones de la sección transversal de los elementos, de manera que puedan calcularse 
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los momentos de inercia y las rigideces. No obstante, la determinación de estas mismas magnitudes 
de las secciones transversales es el propósito fundamental de este análisis. Obviamente, la estima- 
ción preliminar de los tamaños de los elementos debe ser una de las primeras etapas en el proceso. 
Una vez que se tengan los resultados, se diseñan los elementos y sus dimensiones resultantes se 
comparan con las calculadas previamente; si es necesario, se modifican las propiedades de las sec- 
ciones supuestas y se repite el análisis. Puesto que este procedimiento puede ser bastante dispen- 
diosp, es muy conveniente realizar al comienzo la mejor estimación posible de los tamaños de 
elementos con el fin de evitar la repetición del análisis. 

Con referencia a lo anterior, vale la pena repetir que en el análisis corriente de pórticos lo 
que importa son las rigideces relativas no las rigideces absolutas. Si en el primer estimativo de los 
tamaños de los elementos, las rigideces de todas las vigas y columnas se sobrestiman o subestiman 
casi en la misma cantidad, la corrección de estos tamaños estimados después del primer análisis 
tendrá muy poco o ningún efecto; en consecuencia, no se requeriría una repetición del proceso. Por 
otro lado, si se comete un error no uniforme en los estimativos y las rigideces relativas difieren de 
los valores supuestos en más del 30 por ciento aproximadamente, debe realizarse un nuevo análisis. 

El diseñador experimentado puede calcular los tamaños de vigas y columnas con una preci- 
sión sorprendente. Aquéllos con muy poca o ninguna experiencia deben confiar en valores tentati- 
vos o en reglas arbitrarias modificadas para ajustarse a situaciones particulares. En pórticos de 
edificios, los tamaños de las vigas se regulan en general por los momentos negativos y por los 
cortantes en los apoyos, donde su sección efectiva es rectangular. Los momentos pueden aproxi- 
marse mediante los momentos de empotramiento para la luz particular o utilizando los coeficien- 
tes de momento del ACI (ver la sección 11.8). En muchos casos, los cortantes no van a diferir en 
forma importante de los calculados, que suponen un comportamiento de viga simplemente apoya- 
da. Como alternativa, muchos diseñadores prefieren estimar la altura de las vigas como aproxima- 
damente 2 de pulgada por cada pie de luz, con un ancho aproximadamente igual a la mitad de la 
altura. Es obvio que estas dimensiones están sujetas a modificaciones según el tipo y magnitud de 
las cargas, los métodos de diseño y las resistencias de los materiales. 

Las dimensiones de las columnas están controladas principalmente por las cargas axiales, que 
pueden estimarse en forma rápida, aunque la presencia de momentos en las mismas causa incre- 
mento en el área determinada a partir de estas cargas. Para columnas interiores, donde el momen- 
to de desbalance no va a ser muy grande, un aumento del 10 por ciento puede ser suficiente, mientras 
que para columnas exteriores, en particular para los pisos más altos, un incremento aproximado 
del 50 por ciento en el área sería apropiado. Los siguientes factores deben tenerse en cuenta al 
decidir sobre estos aumentos estimados: los momentos son mayores para columnas exteriores que 
para las interiores, puesto que en éstas últimas los momentos producidos por cargas muertas, gene- 
rados en luces adyacentes, se balancearán considerablemente entre sí, en contraste con el caso de 
columnas exteriores. Además, la influencia de los momentos en comparación con la de las cargas 
axiales es mayor para las columnas de los pisos superiores que para las de pisos inferiores, porque 
los momentos por lo general son de la misma magnitud mientras que las cargas axiales son mayores 
en las columnas de los pisos bajos que en las de los altos. Aspectos de criterio referentes a factores 
como los anteriores, facilitarán al diseñador desarrollar un modelo preliminar razonablemente 
preciso que, en muchos casos, le permitirá efectuar un análisis satisfactorio en el primer ensayo. 

ANALISIS APROXIMADOS 

No obstante el desarrollo de métodos refinados para el análisis de vigas y p.órticos, cada vez se da 
mayor atención a diferentes procedimientos aproximados (ver la referencia 11.7). Hay diversas razo- 
nes para lo anterior. Antes de realizar el estudio completo de una estructura indeterminada, es nece- 
sario estimar las dimensiones de sus elementos con el fin de conocer las rigideces relativas, puesto 
que el análisis depende de ellas; estas dimensiones pueden obtenerse con base en análisis aproxima- 
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dos. También, aún con la disponibilidad de computadores, la mayoríaaelos ingenieros prefiere rea- 
lizar una revisión burda de los resultados utilizando modelos aproximados para detectar errores gra- 
ves. Más aún, para estructuras de menor importancia, a menudo es satisfactorio diseñar según los 
resultados obtenidos mediante cálculos aproximados. Por estas razones, muchos ingenieros en algu- 
na etapa del proceso estiman los valores de momentos, cortantes y fuerzas axiales en sitios críticos, 
utilizando esquemas aproximados de la estructura deflectada por las cargas aplicadas. 

Si los puntos de inflexión (o sea aquellos puntos de los elementos donde el momento flector 
es cero y se presenta una inversión en la curvatura de la elástica) se localizan exactamente, se 
pueden hallar valores aceptables de las fuerzas en una estructura aporticada con base en el solo 
equilibrio estático. Cada porción de la estructura debe estar en equilibrio bajo la acción de las 
cargas externas aplicadas y las fuerzas internas resultantes. 

Por ejemplo, para la viga de extremos empotrados de la figura 11.5a, los puntos de inflexión 
bajo carga uniformemente distribuida se sabe que están localizados a 0.2111 de los extremos de la 
luz. Puesto que el momento en estos puntos es cero, se pueden colocar rótulas imaginarias en los 
mismos sin modificar el comportamiento del elemento. Es posible analizar los segmentos indivi- 
duales entre rótulas mediante estática, como aparece en la figura 11.5b. Si se empieza con el seg- 
mento central, deben actuar cortantes en las rótulas iguales a 0.289~1; éstos, junto con la carga 
transversal, producen un momento en el centro de la luz igual a 0.0417w12. Luego se procede con 
los segmentos exteriores, se aplica una carga hacia abajo en la rótula, la cual representa el cortante 
que proviene del segmento central. Esta carga, junto con la carga aplicada, producen momentos en 
los apoyos iguales a 0.0833w12. Para este ejemplo, observe que como se conocía desde el comienzo 
la posición correcta de los puntos de inflexión, el diagrama resultante de momentos de la figura 
1 1 . 5 ~  coincide de manera exacta con el diagrama real de momentos para la viga con extremos 

FIGURA 11.5 
Análisis de una viga empotrada por localización de los puntos de inflexión. 
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empotrados que ilustra la figura 11.5d. En casos más prácticos, los puntos de inflexión deben esti- 
marse y los resultados obtenidos serán apenas una aproximación de los valores reales. 

La utilización de análisis aproximados para determinar las fuerzas en pórticos se ilustra con la 
figura 11.6. La figura 11.6~ indica la geometría y la distribución de cargas en un pórtico rígido de dos 
elementos. En la figura 11.6b se presenta un esquema exagerado de la posible forma deflectada, junto 
con la localización estimada de los puntos de inflexión. Con base en esto, la porción central de la viga 
principal se analiza mediante estática, como en la figura 11.6d, para obtener los cortantes de la viga 
principal en los puntos de inflexión, iguales a 7 klb, actuando simultáneamente con una fuerza axial P 
(aún no determinada). Asimismo, los requisitos de la estática aplicados a los segmentos exteriores de la 
viga principal de la figura 11.6~ y la 11.6e, arrojan cortantes verticales de 11 y 13 klb en B y C respectiva- 
mente, y momentos en los extremos de 18 y 30 klb-pie para los mismos sitios. Luego de proceder hacia 
el segmento superior de la columna que aparece en la figura 11.65 con una fuerza axial conocida de 11 
klb y con un momento actuante en la parte superior de 18 klb-pie, se requiere un cortante horizontal de 
4.5 klb en el punto de inflexión para lograr el equilibrio. Finalmente, el análisis estático de la parte 
inferior de la columna indica que se necesita un momento de 9 klb-pie enA, como en la figura 11.6g. El 
valor de P igual a 4.5 klb se obtiene mediante la suma de fuerzas horizontales en el nudo B. 

El diagrama de momentos que resulta del análisis aproximado se ilustra en la figura 11.6h. 
Por comparación, un análisis exacto del pórtico indica unos momentos en los extremos del elemen- 
to de 8 klb-pie enA, 16 klb-pie en B y 28 klb-pie en C. Los resultados del análisis aproximado serían 
satisfactorios para el diseño en muchos casos; por otro lado, si se va a realizar un análisis más 
exacto, con este método se puede hacer una verificación valiosa de sus magnitudes. 

Un caso especial de los métodos aproximados descritos, conocido como método delportal, se 
utiliza generalmente para estimar los efectos de desplazamientos laterales ocasionados por fuerzas 
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FIGURA 11.6 
Análisis aproximado de un pórtico rígido. 
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laterales que actúan sobre pórticos de edificios de varios pisos. Para estos pórticos, es usual supo- 
ner que las cargas horizontales se aplican sólo en las uniones. Si esto es cierto, los momentos en 
todos los elementos varían en forma lineal y, excepto para elementos articulados, tienen signos 
opuestos cerca del punto medio de cada elemento. 

Para un pórtico rectangular simple con tres elementos, las fuerzas cortantes son las mismas 
en las dos columnas y cada una es igual a la mitad de la carga horizontal externa. Si una de las 
columnas fuera más rígida que la otra, se requeriría una fuerza horizontal mayor para desplazarla 
la misma distancia horizontal que a la columna más flexible. En consecuencia, la porción del cor- 
tante total resistido por la columna más rígida es mayor que la de la columna más flexible. 

En pórticos de edificios de varios pisos, los momentos y las fuerzas en vigas principales y en 
columnas de cada piso individual se distribuyen básicamente de la misma manera que la ya analiza- 
da para pórticos de un solo piso. El método del portal para el cálculo aproximado de momentos, 
cortantes y fuerzas axiales, producidos por cargas horizontales, se basa por tanto en las siguientes 
proposiciones sencillas: 

1. El cortante horizontal total de todas las columnas en determinado piso es igual y opuesto a la 
suma de todas las cargas horizontales que actúan por encima de ese piso. 

2. El cortante horizontal es el mismo en las dos columnas exteriores; el de cada columna interior es 
el doble que el de una columna exterior. 

3. Los puntos de inflexión de todos los elementos, columnas y vigas principales, se localizan en la 
mitad de la distancia entre uniones. 

Aunque la última de estas proposiciones se aplica comúnmente a todas las columnas, inclu- 
yendo las de pisos inferiores, los autores prefieren considerar éstas últimas en forma aislada según 
las condiciones de la cimentación. Si las condiciones reales son tales que impiden de hecho las 
rotaciones (cimentaciones sobre roca, pilotes masivos, etc.), los puntos de inflexión en las colum- 
nas inferiores están por encima del punto medio y pueden suponerse a una distancia de 213, me- 
dida desde la parte inferior. Si se da muy poca resistencia a la rotación, por ejemplo, el caso de 
zapatas relativamente pequeñas sobre suelos compresibles, el punto de inflexión se localiza más 
cerca de la parte inferior y se asume a una distancia h/3 de esta parte o aún más bajo (para articu- 
laciones ideales, el punto de inflexión se ubica en la articulación misma, es decir, en el extremo 
inferior). Puesto que los cortantes y momentos correspondientes son mayores en el piso inferior, es 
de vital importancia una evaluación concienzuda de las condiciones de la cimentación y de la ma- 
nera como éstas afectan la localización de los puntos de inflexión. 

La primera de las tres proposiciones citadas anteriormente se basa en que las fuerzas hori- 
zontales deben estar en equilibrio en cualquier nivel. La segunda tiene en cuenta el hecho de que 
en pórticos de edificios, las columnas interiores por lo general son más rígidas que las exteriores 
porque: (1) las cargas axiales mayores exigen secciones transversales mayores, y (2) las columnas 
exteriores están restringidas a la rotación en las uniones únicamente por una viga principal, mien- 
tras que las columnas interiores están restringidas por dos de estos elementos. La tercera es bas- 
tante cierta puesto que, exceptuando las columnas superiores e inferiores y en un menor grado las 
vigas principales exteriores, cada elemento del pórtico de un edificio está restringido de la misma 
manera en los dos extremos. Por esta razón, éste se deflecta con cargas horizontales de manera 
asimétrica, con el punto de inflexión en la mitad de la longitud. 

Los cálculos en este método son extremadamente sencillos. Una vez que se determinan los 
cortantes en las columnas a partir de las proposiciones 1 y 2, y que se ubican los puntos de inflexión 
con la 3, todos los momentos, cortantes y fuerzas axiales se calculan simplemente por estática. Este 
proceso se ilustra en la figura 11.7a. 

Considere las uniones C y D. El cortante total en el segundo piso es 3 +' 6 = 9 klb. De 
acuerdo con la proposición 2, el cortante en cada columna exterior es 916 = 1.5 klb, y en cada 
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FIGURA 11.7 
Método del portal para determinar momentos generados por cargas de viento en un pórtico de 
edificio: (a) momentos, cortantes y fuerzas axiales; (b)  variaciones de los momentos. 

columna interior es 2 x 1.5 = 3.0 klb. Los cortantes en los otros pisos, obtenidos de la misma 
manera, actúan en las rótulas como se indica. Tenga en cuenta el equilibrio de estructura rígida 
entre las rótulas a, b y c; los momentos en las columnas, 3.0 y 9.0, respectivamente, se obtienen en 
forma directa multiplicando los cortantes por sus brazos de palanca de 6 pies. El momento en la 
viga principal en C, necesario para el equilibrio, es igual y opuesto a la suma de los momentos en 
las columnas. El cortante en la viga principal se obtiene si su momento (es decir, el cortante 
multiplicado por la mitad de la luz de la viga principal) es igual al de la viga principal en C. De ahí 
que el cortante es 12.0110 = 1.2 klb. El momento en el extremo D es igual al de C, puesto que el 
punto de inflexión está en el centro de la luz. En D, los momentos en las columnas se calculan de 
la misma manera a partir de los cortantes conocidos en las columnas y de los brazos de palanca. 
La suma de los momentos en las dos vigas principales, para producir equilibrio, debe ser igual y 
opuesta a la suma de los momentos en las dos columnas; a partir de esto, el momento en la viga 



principal a la derecha de C es 18.0 + 6.0 - 12.0 = 12.0. Las fuerzas axiales en las columnas 
también se obtienen mediante estática. Así que, para el cuerpo rígido aEd, un cortante vertical 
de 0.3 klb debe actuar hacia arriba en d .  Para equilibrarlo se requiere una fuerza de tensión de - 
0.3 klb en la columna CE. En el cuerpo rígido abc se adiciona un cortante hacia arriba de 1.2 klb 
en b a la tensión previa hacia arriba de 0.3 klb en a.  Para equilibrar estas dos fuerzas, se exige una 
fuerza de tensión de -1.5 klb en la columna AC. Si se considera el equilibrio de todas las otras 
estructuras parciales entre rótulas de manera similar, todos los momentos, fuerzas u cortantes se 
determinan rápidamente. 

En este caso se supuso una cimentación relativamente flexible y la localización de los puntos 
de inflexión de la parte más baja se estimó en hl3 desde la parte inferior. Las características gene- 
rales de la distribución resultante de momentos se ilustra en la figura 11.7b. 

El Código ACI incluye expresiones que pueden utilizarse para el cálculo aproximado de momentos 
y cortantes máximos en vigas continuas y en losas armadas en una dirección. Las expresiones para 
momento toman la forma de un coeficiente multiplicado por w,C, donde w, es la carga mayorada 
total por unidad de longitud en la luz, y 1, es la luz libre entre cara y cara de los apoyos para 
momento positivo, o el promedio de las dos luces libres adyacentes para momento negativo. Los 
cortantes se toman iguales a un coeficiente multiplicado por w,1,/2. Los coeficientes estipulados 
por el Código ACI 8.3.3 se presentan en la tabla 11.1 y se resumen en la figura 11.8. 

Los coeficientes de momento del ACI se determinaron conbase en análisis elásticos, según 
las aplicaciones alternas de la carga viva, para lograr máximos momentos negativos o positivos en 
las secciones críticas, como se describió en la sección 11.2. Éstos son aplicables dentro de las si- 
guientes limitaciones: 

Extremo discontinuo 
no restringido: 

Viga de borde: 
Columna: 

Extremo discontinuo 
no restringido: 
Viga de borde: 
Columna: 

FIGURA 11.8 
Resumen de los coeficientes de momento del 
Código ACI: (a) vigas con más de dos luces; 
(b) vigas con dos luces únicamente; (c) losas con 
luces que no exceden 10 pies; (d) vigas en las 
cuales la suma de las rigideces de las columnas 
excede ocho veces la suma de las rigideces de las 
vigas para cada extremo de la luz. 
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1. Se tienen dos o más luces. 
2. Las luces son aproximadamente iguales; la más larga de las dos lúces adyacentes no puede ser 

mayor que la más corta en más del 20 por ciento. 
3. Las cargas son uniformemente distribuidas. 
4. La carga viva unitaria no excede tres veces la carga muerta unitaria. 
5. Los elementos son prismáticos. 

TABLA 11.1 
Valores de momento y de cortante utilizando los coeficientes del ACII- 
Momento positivo 

Luces exteriores 
Si el extremo discontinuo no está restringido $wu~; 

Si el extremo discontinuo se construye en forma integral con el soporte Lw,1,2 14 

Luces interiores hwUe 
Momento negativo en la cara exterior del primer apoyo interior 

Dos luces 

Más de dos luces &wu1,2 
1 - wul; 

Momento negativo en otras caras de apoyos interiores 11 

Momento negativo en la cara de todos los apoyos para: (1) losas con luces 
que no exceden 10 pies, y (2) vigas secundarias y vigas principales 
cuando la relación de la suma de las rigideces de columna a la de las 
rigideces de las vigas excede ocho veces en cada extremo de la luz gwur," 

Momento negativo en las caras interiores de los apoyos exteriores 
para elementos construidos integralmente con sus soportes 

Cuando el soporte es una viga de borde o una principal 

Cuando el soporte es una columna & wul; 
Cortante en los elementos finales en el primer apoyo interior 

Cortante en todos los demás apoyos 

tw, = carga mayorada total por unidad de longitud de viga o por unidad de área de losa. 
1, = luz libre para momento positivo y cortante, y promedio de las dos luces libres adyacentes para momento negativo. 

Puesto que se consideran patrones alternos de aplicación de cargas, el resultado de la apli- 
cación de los coeficientes de momento del Código no es un solo diagrama de momentos para 
determinada luz, sino una envolvente de momentos máximos como lo ilustra la figura 11.9 para 
una luz de un pórtico continuo. Para el momento máximo positivo, dicha luz soportará las cargas 
muertas y vivas mientras que las luces adyacentes lo harán únicamente con las cargas muertas, 
produciendo el diagrama de la figura 11.9a. Para el momento negativo máximo en el apoyo iz- 
quierdo, tanto las cargas muertas como las vivas deben colocarse sobre la luz dada y en la de la 
izquierda, mientras que la luz adyacente a la derecha soportaría sólo carga muerta, obteniéndose 
así el resultado que aparece en la figura 11.9b. La figura 11.9~ muestra los resultados correspon- 
dientes para momento máximo en el apoyo derecho. La envolvente de momentos de la figura 
11.9d, que da la base para el diseño a lo largo de la luz, es un diagrama de momentos compuesto 
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FIGURA 11.9 
Diagramas de momentos máximos y envolvente de momentos para vigas continuas: (a) momento 
positivo máximo; (b )  momento negativo máximo en el extremo izquierdo; (c) momento negativo 
máximo en el extremo derecho; (d) envolvente de momentos. 

por las porciones que controlan los diagramas desarrollados anteriormente. Se observa que existe 
un intervalo de posiciones para los puntos de inflexión resultantes de las distribuciones alternas de 
carga. Las localizaciones extremas, requeridas para determinar los puntos de corte de las barras, 
pueden encontrarse con la ayuda del gráfico A.3 del apéndice A. A partir de la figura 11.9d, es 
evidente que en la región del punto de inflexión puede presentarse una inversión en los momentos' 
para patrones alternos de carga. Sin embargo, de acuerdo con las limitaciones establecidas de 
aplicabilidad de los coeficientes, estas inversiones de momentos no deben presentarse en las sec- 
ciones críticas de diseño cerca de la mitad de la luz o en las caras de los apoyos. 

Si se comparan los momentos encontrados mediante los coeficientes del Código ACI con los 
calculados por análisis más exactos, se encontrará que los coeficientes de'momento son bastante 
conservadores. Los momentos elásticos reales pueden ser considerablemente menores. En conse- 
cuencia, en muchas estructuras de concreto reforzado es posible alcanzar una economía significativa 
realizando un análisis más preciso. Esto es obligatorio para vigas y losas cuyas luces difieren en más 
del 20 por ciento, para cargas sostenidas que no están distribuidas de manera uniforme o para cargas 
vivas tres veces mayores que la carga muerta. 

Puesto que en un pórtico continuo los patrones de aplicación de cargas que producen los 
momentos críticos en las columnas son diferentes de los que generan los momentos máximos nega- 
tivos en las vigas, los momentos en las columnas deben encontrarse por separado. Según el Código 
ACI 8.8, las columnas tienen que diseñarse para resistir la carga axial generada por las cargas 
mayoradas muertas y vivas actuando sobre todos los pisos superiores y la cubierta, más el momento 
máximo generado por las cargas mayoradas actuando sobre una sola luz adyacente del piso o cu- 
bierta que se analiza. Además, por la forma característica del diagrama de interacción de resisten- 
cia de la columna (ver el capítulo S), es necesario considerar el caso que produce la relación máxima 
de momento a carga axial. En estructuras de varios pisos, esto resulta a partir de un patrón de 
aplicación de cargas con la forma de tablero de ajedrez (ver la figura 11,2d), que da los momentos 
máximos en la columna pero a una fuerza axial menor que la máxima. Como una simplificación en 
el cálculo de los momentos que generan las cargas gravitacionales, los extremos más alejados de las 
columnas pueden tratarse como empotrados. El momento encontrado en una unión columna-viga, 
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para determinada distribución de cargas, debe asignarse a la columna superior y a la inferior en 
proporción a las rigideces relativas de las columnas y a las condiciones de restricción. 

Los cortantes en los extremos de las luces de un pórtico continuo se modifican a partir del 
valor w,l, 12 para una viga simplemente apoyada porque los momentos en los extremos están por lo 
general desbalanceados. Para luces interiores, dentro de las limitaciones del método de los coefi- 
cientes del Código ACI, este efecto excederá pocas veces el ocho por ciento en forma aproximada 
y, por consiguiente, puede ignorarse como lo sugiere la tabla 11.1. Sin embargo, para luces exter- 
nas, en la cara del primer apoyo interior, el cortante adicional es significativo y la tabla 11.1 indica 
un incremento del 15 por ciento por encima del cortante para una viga simple equivalente. La 
correspondiente reducción en el cortante en la cara del apoyo exterior se desprecia 
conservadoramente. 

a. Introducción 
En la actualidad, la mayor parte de las estructuras de concreto reforzado se diseñan para momen- 
tos, cortantes y fuerzas axiales encontrados mediante la teoría elástica, con métodos como los des- 
critos en las secciones 11.1 a 11.8 de este capítulo. Por otra parte, el dimensionamiento real de los 
elementos se lleva a cabo con modelos de resistencia que reconocen que se tendría una respuesta 
inelástica de la sección y del elemento para estados de sobrecarga. Por ejemplo, las cargas mayoradas 
se utilizan en el análisis elástico para determinar los momentos de viga continua después de lo cual 
las secciones críticas de viga se diseñan con el conocimiento de que el acero estaría muy dentro del 
intervalo de fluencia y que la distribución de esfuerzos en el concreto sería no lineal antes del 
colapso final. Evidentemente, éste es un planteamiento inconsistente dentro del proceso total de 
análisis y diseño, aunque puede demostrarse que es seguro y conservador. Una viga o pórtico ana- 
lizado y diseñado de este modo no va a fallar ante la aplicación de una carga inferior al valor 
calculado de esta manerai-. 

Por otra parte, se sabe que una viga o pórtico continuo no va a fallar normalmente cuando se 
alcanza la capacidad última a momento en apenas una sección crítica. En esta sección se formará 
una rótula plástica que permite grandes rotaciones con un momento resistente constante y la trans- 
ferencia por este medio de la carga a otros sitios a lo largo de la luz donde no se alcanza aún la 
resistencia límite. Normalmente, en vigas y pórticos continuos habrá capacidad adicional en aque- 
llos otros sitios puesto que éstos habrían sido reforzados para momentos generados por distribu- 
ciones diferentes de carga, seleccionadas para producir los máximos momentos en estos sitios. 

A medida que la carga se incrementa pueden formarse otras rótulas plásticas en varios sitios 
a lo largo de la luz, que pueden generar de manera eventual el colapso de la estructura, pero sólo 
después de que se presente una significativa redistribución de momentos. Por ejemplo, la relación de 
momentos negativos a positivos, encontrada con el análisis elástico, no sigue siendo válida y la 
relación verdadera después de la redistribución depende de las resistencias reales a la flexión en las 
secciones donde se formaron rótulas. 

El reconocimiento de la redistribución de momentos puede ser importante porque permite 
una aproximación más realista a la capacidad verdadera de una estructura para resistir cargas, lo 
cual conduce a un aumento en la economía. Asimismo, permite al diseñador modificar, dentro de 
ciertos límites, los diagramas de momento de diseño para los elementos. Algunas secciones pueden 

t Para más detalles sobre este tema, ver el análisis relacionado con los teoremas del límite superior e inferior de la teoría de la plasticidad en la 
sección 14.2. 
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FIGURA 11.10 
Viga continua de tres luces después de la formación de rótulas plásticas en los apoyos interiores. 

dejarse subreforzadas en forma deliberada si la resistencia a momentos en las secciones adyacentes 
críticas se incrementa de modo correspondiente. Así, los ajustes realizados en los momentos de 
diseño permiten al diseñador reducir la congestión del refuerzo que se presenta a menudo en las 
áreas de momentos grandes como, por ejemplo, en las uniones viga-columna. 

La formación de las rótulas plásticas se establece bastante bien mediante ensayos como el ilus- 
trado en la figura 11.10, llevado a cabo en el George Winter Laboratory de la Universidad de Cornell. 
La viga continua de tres luces ilustra la respuesta inelástica común de elementos sometidos a sobre- 
cargas considerables. Ésta se reforzó de manera que las rótulas plásticas se formaran en las secciones 
del apoyo interior antes de que se alcanzara la capacidad límite de las secciones en otros sitios. La 
viga continuó soportando cargas crecientes muy por encima de aquellas que produjeron la primera 
fluencia en los apoyos. Las deflexiones extremas y los cambios repentinos en la pendiente del eje del 
elemento que se observan en la figura, se obtuvieron sólo poco antes del colapso final. 

Las inconsistencias de los métodos actuales para el proceso completo de análisis y diseño, la 
posibilidad de utilizar la reserva de resistencia de las estructuras de concreto resultante de la 
redistribución de momentos y la oportunidad de reducir la congestión del acero en las regiones 
críticas, han motivado un interés considerable en el análisis límite de estructuras de concreto refor- 
zado, basado en los conceptos descritos anteriormente. Para vigas y pórticos, el Código ACI 8.4 
permite una redistribución limitada de los momentos según la cuantía de acero a tensión. Para 
losas donde se utilizan casi siempre cuantías muy bajas de acero y que pw  tanto disponen de gran- 
des ductilidades, los métodos de diseño plástico son especialmente adecuados: 

b. Rótulas plásticas y mecanismos de colapso 
Si un segmento corto de unaviga de concreto reforzado se somete a un momento flector, se obten- 
drá una curvatura del eje de la viga y se presentará una rotación correspondiente en una cara del 
segmento con respecto a la otra; es conveniente expresar este efecto en términos de variación 
angular por unidad de longitud del elemento. La relación entre momento y variación del ángulo 
por unidad de longitud de la viga, o curvatura, para una sección de viga de concreto reforzado 
sometida a agrietamiento por tensión, se desarrolló en la sección 6.9 del capítulo 6. Allí se presen- 
taron métodos mediante los cuales puede dibujarse un gráfico teórico que relaciona el momento y 
la curvatura para determinada sección de viga, como aparece en la figura 6.16. 
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La relación real momento-curvatura medida en ensayos de vigas difiere un poco de aquélla 
expuesta en la figura 6.16, en especial porque, a partir de ensayos, las curvaturas se calculan con 
base en deformaciones unitarias promedio calculadas sobre una longitud de medición finita, por lo 
general similar a la altura efectiva de la viga. En particular, el aumento repentino de la curvatura 
cuando ocurre el agrietamiento del concreto, que se ilustra en la figura 6.16, no se detecta a menu- 
do porque la grieta ocurre en un solo sitio a lo largo de la longitud de medición. Para otros sitios de 
la viga, el concreto no fisurado comparte la resistencia a la tensión por flexión lográndose lo que se 
conoce como rigidización a tensión; este efecto tiende a reducir la curvatura. Más aún, la forma 
exacta de la relación momento-curvatura depende considerablemente de la cuantía de acero al 
igual que de las curvas exactas esfuerzo-deformación unitaria para el concreto y el acero. 

La figura 11.11 ilustra un diagrama un poco simplificado de momento-curvatura para una 
sección de viga real de concreto que tiene una cuantía de acero a tensión aproximadamente igual a 
la mitad del valor balanceado. El diagrama es lineal hasta que se llega al momento de agrietamien- 
to Mcp después de lo cual se obtiene una línea recta con una pendiente un poco más tendida. Para 
el valor de momento donde se inicia la fluencia, My, la rotación unitaria comienza a aumentar en 
forma desproporcionada. Incrementos adicionales en el momento aplicado producen una rotación 
inelástica sustancial hasta que se alcanza de modo eventual la deformación unitaria límite a com- 
presión del concreto con la rotación última q,. El momento resistente para la capacidad última es, 
por lo general, un poco superior a la resistencia a la flexión calculada M,, principalmente a causa 
del endurecimiento por deformación del refuerzo. 

El efecto de la respuesta inelástica del concreto antes de la fluencia del acero es pequeño 
para secciones subreforzadas típicas, como se indica en la figura 6.16, y el momento de fluencia 
puede calcularse con base en la distribución de esfuerzos elásticos en el concreto que aparece en la 
figura 1l.llb: 

Rotación unitaria 

(a) 

FIGURA 11.11 
Características de una rótula plástica en un elemento 
de concreto reforzado: (a) diagrama típico 
momento-rotación; (b) deformaciones unitarias y 
esfuerzos al inicio de la fluencia; (c) deformaciones 
unitarias y esfuerzos en la falla incipiente. 
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Rótula Rótula real 
real 

N / 
\N , Rótula plástica 

4, 

FIGURA 11.12 
Elemento estáticamente determinado después de la formación 
de una rótula plástica. 

donde kd es la distancia de la cara de compresión hasta el eje neutro de la sección elástica fisurada 
(ver la sección 3.3b). Con base en la figura 11.11~ se calcula la capacidad a momento último M,, 
mediante la expresión usual: 

Para propósitos de análisis límite, la curva M -S, se idealiza como se indica con la línea puntea- 
da de la figura 11.11~. La pendiente de la porción elástica de la curva se obtiene con suficiente preci- 
sión utilizando el momento de inercia de la sección fisurada transformada. Una vez que se alcanza el 
momento último calculado M, se supone que ocurre una rotación plástica continua sin cambio en el 
momento aplicado. La curva elástica de la viga presentará un cambio abrupto en la pendiente para 
esta sección. La viga se comporta como si existiera una rótula en este punto; sin embargo, la rótula no 
estará "libre de fricción", sino que tendrá una resistencia a la rotación constante. 

Si estas rótulas plásticas se forman en una estructura estáticamente determinada como la que 
aparece en la figura 11.12, ocurren deflexiones sin control y la estructura presentará colapso. El 
sistema resultante se identifica como un mecanismo, en analogía con los sistemas articulados en 
mecánica. Generalizando, se puede decir que los sistemas estáticamente determinados requieren 
la formación de apenas una rótula plástica para convertirse en mecanismos. 

Esto no sucede con las estructuras estáticamente indeterminadas. En este caso, la estabilidad 
puede mantenerse aún cuando se hayan formado rótulas en diferentes secciones transversales. La 
formación de estas rótulas en las estructuras indeterminadas permite una redistribución de mo- 
mentos dentro de la viga o pórtico. Para simplificar, se supondrá que la viga estáticamente indeter- 
minada de la figura 11.13~ se refuerza en forma simétrica, de modo que la capacidad a flexión 
negativa es igual a la positiva. Considere el caso en que la carga P se incrementa de manera gradual 
hasta que el momento elástico en el apoyo empotrado, &PL, sea justo igual a la capacidad a mo- 
mento plástico de la sección M,. Esta carga es 

16 M,, Mn 
p = p = -- = 5.33- 

3 L L 

Para esta carga, el momento positivo en el punto de aplicación de la carga es PL, como se indica 
32 

en la figura 11.13b. La viga aún responde elásticamente en todas partes excepto en el apoyo iz- 
quierdo; en ese punto, el apoyo realmente empotrado puede remplazarse, para propósitos de aná- 
lisis, con una rótula plástica que ofrece una resistencia conocida a momento M,. Puesto que se 
remplaza una reacción redundante por un momento conocido, la viga ahora es determinada. 

La carga puede aumentarse aún más hasta que el momento en el punto de su aplicación 
resulte igual a M, , carga para la cual se forma la segunda rótula. Así, la estructura se convierte en 
un mecanismo, como aparece en la figura 11.13c, y se presenta el colapso. El diagrama de momen- 
tos con la carga de colapso es el de la figura 11.13d. 
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Rótula plástica , P 
I 

Rótula plástica 

(d):, , 
FIGURA 11.13 
Viga estáticamente indeterminada con rótulas 
plásticas en los apoyos y en el centro de la luz. 

La magnitud de la carga que produce el colapso se puede calcular considerando la geometría 
de la figura 11.13d: 

a partir de la cual 

Si se comparan las ecuaciones (b) y (a), es evidente que es posible un incremento en P del 12.5 por 
ciento por encima de la carga que produce la formación de la primera rótula plástica, antes de que 
se presente el colapso de la viga. A causa de la formación de rótulas plásticas se presenta una 
redistribución de momentos de tal manera que, en la falla, la relación entre el momento negativo y 
el positivo es igual a la supuesta cuando se refuerza la estructura. 

c. Demanda de rotación 
Es evidente que hay una reh$ón directa entre la cantidad deseada de redistribución y la cantidad 
de rotación inelástica requerida enTecciones críticas de una viga para producir la redistribución 
esperada. En general, cuanto mayor s e a ~ o d i f i c a c i ó n  de la relación de momentos elásticos, 
mayor será la capacidad requerida de rotación p.ara poder efectuar este cambio. Para ilustrar lo 
anterior, si la viga de la figura 11.13~ se hubiera reforzado de acuerdo con el diagrama de momen- 
tos elásticos de la figura 11.13b, no se requeriría ninguna capacidad de rotación inelástica. La viga 
presentaría fluencia, al menos en teoría, en forma simultánea en el apoyo izquierdo y en el centro 
de la luz. Por otro lado, si el refuerzo en el apoyo izquierdo se redujera deliberadamente (y el 
refuerzo en el centro de la luz se incrementara de manera recíproca), se requeriría una rotación 
inelástica en el apoyo antes de alcanzar la resistencia en el centro de la luz. 
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La cantidad de rotación requerida en las rótulas plásticas para cualquier diagrama de mo- 
mentos supuesto puede encontrarse si se tienen en cuenta los requisitos de compatibilidad. El 
elemento debe deflectarse bajo los efectos combinados del momento elástico y de las rótulas plás- 
ticas, de modo que se satisfagan las condiciones correctas de frontera en los apoyos. Por lo general, 
la deflexión en los apoyos se mantiene igual a cero. Los principios del área de momentos y de la 
viga conjugada son útiles en la determinación cuantitativa de la demanda de rotación (ver la refe- 
rencia 11.9). En el cálculo de las deflexiones, es conveniente suponer que las rótulas plásticas ocu- 
rren en un solo punto en vez de distribuirse sobre una longitudfinita de articulación, como ocurre 
en realidad. En consecuencia, al cargar la viga conjugada con rotaciones unitarias, las rótulas plás- 
ticas se representan mediante cargas concentradas. 

El cálculo de las demandas de rotación se ilustrará con la viga continua de dos luces de la 
figura 11.14~. El diagrama de momento elástico que resulta de la aplicación de una carga concen- 
trada se indica en la figura 11.14b. El momento en el apoyo B es 0.096P1, mientras que el momento 
bajo la carga es 0.182Pl. Si la deflexión de la viga en el apoyo C se calculara utilizando las rotacio- 
nes unitarias iguales a MIEI, con base en este diagrama de momentos elásticos se obtendría un 
resultado de cero. 

La figura 11.14~ presenta como alternativa un diagrama de momentos estáticamente admisi- 
ble que se obtuvo aumentando en forma arbitraria el momento en el apoyo de 0.096P1 hasta 0.150Pl. 
Si se calculara la deflexión de la viga en C utilizando este diagrama como base, se obtendría un 
valor diferente de cero. Esto indica la necesidad de que haya rotación inelástica en uno o más 
puntos para mantener la compatibilidad geométrica en el apoyo derecho. 

Si la viga estuviera reforzada de acuerdo con la figura 11.14c, las cargas crecientes produci- 
rían la primera rótula plástica en D, donde la viga se hace de baja resistencia en forma deliberada. 
Es posible que el aumento continpo de la carga genere la formación de una segunda rótula plástica 
en B, creando un mecanismo y ocasionando el colapso de la estructura. 

. . 
/Rótula interna ,. w 

(e)- 

FIGURA 11.14 
Redistribución de momentos en una viga de dos luces: (a)viga cargada; 
(b) momentos elásticos; (c) momentos modificados; (d) cargas MIEI; 
(e) una viga conjugada; (f) curva de la deflexión. 
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El análisis límite exige el cálculo de las rotaciones en todas las rótulas plásticas hasta, pero sin 
incluir, la última rótula que precipita el colapso real. La figura 11.14d indica la carga MIEI que debe 
aplicarse sobre la viga conjugada de la figura 11.14e. También se muestra el cambio de ángulo 
concentrado Od, que debe evaluarse. Si se comienza con la luz izquierda y se toman los momentos 
de las cargas MIEI con respecto a la rótula interna de la viga conjugada en B, se obtiene la reacción 
a la izquierda de la viga conjugada (igual a la pendiente de la viga real): 

Una vez conocida esta reacción, se toman momentos con respecto al apoyo en C de la viga conju- 
gada y se iguala a cero para obtener 

Este valor representa la discontinuidad necesaria en la pendiente de la curva elástica expuesta en 
la figura 11.14f para eliminar la deflexión de la viga en el apoyo derecho. La viga debe ser capaz de 
desarrollar al menos esta cantidad de rotación plástica si se supone que el diagrama modificado de 
momentos de la figura 11.14~ es válido. 

d. Capacidad de rotación 

La capacidad de las estructuras de concreto para absorber rotaciones inelásticas en los sitios de 
formación de rótulas plásticas no es ilimitada. El diseñador que adopta en su totalidad el análisis 
límite para estructuras de concreto debe calcular no sólo la cantidad de rotación requerida en las 
secciones críticas que alcance el grado supuesto de redistribución de momentos, sino también la 
capacidad de rotación de los elementos en estas secciones para asegurar que ésta es adecuada. 

La curvatura para la iniciación de la fluencia se calcula a partir de la distribución de deforma- 
ciones elásticas que ilustra la figura 11.1 lb: 

en la cual el valor de k que establece la profundidad del eje neutro elástico se encuentra con la 
ecuación (3.12). La rotación unitaria última puede obtenerse a partir de la geometría de la figura 
11.1lc: 

Aunque para el análisis de resistencia a la flexión se acostumbra adoptar un valor de E = 0.003, 
para efectos del análisis límite se necesita un valor más refinado. Diversos estudios experimentales 
(ver las referencias 11.10 y 11.1 1) indican que la capacidad a deformaciones últimas del concreto 
está fuertemente influida por el ancho de la viga b, por el gradiente del momento y por la presencia 
de refuerzo adicional en forma de acero a compresión y de acero de "amarre" (es decir, refuerzo en 
el alma). Este último parámetro se introduce en forma conveniente mediante una cuantía de acero 
p", definida como la relación entre el volumen de un estribo más el del acero a compresión tributa- 
rio a éste, y el volumen de concreto tributario a un estribo. Con base en estudios empíricos, la 
deformación última a flexión en una rótula plástica es 

donde z es la distancia entre el punto de momento máximo y el de momento cero. Con base en las 
ecuaciones (11.3) a (11.5), la rotación unitaria inelástica para la relación idealizada que aparece en 
la figura 11.11~ es 
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Esta rotación plástica no se limita a una sección transversal sino que está distribuida sobre una 
longitud finita llamada longitud de articulación. Los estudios experimentales en los cuales se basa la 
ecuación (1 1.5) incluyen mediciones de rotaciones y deformaciones en una longitud igual a la altu- 
ra efectiva d de los elementos ensayados. En consecuencia, E,, es un valorpromedio de la deforma- 
ción última sobre una longitud finita, y $, determinada mediante la ecuación (11.6), es un valor 
promedio de la rotación unitaria. La rotación inelástica total Op puede encontrarse multiplicando la 
rotación unitaria promedio por la longitud de articulación: 

Con base en la evidencia actual, parece que la longitud de articulación I, en las zonas de apoyo y 
para cada uno de los lados del apoyo, puede estimarse mediante la expresión 

en la cual z es la distancia desde el punto de máximo momento hasta el punto de momento cero 
más cercano. 

e. Redistribución de momentos según el Código ACI 

La utilización total de la capacidad plástica de vigas y pórticos de concreto reforzado requiere un 
análisis extenso de todos los posibles mecanismos y una investigación de las demandas y las capaci- 
dades de rotación en todos los sitios de posible formación de rótulas. El incremento del tiempo de 
diseño puede no justificar los beneficios obtenidos. De otra parte, se puede realizar una cantidad 
restringida de redistribución de momentos elásticos en forma segura sin llevar a cabo el análisis 
completo, lo cual puede ser suficiente para obtener muchas de las ventajas del análisis límite. 

El Código ACI 8.4 permite una cantidad limitada de redistribución, según una medida burda 
de la ductilidad disponible, sin necesidad de calcular de manera explícita las demandas y capacida- 
des de rotación. La relaciónplpb, o para el caso de elementos doblemente reforzados, -pf)/pb, 
se utiliza como un indicativo de la capacidad de rotación, donde pb, es la cuantía balanceada de 
acero dada por la ecuación (3.28). Para elementos simplemente reforzados con p = pb, diversos 
ensayos indican que casi no hay capacidad de rotación plástica porque la deformación en el concre- 
to está muy cercana a E,, cuando se inicia la fluencia del acero. Asimismo, para un elemento doble- 
mente reforzado, cuando p -pf =pb, habrá muy poca rotación después de la fluencia del acero y 
antes de que el concreto falle por aplastamiento. Sin embargo, cuando p o p - pf son bajos, por lo 
general es factible lograr una rotación considerable. De acuerdo con lo anterior, el Código ACI 8.4 
establece lo siguiente: 

Excepto cuando se utilicen valores aproximados para los momentos, los momentos negativos en los 
apoyos de elementos continuos a flexión, calculados mediante la teoría elástica para cualquier distribu- 
ción supuesta de carga, pueden incrementarse o disminuirse en no más de 20[1- (p -pf)/pb] por ciento. 
Estos momentos negativos modificados se utilizarán para el cálculo de momentos en las secciones den- 
tro de la luz. Tales ajustes se harán sólo cuando la sección para la cual se reduce el momento esté diseña- 
da de manera que p o p -pf sean iguales o menores que 0 . 5 0 ~ ~  

La redistribución para cuantías de acero por encima de 0 . 5 0 ~ ~  se prohíbe conservadoramente. Las 
disposiciones del Código ACI se representan en la figura 11.15. 
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FIGURA 11.15 
Redistribución de momentos permitida por el Código ACI. 

Para demostrar las ventajas de la redistribución de momentos cuando se incluyen distribu- 
ciones alternas de carga, considere la viga de concreto de la figura 11.16. En ésta aparece una 
viga continua de tres luces con una carga muerta de 1 klb-pie y una carga viva de 2 klblpie. Para 
obtener los momentos máximos en todas las secciones críticas de diseño es necesario tener en 
cuenta tres alternativas para aplicación de cargas. El caso a, con cargas viva y muerta sobre las 
luces exteriores y carga muerta únicamente sobre la luz interior, producirá el máximo momento 
positivo en las luces exteriores. El caso b, con carga muerta sobre las luces exteriores y cargas 
muerta y viva sobre la luz interior, producirá el máximo momento positivo en la luz interior. El 
máximo momento negativo sobre el apoyo interior se obtiene colocando las cargas muerta y viva 
sobre dos luces adyacentes y la carga muerta solamente en la luz exterior más alejada como se 
indica en el caso c. 

Para simplificar se supondrá que se permite un ajuste del 20 por ciento en todos los momen- 
tos de los apoyos, siempre y cuando los momentos en las luces se modifiquen en forma recíproca. 
Es posible, entonces, una reducción global de los momentos de diseño a lo largo de la totalidad de 
la viga de tres luces. Por ejemplo, el caso a produce un momento elástico máximo en la luz para las 
luces exteriores de 109 klb-pie. Asociado a éste, existe un momento elástico negativo de 82 klb-pie 
en el apoyo interior. Si se ajusta hacia arriba el momento en el apoyo en un 20 por ciento, se 
obtiene un momento negativo de 98 klb-pie, que genera un ajuste hacia abajo del momento en la 
luz hasta un valor de 101 klb-pie. 

Considere ahora el caso b. Con una redistribución similar de momentos, se obtiene un mo- 
mento reducido en el centro de la luz igual a 57 klb-pie, mediante un incremento del momento en 
el apoyo de 78 a 93 klb-pie. 

El momento que se obtiene en el primer apoyo interior para el caso de carga c puede ajustar- 
se en la dirección contraria, es decir, el momento en el apoyo se disminuye en un 20 por ciento 
hasta un valor de 107 klb-pie. Para evitar el aumento del momento que controla en la luz interior, 
el momento del apoyo interior derecho se ajusta hacia arriba en un 20 por ciento hasta un valor de 
80 klb-pie. Los momentos positivos en la luz izquierda exterior y en la interior, asociados con estos 
momentos modificados en los apoyos son 96 y 56 klb-pie, respectivamente. 

Se observa que las reducciones obtenidas para los momentos de luces en los casos a y b se 
lograron a expensas del incremento de momento en el primer apoyo interior. Pero, el momento 
incrementado en el apoyo en cada caso fue menor que aquél para el cual el apoyo hubiese tenido 
que diseñarse con base en la distribución de cargas c, que producía el máximo momento en el 
apoyo. De igual manera, la reducción en el momento del apoyo en el caso c se logró a expensas 
de un incremento en los momentos para las dos luces adyacentes. Sin embargo, en cada caso los 
nuevos momentos en las luces fueron menores que los máximos momentos obtenidos para otras 
condiciones de carga. Los momentos finales de diseño para todas las secciones críticas se subra- 
yan en la figura 11.16. Es posible observar que el resultado neto es una reducción de los momen- 
tos de diseño a lo largo de toda la viga. Esta modificación en los momentos no significa una 
reducción en el factor de seguridad por debajo del implícito en las disposiciones de seguridad del 
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Carga viva = 2.0 klblpie 
Carga muerta = 1 .O klb/pie 

Caso b 

Caso c 

107) - 
v-  M a partir del análisis elástico --- M después de la redistribución inelástica 

134 

FIGURA 11.16 
Redistribución de momentos en una viga continua de tres luces. 

Código; por el contrario, esta modificación significa una reducción de la resistencia en exceso 
que, de otro modo, existiría en la estructura gracias a la redistribución de momentos que ocurri- 
ría realmente previa a la falla. Esto refleja el hecho de que los máximos momentos de diseño se 
obtienen a partir de distribuciones alternas de carga, que no pueden existir en forma simultánea. 
El resultado final es una aproximación más realista de la carga real de colapso de la estructura 
estáticamente indeterminada. 
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CONCLUSIONES 
Los problemas relacionados con el análisis de las estructuras de concreto reforzado son diversos. 
El ingeniero no sólo debe aceptar las incertidumbres asociadas a la colocación, magnitud y dura- 
ción de las cargas típicas de cualquier análisis estructural, sino que también tiene que considerar 
las otras complicaciones que son únicas del concreto reforzado. Éstas están asociadas principal- 
mente con la estimación del momento de inercia de las secciones de concreto reforzado y con la 
influencia del flujo plástico del concreto. Se pueden resumir brevemente de la manera siguiente: 
(1) los momentos de inercia efectivos cambian dependiendo del signo del momento flector; (2) los 
momentos de inercia dependen no sólo de la sección efectiva del concreto sino también del acero, 
parte del cual puede ser discontinuo; (3) los momentos de inercia dependen del agrietamiento el 
cual, a su vez, varía a lo largo del elemento y depende de la carga; (4) el concreto está sujeto a flujo 
plástico bajo carga sostenida reduciendo así su módulo efectivo. Adicionalmente, las restricciones 
de los nudos y las condiciones de los apoyos para estructuras complejas muy rara vez corresponden 
completamente a la idealización. El estudiante debe conocer bien los cálculos aproximados de las 
fuerzas internas para las cuales deben diseñarse los elementos de un pórtico de concreto reforzado. 

Puede ser reconfortante saber que el concreto reforzado tiene una capacidad importante de 
adaptarse a las suposiciones del diseñador. Esto ha sido señalado por numerosos ingenieros sobre- 
salientes. Luigi Nervi, el reconocido arquitecto-ingeniero italiano lo ha establecido de manera elo- 
cuente de la siguiente forma: 

Principalmente gracias al flujo plástico, una estructura de concreto trata de adaptarse ella misma 
a nuestros cálculos con admirable docilidad, lo cual no siempre representa la más lógica y espon- 
tánea respuesta a los requerimientos de las fuerzas en juego, y aún trata de corregir nuestras 
deficiencias y errores. Las secciones y las regiones sometidas a esfuerzos muy elevados fluyen y 
ceden parte de su carga a otras secciones o regiones, las cuales aceptan este trabajo adicional con 
un espíritu comendable de colaboración, dentro de los límites de sus propias resistencias?. 

Hardy Cross, más conocido por el desarrollo del método de análisis de distribución de momentos 
(ver la sección 11.4), observó los efectos benéficos del flujo plástico del concreto, mediante el cual 
una estructura puede adaptarse para soportar asentamientos, los cuales, con base en los análisis 
elásticos, producen fuerzas y momentos suficientes para generar la falla de la estructura. Halvard 
Birkeland, uno de los pioneros en el desarrollo del concreto preesforzado en los Estados Unidos, 
se refiere a "la sabiduría de las estructuras" observando que ". . . la estructura, en muchas circuns- 
tancias, aceptará nuestras suposiciones burdas y nuestros modelos matemáticos imperfectos. .. la 
estructura agotará todos los medios para mantenerse en pie antes de decidir el colapson$. 

Por esto, puede ser reconfortante saber que una estructura de concreto reforzado tratará de 
comportarse tal como el ingeniero ha supuesto que ella se va a comportar. Pueden hacerse así de 
manera segura suposiciones razonables en el análisis. Pero el corolario de este importante princi- 
pio es la aceptación de sus límites: Deben reconocerse los patrones generales de fuerzas y momentos, 
y debe proporcionarse al menos una trayectoria de carga razonable. Una desviación mayor a partir de 
la distribución real de las fuerzas internas puede resultar en problemas de funcionalidad asociados 
con agrietamiento y deflexiones, y puede también llegar a producir la falla prematura. Es por esta 
razón que los métodos de análisis límite para concreto reforzado incluyen restricciones en la canti- 
dad de redistribución de los momentos elásticos (ver la sección 11.9). Pero es reconfortante saber 
que si se utiliza un buen juicio para asignar las fuerzas internas a las secciones críticas, la sabiduría 
de la estructura va a prevalecer. 

7 P. L. Nervi, Structures, F. W. Doddge Corp., NewYork, 1956. 
$H. L. Birkeland, "The Wisdom of the Structure",J. ACZ, April1978, pp. 105-111. 
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PROBLEMAS 
11.1. Una viga de concreto con b = 12 pulg, h = 26.5 pulg y d = 24 pulg, que tiene una luz de 24 pies, puede 

considerarse como totalmente empotrada en el apoyo izquierdo y soportada verticalmente pero sin 
restricción a rotación (es decir, con un rodillo) en el extremo derecho. Esta viga está reforzada para 
flexión positiva con una combinación de barras que dan As  = 2.45 pulg2 y para flexión negativa en el 
apoyo izquierdo con As = 2.88 pulg2. Las barras positivas se llevan hasta 6 pulg dentro de la cara del 
apoyo izquierdo, de acuerdo con los requisitos del Código ACI, pero no tienen la longitud de 
empotramiento para que sean efectivas como acero a compresión. Se proporcionan estribos en forma 
de aros cerrados No. 3 con un espaciamiento de 9 pulg a lo largo de toda la luz. La carga mayorada 
consiste en una fuerza concentrada única de 63.3 klb en el centro de la luz. En los cálculos se puede 
despreciar el peso propio de la viga. Calcule la demanda de rotación en la primera rótula plástica que 
se forma: (a) si la viga está reforzada como se describió arriba, (b) si, con el fin de reducir la congestión 
de las barras en el apoyo izquierdo, esta área de acero se reduce un 12.5 por ciento con el aumento 
asociado en el área de acero positiva, y (c) si el área de acero en el apoyo izquierdo se reduce un 25 por 
ciento en comparación con la descripción original, con el aumento correspondiente en el área de acero 
positiva. Calcule también la capacidad de rotación de la sección crítica, para compararla con los requi- 
sitos de (a), (b) y (c). Comente sus resultados y compare con el método de redistribución de momentos 
expuesto en el Código ACI. Las resistencias de los materiales son4 = 60 klb/pulg2 y f; = 4 klb/pulg2. 

11.2. Una viga continua de concreto reforzado en forma de T, de doce vanos, debe sostener una carga muerta 
calculada de 900 lblpie que incluye su peso propio, más una carga viva de servicio de 1400 lb/pie, sobre 
luces uniformes que miden 26.5 pies entre centros de las columnas de apoyo (luces libres de 25 pies). El 
espesor de la losa es 6 pulg y el ancho efectivo del ala es 75 pulg. Las dimensiones del alma son b, = 
0.6d, la máxima cuantía de acero se establecerá en 0.50,~~. Todas las columnas serán cuadradas de 18 
pulg. Las resistencias de los materiales son f,' = 4000 lb/pulg2 y f = 60,000 lb/pulg2. Y 
(a) Determine los momentos de diseño para la luz exterior y para la primera luz interior con base en 

los coeficientes de momento del Código ACI de la tabla 11.1. 
(b) Determine los momentos de diseño en la luz exterior y en la primera luz interior mediante un 

análisis elástico del pórtico suponiendo una altura entre pisos de 10 pies. Observe que deben 
tenerse en cuenta distribuciones alternas de carga viva (ver la sección 11.2) y que los momentos 
pueden reducirse para incluir el ancho de los apoyos (ver la sección 11.5~). Compare sus resulta- 
dos con los obtenidos utilizando los coeficientes de momento del Código ACI. 

(c) Ajuste los momentos negativos y positivos de diseño aprovechando al máximo las disposiciones 
de redistribución del Código ACI. 

(d) Diseñe las luces exterior y primera interior para flexión y cortante, y determine las dimensiones de 
la sección de concreto y las necesidades de refuerzo, basando su diseño en los momentos modifica- 
dos. 

11.3. Un pórtico continuo de concreto reforzado consta de una viga rectangular de dos vanosABC, con luces 
entre centros AB y BC de 24 pies. Se proporcionan columnas cuadradas de 14 pulg en A ,  B y C. Para 
efectos del análisis, las columnas pueden considerarse totalmente empotradas en los pisos superior e 
inferior. La viga va a soportar una cargaviva de servicio de 1200 libradpie y una carga muerta calculada 
de 1000 libradpie que incluye el peso propio. La altura entre pisos es de 12 pies. Las resistencias de los 
materiales son fy = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 4000 lb/pulg2. 
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(a) Haga un análisis elástico del pórtico de dos luces considerando distribuciones alternas de carga 
viva para maximizar el momento flector en todas las secciones críticas. Diseñe las vigas utilizando 
una cuantía de acero máxima de 0.50pb y d = 26. Determine la sección de concreto requerida y las 
áreas de acero necesarias en las secciones sometidas a flexión positiva y negativa. Seleccione el 
diámetro de las barras. Los puntos de corte pueden determinarse de acuerdo con la figura 5.15~.  
Observe que los momentos de diseños negativos se toman en la cara y no en los centros de apoyo. 

(b) Aproveche al máximo las disposiciones de redistribución del Código ACI 8.4 (ver la sección 11.9e) 
para reducir los momentos de diseño en todas las secciones críticas y rediseñar el acero para las 
vigas. Mantenga inalterada la sección de concreto. Seleccione el diámetro de las barras y deter- 
mine los puntos de corte. 

(c)  Explique los resultados de sus dos diseños con respecto a la cantidad de acero que se requiere y a 
la posible congestión de acero en las secciones críticas a flexión. Puede asumir que el refuerzo a 
cortante se mantiene inalterado en la viga rediseñada. 



TIPOS DE LOSAS 
En las construcciones de concreto reforzado las losas se utilizan para proporcionar superficies planas 
y útiles. Una losa de concreto reforzado es una amplia placa plana, generalmente horizontal, cuyas 
superficies superior e inferior son paralelas o casi paralelas entre sí. Puede estar apoyada en vigas de 
concreto reforzado (y se vacía por lo general en forma monolítica con estas vigas), en muros de marn- 
postería o de concreto reforzado, en elementos de acero estructural, en forma directa en columnas o en 
el terreno en forma continua. 

Las losas se pueden apoyar sólo en dos lados opuestos, como en la figura 12.la, caso en que la 
acción estructural de la losa es fundamentalmente en una dirección, puesto que transmite las cargas en 
la dirección perpendicular a la de las vigas de apoyo. También es posible que haya vigas en los cuatro 
lados, como en la figura 12.lb, de modo que se obtiene una acción de losa en dos direcciones. Asimismo 
pueden suministrarse vigas intermedias, como aparece en la figura 12.1~. Si la relación entre la longi- 
tud y el ancho de un panel de losa es mayor que un valor alrededor de dos, la mayor parte de la carga se 
transmite en la dirección corta hacia las vigas de apoyo y se obtiene, en efecto, acción en una dirección, 
aunque se proporcionen apoyos en todos los lados. 

En algunos casos, las losas de concreto se pueden apoyar directamente sobre columnas, como en 
la figura 12.ld, sin la utilización de vigas secundarias o principales. ~ s t a s  losas se identifican como 
placasplanas y se utilizan a menudo cuando las luces no son muy largas y las cargas no son particular- 
mente pesadas. La construcción del tipo losa plana, ilustrada en la figura 12.le, tampoco incluye vigas 
pero incorpora una región con un sobreespesor de losa en la vecindad de la columna y emplea con 
frecuencia columnas con forma acampanada en la parte superior; ambos son mecanismos para reducir 
los esfuerzos generados por cortante y flexión negativa alrededor de las columnas; por lo general se 
llaman paneles con ábacos o sobreespesores y capiteles de columna, respectivamente. En estrecha 
relación con la placa plana está la losa con viguetas en dos direcciones o losa reticular que ilustra la 
figura 12.lf. Con el fin de reducir la carga muerta de la construcción con losas macizas, se forman 
vacíos en un patrón rectilíneo mediante elementos de aligeramiento construidos en metal o en fibra de 
vidrio. Se obtiene así una construcción nervada en dos direcciones. Por lo general, los aligeramientos 
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(a) Losa en una dirección (b) Losa en dos direcciones 

(c) Losa en una dirección 

(e) Losa plana 

- 
(u) Losa de placa plana 
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(17 Losa reticular 

FIGURA 12.1 
Tipos de losas estructurales. 

se omiten cerca de las columnas de manera que se forme una losa maciza para resistir mejor los 
momentos y cortantes en estas áreas. 

Además de los tipos de construcción apoyados en columnas que aparecen en la figura 12.1, 
muchas losas están apoyadas continuamente sobre el terreno, como en el caso de carreteras, pistas de 
aeropuerto y pisos de bodega. En tales casos, se proporciona por lo general una capa de piedra triturada 
o de grava bien compactada para asegurar un apoyo uniforme y permitir un drenaje adecuado del 
subsuelo. 
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El acero de refuerzo de las losas se coloca principalmente en dirección paralela a las superficies 
de la losa. A menudo se utilizan barras de refuerzo rectas, aunque para losas continuas las barras 
inferiores se doblan a veces hacia arriba para proporcionar el refuerzo negativo sobre los apoyos. 
Comúnmente se utilizan mallas electrosoldadas de alambrón para losas sobre el terreno. Para el mayor 
refuerzo requerido algunasveces en losas de carretera o pistas de aeropuerto pueden utilizarse barras 
o mallas de varillas. Las losas también pueden preesforzarse utilizando torones de alta resistencia a la 
tensión. 

Las losas de concreto reforzado de los tipos expuestos en la figura 12.1 se diseñan casi siempre 
para cargas que se suponen distribuidas de manera uniforme sobre la totalidad de uno de los paneles de 
la losa, limitadas por las vigas de apoyo o por los ejes entre centros de columnas. Las pequeñas cargas 
concentradas pueden absorberse mediante la acción en dos direcciones del refuerzo (acero a flexión en 
dos direcciones para sistemas de losa en dos direcciones o acero a flexión en una dirección más acero 
de repartición lateral para sistemas en una dirección). Por lo general, las grandes cargas concentradas 
requieren vigas de apoyo. 

En este capítulo se analizarán las losas apoyadas en los bordes en una o en dos direcciones, 
como las que ilustran las figuras 12.la, b y c. Los sistemas en dos direcciones sin vigas, como los 
expuestos en las figuras 12.ld, e y f, al igual que las losas en dos direcciones apoyadas en los bordes 
(ver la figura 12.lb), se tratarán en el capítulo 13. En los capítulos 14 y 15 se introducirán métodos 
especiales basados en el análisis límite para estados de sobrecarga, aplicables a todos los tipos de 
losas. 

DISENO DE LOSAS EN UNA DIRECCIÓN 
La acción estructural de una losa en una dirección puede visualizarse en términos de la deformación de 
la superficie cargada. La figura 12.2 ilustra una losa rectangular simplemente apoyada en la extensión 
de sus dos bordes largos opuestos y libre de cualquier soporte a lo largo de los dos bordes cortos. Si se 
aplica una carga uniformemente distribuida a la superficie, la forma deflectada será como la que 
indican las líneas sólidas. Las curvaturas y, en consecuencia, los momentos flectores son los mismos en 
todas las franjass que se extienden en la dirección corta entre los bordes apoyados, mientras que no se 
presenta curvatura y, por consiguiente, no existen momentos flectores para las franjas largas y paralelas 
a dichos bordes. La superficie que se forma es cilíndrica. 

Para efectos de análisis y diseño, una franja unitaria de tal losa, cortada formando ángulos rectos 
con las vigas de apoyo, como lo indica la figura 12.3, puede considerarse como una viga rectangular con 
ancho unitario, con una altura h igual al espesor de la losa y una luz 1, igual a la distancia entre los 
bordes apoyados. Esta franja puede analizarse mediante los métodos que se utilizaron paravigas rec- 
tangulares, calculando los momentos flectores para la franja con ancho unitario. La carga por unidad de 
área sobre la losa se convierte en la carga por unidad de longitud sobre la franja de losa. Puesto que 
todas las cargas sobre la losa deben transmitirse a las dos vigas de soporte, se concluye que todo el 

2 4 
Apoyos simples FIGURA 12.2 
únicamente a lo largo Forma deflectada de una losa en una dirección 
de los bordes largos y cargada uniformemente. 
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\ 
Refuerzo principal 

FIGURA 12.3 
Principio básico de la franja unitaria para el diseño a flexión. 

refuerzo debe colocarse formando ángulos rectos con estas vigas, con excepción de algunas barras que 
deben ubicarse en la otra dirección para controlar el agrietamiento por retracción de fraguado y tempe- 
ratura. Una losa en una dirección puede considerarse entonces como un conjunto de vigas rectangula- 
res una junto a la otra. 

Este análisis simplificado, que supone una relación de Poisson igual a cero, es ligeramente con- 
servador. En realidad, la compresión por flexión en el concreto en la dirección de 1, generará una 
expansión lateral en la dirección de lb a menos que se restrinja el concreto a compresión. Para losas en 
una dirección, esta expansión lateral es resistida por las franjas adyacentes de la losa, que también 
tienden a expandirse. El resultado es un ligero fortalecimiento y rigidización en la dirección de la luz, 
pero este efecto es pequeño y puede despreciarse. 

La cuantía de acero en una losa puede determinarse dividiendo el área transversal de una barra 
por el área de concreto entre dos barras sucesivas, siendo esta última área el producto de la altura hasta 
el centro de las barras por la distancia entre ellas, centro a centro. La cuantía de acero también puede 
determinarse dividiendo el área promedio de acero por pie de ancho, por el área efectiva de concreto en 
una franja de un pie. El área promedio de acero por pie de ancho es igual al área de una barra multipli- 
cada por el número promedio de barras en una franja de un pie (12 dividido por el espaciamiento en 
pulgadas) y el área efectiva de concreto en una franja de un pie (o 12 pulg) es igual a 12 veces el espesor 
efectivo d. 

Para ilustrar el último método para obtener la cuantía de acerop, se supone una losa de 5 pulg con 
un espesor efectivo de 4 pulg y con barras No. 4 espaciadas a 4 pulg centro a centro. La cantidad 
promedio de barras en una franja de 12 pulg de losa es 1214.5 = 2.7 barras y el área de acero promedio 
en una franja de 12 pulg es 2.7 x 0.20 = 0.54 pulg2. De ahí que,p = 0.54/(12 X 4) = 0.0112. Mediante 
el otro método 

El espaciamiento necesario entre las barras para suministrar un área determinada de acero por 
pie de ancho se obtiene dividiendo entre 12 la cantidad de barras requerida para dar esta área. Por 
ejemplo, para proporcionar un área promedio de 0.46 pulg2/pie utilizando barras No. 4, se requieren 
0.4610.20 = 2.3 barras por pie; las barras deben espaciarse a no más de 1212.3 = 5.2 pulg centro a 
centro. La determinación de las áreas de acero en losas para varias combinaciones de barras y de 
espaciamientos se facilita con la utilización de la tabla A.4 del apéndice A. 

Los momentos y cortantes de diseño en losas en una dirección pueden encontrarse bien sea 
mediante análisis elásticos o por los mismos coeficientes utilizados anteriormente para vigas (ver el 
capítulo 11). Si la losa descansa libremente sobre sus apoyos, la longitud de la luz puede tomarse igual 
a la luz libre más el espesor de la losa, sin necesidad de exceder la distancia entre centros de apoyo, de 
acuerdo con el Código ACI 8.7.1. En general, en el análisis de losas continuas deben utilizarse las 
distancias centro a centro, pero se permite una reducción de los momentos negativos para tener en 
cuenta el ancho de los apoyos (ver el capítulo 11). Para losas con luces libres no mayores que 10 pies, 
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construidas integralmente con sus apoyos, el Código ACI 8.7.4 permite el análisis de losa continua 
apoyada sobre soportes de cuchilla tomando las longitudes de las luces iguales a las luces libres e 
ignorando por otra parte el ancho de las vigas. Si se utilizan los coeficientes de momento y de cortante, 
los cálculos deben basarse en las luces libres. 

Las losas en una dirección se diseñan normalmente con cuantías de acero a tensión muy por 
debajo de los máximos valores admisibles de 0 . 7 5 ~ ~ .  Las cuantías típicas de acero varían aproxima- 
damente de 0.004 a 0.008. Esto es, en parte, por razones económicas porque el ahorro en acero 
asociado con un incremento del espesor efectivo compensa ampliamente el costo del concreto adi- 
cional y, también, porque losas muy delgadas con grandes cuantías de acero serían susceptibles de 
sufrir grandes deflexiones. Por tanto, el diseño a flexión puede iniciarse seleccionando una cuantía 
de acero relativamente baja, por ejemplo cerca de 0.20pb, haciendo que M, = @M,, en la ecuación 
(3.37) y resolviendo para el espesor efectivo requerido d, sabiendo que b = 12 pulg para la franja 
unitaria. Como opción, puede utilizarse la tabla A.6 o el gráfico A.l del apéndice A. La tabla A. 10 
también es útil. Así, el área de acero que se requiere para la franja de 12 pulg, A, = pbd, se determina 
fácilmente. 

El Código ACI 9.5.2 especifica los espesores mínimos de la tabla 12.1 para losas no preesforzadas 
construidas con concreto de peso normal (w, = 145 lb/pie3) y refuerzo grado 60, siempre y cuando 
la losa no soporte o no esté unida a una construcción que pueda dañarse por grandes deflexiones. 
Pueden utilizarse espesores menores si los cálculos de las deflexiones indican que no se producen 
efectos adversos. Para concretos de peso unitario w, en el intervalos de 90 a 120 lb/pie3, los valores 
tabulados deben multiplicarse por (1.65 - 0.005 w,), pero no menor que 1.09. Para refuerzo con 
esfuerzo de fluenciafy diferente de 60,000 lb/pulg2, los valores tabulados deben multiplicarse por 
(0.4 + fy/lOO,OOO). Las deflexiones de las losas pueden calcularse, cuando se requiera, con los mis- 
mos métodos que se utilizan para vigas (ver la sección 6.7). 

Raras veces el cortante controlará el diseño de losas en una dirección, en particular cuando se 
utilizan cuantías bajas de acero a tensión. Se encontrará que la capacidad a cortante del concreto, $Vc, 
estará casi sin excepción muy por encima de la resistencia a cortante requerida V, para las cargas 
mayoradas. 

El espesor total de la losa h se redondea por lo general hasta el siguiente de pulg para losas 
hasta de 6 pulg de espesor y hasta la siguiente pulg superior para losas de mayor espesor. La 
protección de concreto por debajo del refuerzo debe seguir los requisitos del Código ACI, 7.7.1, 

3 que exigen un recubrimiento mínimo de 7 de pulg por debajo de la parte inferior del acero (ver la 
figura 3.10b). En una losa común puede suponerse una distancia de 1 pulg por debajo del centro 
del acero. El espaciamiento lateral de las barras, excepto para aquellas que se utilizan exclusiva- 
mente para controlar las grietas de retracción de fraguado y temperatura (ver la sección 12.3), no 
debe exceder tres veces el espesor h o 18 pulg, el que sea menor, de acuerdo con el Código ACI 
7.6.5. En general, los tamaños de las barras deben seleccionarse de tal manera que el espaciamiento 
real no sea menor que aproximadamente 1.5 veces el espesor de la losa, para evitar costos excesivos 
en la fabricación y manejo de las barras. Asimismo, para reducir costos se utilizan a menudo barras 
rectas para el refuerzo de las losas, cortadas en los puntos permitidos según lo descrito para vigas 
en la sección 5.9. 

TABLA 12.1 
Espesores mínimos de h 
para losas en una dirección no preesforzadas 

Simplemente apoyadas 
Un extremo continuo 
Los dos extremos continuos 
En voladizo 
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Tal como se anotó en la sección 2.10, el concreto se retrae a medida que la pasta de cemento se 
endurece. Es recomendable minimizar esta retracción de fraguado utilizando concretos con las 
mínimas cantidades posibles de agua y de cemento compatible con los otros requerimientos, tales 
como la resistencia y la trabajabilidad, y mediante un curado húmedo cuidadoso y de duración 
suficiente. Sin embargo, sin importar qué tantas precauciones se tomen, a menudo es inevitable 
cierta cantidad de retracción de fraguado. Si una losa con dimensiones moderadas descansa libre- 
mente sobre sus apoyos, puede contraerse para acomodar el acortamiento en su longitud producido 
por la retracción de fraguado. Sin embargo, las losas y otros elementos están por lo general rígida- 
mente unidos a otras partes de la estructura y no pueden contraerse libremente; esto genera esfuerzos 
de tensión conocidos como esfuerzos de retracción defraguado. Una disminución en la temperatura 
con respecto a la existente cuando la losa se funde, particularmente en estructuras sometidas a la 
intemperie como en los puentes, puede tener un efecto similar al de la retracción de fraguado. Es 
decir, la losa tiende a contraerse y, si está restringida para hacerlo, se generan esfuerzos internos de 
tensión. 

miesto que el concreto es débil a tensión, es muy probable que estos esfuerzos de temperatura y 
de retracción de fraguado produzcan agrietamiento. Las grietas de esta naturaleza no son perjudiciales, 
siempre y cuando su tamaño se limite a lo que se conoce comogrietas capilares; esto puede lograrse 
colocando refuerzo en la losa para contrarrestar la contracción y para distribuir uniformemente las 
grietas. Amedida que el concreto tiende a contraerse, este refuerzo resiste la contracción y, en conse- 
cuencia, queda sometido a compresión. La retracción total en una losa reforzada de esta manera es 
menor que la de una losa sin refuerzo; además, cualesquiera que sean las grietas que se formen, éstas 
serán de menor ancho y estarán más uniformemente distribuidas gracias a la presencia del refuerzo. 

Para losas en una dirección, el refuerzo suministrado para resistir los momentos flectores tiene el 
efecto conveniente de reducir la retracción de fraguado y de distribuir las grietas. Sin embargo, debido 
a que la contracción ocurre igualmente en todas las direcciones, es necesario proporcionar refuerzo 
especial para limitar la contracción por retracción de fraguado y temperatura en dirección perpendicu- 
lar a la del refuerzo principal. Este acero adicional se conoce como refuerzo para temperatura o 
retracción de fraguado, o acero de repartición. 

El refuerzo para los esfuerzos de retracción de fraguado y temperatura en dirección perpendi- 
cular a la del refuerzo principal, debe colocarse en cualquier losa estructural donde el refuerzo 
principal se coloca sólo en una dirección. El Código ACI 7.12.2 especifica las relaciones mínimas 
entre el área de refuerzo y el área bruta de concreto que aparecen en la tabla 12.2, pero de ningún 
modo las barras de refuerzo deben colocarse a un espaciamiento mayor que cinco veces el espesor de 
la losa o 18 pulg. De ninguna manera la cuantía de acero debe ser menor que 0.0014. 

El acero exigido por el Código ACI para control de grietas de retracción de fraguado y tempera- 
tura también representa el refuerzo mínimo admisible en la dirección de la luz para losas en una 
dirección; las cuantías mínimas usuales para acero a flexión no son aplicables en este caso. 

TABLA 12.2 
Cuantías mínimas de refuerzo 
para temperatura y retracción en losas 

Losas donde se utilicen barras conugadas grado 40 ó 50 0.0020 
Losas donde se utilicen barras corrugadas grado 60 o mallas 
electrosoldadas de alambrón (liso o corrugado) 0.0018 
Losas donde se utilice refuerzo con resistencia a la fluencia por encima 0.0018 x 60,000 
de 60,000 lb/pulg2 medida a una deformación de fluencia de 0.35% fi, 
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Ejemplo 12.1. Diseno de una losa armada en una dirección. Una losa de concreto reforzado se constru- 
ye íntegramente con sus soportes y consta de dos vanos iguales, cada uno con luz libre de 15 pies. La 
carga viva de servicio es de 100 lb/pie2 y se especifica concreto de 4000 lb/pulg2 para utilizar con acero 
con esfuerzo de fluencia igual a 60,000 lb/pulg2. Diseñe la losa según las disposiciones del Código ACI. 

Solución. Primero se estima el espesor de la losa con base en los espesores mínimos de la tabla 12.1: 
1/28 = 15 x 12/28 = 6.43 pulg. Se utilizará un espesor tentativo de 6.50 pulg, para el cual el peso es 
150 x 6.50112 = 81 lb/pie2. La carga viva especificada y la carga muerta calculada se multiplican por 
los factores de carga del Código ACI: 

Carga muerta = 81 x 1.4 = 113 lb/pie2 

Cargaviva = 100 x 1.7 = 170 lb/pie2 

Total = 283 lb/pie2 

En este caso, los momentos de diseño en las secciones críticas se encuentran utilizando los coeficien- 
tes de momento del ACI (ver la tabla 11.1): 

En el apoyo interior: -M = x 0.283 x 152 = 7.06 klb-pie 

En el centro de la luz: +M = $ x 0.283 x 152 = 4.53 klb-pie 

En el apoyo exterior: -M = &X 0.283 x 152 = 2.65 klb-pie 

La máxima cuantía de acero permitida por el Código ACI es, de acuerdo con la ecuación (3.29): 

Si se utilizara en realidad este valor máximo de p, el espesor mínimo efectivo que se requeriría, 
controlado por el momento negativo en el apoyo interior, se encontraría a partir de la ecuación 
(3.37) y sería igual a: 

Este valor es menor que el espesor efectivo de 6.50 - 1.00 = 5.50 pulg, que resulta de la aplicación de 
las restricciones del Código; en consecuencia, se adopta este último valor. En el apoyo interior, si la 
profundidad del bloque de esfuerzos es a = 1.00 pulg, el área de acero requerido por pie de ancho en 
la parte superior de la losa es [ecuación (3.36)] 

Si se verifica el valor supuesto del espesor a con la ecuación (3.31) se obtiene 

Un segundo ensayo se realiza con a = 0.46 pulg. Entonces 

t Este espesor se puede encontrar más fácilmente utilizando el gráfico A.1 del apéndice A. Parap = p,,J4U/$bd2 = 1050 a partir de la cual, 
d = 2.75 pulg. También puede utilizarse la tabla A.6a. 
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a partir de lo cual a = 0.46 x 0.30/0.31 = 0.45 pulg. No es necesaria una revisión adicional. Para las 
otras secciones críticas a momento, será satisfactorio utilizar el mismo brazo de palanca para deter- 
minar las áreas de acero y 

En el centro de la luz A, = 4e53 l 2  = o. 19 puig~ 
0.90 x 60 X 5.27 

En el apoyo exterior A, = 2.65 l 2  = 0.11 pulg2 
0.90 X 60 X 5.27 

El refuerzo mínimo es el requerido para control del agrietamiento por retracción de fraguado y 
temperatura. Éste es 

para cada franja de 12 pulg. Esto exige un pequeño incremento en la cantidad de acero que se utiliza 
en el apoyo exterior. 

La fuerza cortante mayorada a una distancia d de la cara del apoyo interior es 

Mediante la ecuación (4.12b), la resistencia nominal a cortante de la losa de concreto es 

Así, la resistencia de diseño de la losa de concreto, q5Vc = 0.85 X 8350 = 7100 lb, está muy por encima 
de la resistencia requerida a cortante de V, = 2310 lb. 

Las áreas requeridas de acero a tensión pueden suministrarse en varias formas, pero cualquiera 
que sea la selección debe darse especial atención a la colocación real del acero durante la constmcción. 
La distribución debe ser tal que el acero pueda colocarse rápidamente con costos mínimos de mano de 
obra, aún cuando sea necesario un poco de acero adicional al calculado para alcanzar este fin. 

En la figura 12.4 aparecen dos posibles distribuciones de acero. En la figura 12 .4~  se utilizan 
barras dobladas, mientras que en la figura 12.4b todas las barras son rectas. 

En la distribución de la figura 12.4a, las barras No. 4 colocadas cada 10 pulg proporcionan 0.24 
pulg2 de acero en el centro de la luz, ligeramente superior al necesario. Si las dos terceras partes de 
estas barras se doblan hacia arriba para conformar el refuerzo negativo sobre el apoyo interior, el 
espaciamiento promedio de estas barras dobladas en el apoyo interior será (10 + 20)/2 = 15 pulg. 
Puesto que un patrón idéntico de barras se dobla hacia arriba desde el otro lado del apoyo, el 

Simetría con respecto al 

#4 O 10" 
2 dobladas, 1 recta 

FIGURA 12.4 
Ejemplo de diseño de una 

(4 losa en una dirección. 
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espaciamiento efectivo de las barras No. 4 sobre el apoyo interior será de 7 3  pulg. Esta distribución 
satisface bastante bien el área exigida de acero de 0.30 pulg2 por pie de ancho de losa sobre el apoyo. 
Las mismas barras dobladas en el apoyo interior se doblarán hacia arriba para conformar el refuerzo 
negativo en el apoyo exterior, suministrando un refuerzo equivalente a barras No. 4 espaciadas a 15 
pulg, o sea, 0. 16 pulg2 de acero. 

Observe que no es necesario lograr un espaciamiento uniforme del refuerzo en las losas y que 
el acero suministrado se puede calcular en forma segura con base en un espaciamiento promedio 
como se hizo en el ejemplo. Sin embargo, debe darse especial atención para satisfacer los requisitos 
de espaciamiento, tanto mínimos como máximos, para el refuerzo principal. 

La ubicación de los dobleces y de los puntos de corte que aparecen en la figura 12.4~ se obtuvo 
utilizando el gráfico A. 3 del apéndice A como se explicó en la sección 5.9 y la tabla A l 1  (ver también la 
figura 5.14). 

La distribución de la figura 12.46 utiliza únicamente barras rectas. Aunque esto es satisfactorio 
según el Código ACI (puesto que los esfuerzos cortantes no exceden dos tercios del valor permitido), 
los cortes de las barras positivas y negativas más cortas, como se ilustra, producen una situación no 
conveniente en los extremos de estas barras, donde se presentarán concentraciones de esfuerzos en el 
concreto. El diseño se mejoraría si las barras negativas se cortaran a 3 pies desde la cara del apoyo 
interior, en vez de 2 pies 6 pulg como aparece, y si el acero positivo se cortara a 2 pies 2 pulg, en lugar 
de 2 pies 11 pulg. Esto generaría un traslapo de las barras recortadas positivas y negativas aproximada- 
mente igual a 2d. En la figura 5 . 1 5 ~  se sugiere una distribución algo más simple que también sería 
satisfactoria. 

El área exigida de acero que debe colocarse en dirección perpendicular a la del refuerzo principal 
para propósitos de control de grietas por temperatura y retracción de fraguado es 0.14 pulg2. Éste se 
proporcionará mediante barras No. 4 espaciadas a 16 pulg, colocadas directamente encima del refuerzo 
principal en la región de momento positivo y debajo del acero principal en la zona de momento negativo. 

COMPORTAMIENTO DE LOSAS EN DOS DIRECCIONES APOYADAS 
EN LOS BORDES 

Las losas expuestas en las secciones 12.2 y 12.3 se deforman bajo carga conformando una superficie 
cilíndrica. En estos casos la principal acción estructural es en una dirección, perpendicular a los apoyos 
en dos bordes opuestos de un panel rectangular. Sin embargo, en muchos casos, las losas rectangulares 
tienen tales proporciones, y están sostenidas de tal manera, que se obtiene una acción en dos direccio- 
nes. Cuando se aplica la carga, estas losas se deflectan conformando una superficie en forma de plato en 
vez de una en forma cilíndrica. Esto significa que en cualquier punto la losa tiene curvatura en las dos 
direcciones principales y puesto que los momentos flectores son proporcionales a las curvaturas, tam- 
bién existen momentos en ambas direcciones. Para resistir estos momentos, la losa debe reforzarse en 
las dos direcciones, al menos por dos capas de barras perpendiculares con respecto a los dos pares de 
bordes. La losa debe diseñarse para tomar una parte proporcional de la carga en cada dirección. 

Los tipos de construcción en concreto reforzado que se caracterizan por una acción en dos direccio- 
nes incluyen losas soportadas por muros ovigas en todos los lados (ver la figura 12.1b), placas planas (ver 
la figura 12.ld), losas planas (ver la figura 12.le) y losas reticulares (ver la figura 12.lf). 

El tipo más simple de losa con acción en dos direcciones es el que representa la figura 12.lb, 
donde la losa o el panel de losa, está soportado a lo largo de sus cuatro bordes por vigas monolíticas de 
concreto relativamente altas y rígidas, por muros o por vigas principales de acero. Si las vigas de borde 
en concreto son de poca altura o se omiten del todo, como en el caso de las placas y losas planas, las 
deformaciones del sistema de piso a lo largo de los ejes entre columnas alteran en forma significativa la 
distribución de los momentos en el panel mismo de la losa (ver la referencia 12.1). Los sistemas en dos 
direcciones de este tipo se analizan de manera separada en el capítulo 13. La presente discusión se 
refiere al primer tipo, en el cual los soportes de borde son bastante rígidos de manera que se puede 
considerar que éstos no ceden bajo la carga. 

Este tipo de losa se ilustra en la figura 12.5a. Para visualizar su comportamiento a flexión es 
conveniente pensar que está conformada por dos conjuntos de franjas paralelas en cada una de las dos 
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Apoyos simples a lo largo 
de todos los cuatro bordes 

(a) (4 
FIGURA 12.5 
Losa en dos direcciones sobre apoyos de borde simples: ( a )  flexión de la franja central de la 
losa; (b) modelo reticular de la losa. 

direcciones, que se interceptan entre sí. Evidentemente, parte de la carga es tomada por uno de estos 
conjuntos de franjas y se transmite a'un par de soportes de borde, y el resto de la carga la toma el otro 
conjunto. 

La figura 12.5a presenta las dos franjas centrales de una placa rectangular con luz corta 1, y luz 
larga lb. Si la carga uniforme es w por pie cuadrado de losa, cada una de las dos franjas actúa casi como 
una viga simple cargada de manera uniforme por la parte de la carga w que le corresponde. Puesto que 
estas franjas imaginarias son en realidad parte de la misma losa monolítica, sus deflexiones en los 
puntos de intersección deben ser las mismas. Si se igualan las deflexiones en el centro de la franja corta 
y de la larga, se obtiene 

donde w, es la fracción de la carga w que se transmite en dirección corta, y wb es la fracción que se 
transmite en dirección larga. En consecuencia, 

Se observa que la mayor fracción de carga se transmite en la dirección corta y que la relación entre las 
dos porciones de la carga total es inversamente proporcional a la relación de las luces elevada a la 
cuarta potencia. 

Este resultado es aproximado puesto que el comportamiento real de una losa es más complejo 
que el de las dos franjas que se interceptan. Con base en la figura 12.5b, que presenta un modelo de losa 
conformado por dos conjuntos de tres franjas cada uno, se puede lograr una mejor interpretación del 
comportamiento de la losa misma. Se observa que las dos franjas centralessl y lI se deflectan de manera 
similar a la de la figura 12.5~. Sin embargo, las franjas extremas s2 y l2 no sólo se deflectan sino que 
también se tuercen. Considere por ejemplo una de las intersecciones de s2 con l2 Se advierte que, en el 
punto de intersección, el borde exterior de la franja l2 está más elevado que el borde interior, mientras 
que en el extremo cercano de la franja l2 los dos bordes se encuentran a la misma altura; la franja está 
sometida a torsión. Este alabeo produce esfuerzos y momentos de torsión que son más pronunciados 
cerca de las esquinas. En consecuencia, la carga total de la losa es tomada no sólo por los momentos 
flectores en las dos direcciones, sino también por los momentos de torsión. Por esta razón, los momen- 
tos flectores en losas elásticas son menores que los que resultarían del cálculo que supone un conjunto 
de franjas desconectadas y cargadas con wa y wb. Por ejemplo, para una losa cuadrada simplemente 
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 apoyada,.^, = wb = w12. Si únicamente estuviera presente la flexión, el momento máximo para cada 
franja sería 

La teoría exacta de flexión de placas elásticas demuestra que, en realidad, el momento máximo de esta 
losa cuadrada es apenas 0.048 wp, así que en este caso los momentos de torsión alivian los momentos 
flectores en casi el 25 por ciento. 

Los mayores momentos ocurren donde la curvatura es más aguda. En la figura 12.5b se observa 
que esto ocurre para el centro de la luz de la franja cortasl. Suponga que la carga se incrementa hasta 
que esta sección se ve sobreesforzada, de manera que el acero en el centro de la franjasl esté en fluencia. 
Si la franja fuera una viga aislada, esta condición significaría la falla; sin embargo, al considerar la losa 
como un todo se observa que no se presentará una falla inmediata. Las franjas vecinas (tanto las parale- 
las como las perpendiculares asl), al ser en realidad monolíticas con ella, van a tomar la fracción de 
cualquier carga adicional que la franja S, no pueda soportar, hasta que ellas a su vez empiecen a fluir. 
Esta redistribución inelástica continuará hasta que, en un área relativamente grande de la porción 
central de la losa, todos los aceros en ambas direcciones estén en fluencia; solamente entonces se 
presentará la falla de toda la losa. A partir de este razonamiento, demostrado con ensayos, se concluye 
que las losas no necesitan diseñarse para el máximo momento absoluto en cada una de las dos direccio- 
nes (como el valor de 0.048 wp en el ejemplo del párrafo anterior), sino únicamente para un momento 
promedio menor en cada una de las dos direcciones en la porción central de la losa. Por ejemplo, uno 
de los métodos analíticos de uso general permite diseñar la anterior losa cuadrada para un momento de 
0.036 wp. En comparación con el momento máximo elástico real de 0.048 wp, se observa que se logra 
una reducción del 25 por ciento en el momento gracias a la redistribución inelástica. 

El mayor momento en la losa se presenta en el centro de la luz de la franja cortasl de la figura 
12.5b. Es evidente que la curvatura, y por tanto el momento, en cualquier punto de la franja cortas2 es 
menor que en el sitio correspondiente de la franjasl. En consecuencia, se presenta una variación del 
momento de la luz corta en la dirección larga de la luz; esta variación se ilustra cualitativamente en la 
figura 12.6. El diagrama de momentos de la luz corta de la figura 12.6~ es válido sólo a lo largo de la 
franja central en 1-1. Para otras secciones, el valor del momento máximo es menor, como aparece. Las 
otras ordenadas de momento se reducen en forma proporcional. De igual modo, el diagrama de mo- 
mentos de la luz larga de la figura 12.6b es aplicable únicamente en la línea central longitudinal de la 
losa; para otros sitios las ordenadas se reducen de acuerdo con la variación presentada. Estasvariacio- 
nes en el momento máximo a través del ancho y del largo de una losa rectangular se tienen en cuenta en 
forma aproximada en la mayor parte de los métodos prácticos de diseño que se realizan para un 
momento reducido en la cuarta parte exterior de la luz de la losa en cada dirección. 

Debe observarse que sólo las losas con relaciones de lados menores que aproximadamente dos 
necesitan tratarse como losas en dos direcciones. A partir de la ecuación (b) anterior, se aprecia que, para 
una losa de estas proporciones, la fracción de la carga transmitida en la dirección larga es apenas del orden 
de un dieciseisavo de la transmitida en la dirección corta. Esta losa actúa casi como si se extendiera 
únicamente en la dirección corta. En consecuencia, los paneles de losas rectangulares con una relación de 
lados de dos o más pueden reforzarse para acción en una dirección, con el acero principal en dirección 
perpendicular a los bordes largos. Por supuesto, debe suministrarse acero para retracción de fraguado y 
temperatura en la dirección larga, y refuerzo auxiliar sobre y en dirección perpendicular a las vigas de 
apoyo cortas y en las esquinas de la losa para controlar el agrietamiento (ver la sección 12.5). 

ANÁLISIS MEDIANTE EL MÉTODO DE LOS COEFICIENTES 
La determinación precisa de momentos en losas en dos direcciones, con varias condiciones de conti- 
nuidad en los bordes soportados, es matemáticamente muy compleja y no es adecuada para la práctica 
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FIGURA 12.6 
Momentos y variaciones de los momentos en una losa cargada uniformemente 
con apoyos simples en los cuatro lados. 

de diseño. Por esta razón se han adoptado varios métodos simplificados para determinar momentos, 
cortantes y reacciones para este tipo de losas. 

Con respecto al Código ACI de 1995, todos los sistemas de losas de concreto reforzado en dos 
direcciones que incluyen losas apoyadas en los bordes, losas y placas planas, deben analizarse y diseñar- 
se de acuerdo con un método unificado que se presenta en detalle en el siguiente capítulo. Sin embargo, 
la complejidad de este método generalizado, en particular para sistemas que no cumplen los requisitos 
que permiten realizar el análisis mediante el "método de diseño directo" del Código actual, ha llevado 
a muchos ingenieros a continuar utilizando el método de diseño del Código ACI de 1963 (ver la 
referencia 12.2) para el caso especial de losas en dos direcciones, apoyadas en vigas de borde relativa- 
mente altas y rígidas, en los cuatro lados de cada uno de los paneles de la losa. 

En este capítulo se presentará el método 3 del Código ACI de 1963. Desarrollado originalmente 
por Marcus (ver la referencia 12.3) y utilizado ampliamente en Europa, fue introducido en los Estados 
Unidos por Rogers (ver la referencia 12.4). Desde 1963 se utiliza en forma amplia para losas apoyadas 
en los bordes por muros, vigas de acero o vigas monolíticas de concreto, cuya altura total no sea menor 
que aproximadamente tres veces el espesor de la losa. Aunque no formó parte del Código ACI de 1977 
o de versiones posteriores, se permite su uso continuo bajo la disposición del Código actual (Código 
ACI 13.5.1) con relación a que un sistema de losa puede diseñarse utilizando cualquier procedimiento 
que satisfaga las condiciones de equilibrio y de compatibilidad geométrica, siempre y cuando se de- 
muestre que la resistencia de diseño en cada sección es por lo menos igual a la resistencia requerida, y 
que se cumplen los requisitos de funcionalidad. 

El método utiliza tablas de coeficientes de momento que cubrenvarias condiciones. Estos coeficientes 
se basan en análisis elásticos pero también tienen en cuenta la redistribución inelástica. En consecuencia, el 
momento de diseño en cada dirección es menor en cierta cantidad que el momento máximo elástico en esa 
dirección. Los momentos en las franjas centrales en las dos direcciones se calculan a partir de 
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donde Ca , Cb = coeficientes de momento tabulados 
w = carga uniforme, lb/pie2 

la,  lb = longitud de la luz libre en las direcciones corta y larga, respectivamente 

El método establece que cada panel debe dividirse, en ambas direcciones, en una franja central 
cuyo ancho es la mitad del ancho del panel y en dos franjas de borde o franjas de columna con un ancho 
igual a un cuarto del ancho del panel (ver la figura 12.7). Tal como se analizó anteriormente y se ilustró 
en las figuras 12.6~~ y b, los momentos en las dos direcciones son mayores en la porción central de la losa 
que en las regiones cercanas a los bordes. Por tanto, el método establece que toda la franja central se 
diseña para el momento de diseño total tabulado. Para las franjas de borde, este momento se supone que 
disminuye desde su valor máximo en el borde de la franja central, hasta un tercio de su valor en el borde 
del panel. Esta distribución se indica en la figura 12.7 para los momentos M, en dirección de la luz 
corta. La variación lateral de los momentos Mb en la dirección de la luz larga es similar. 

Hasta ahora, el análisis se ha restringido a un panel individual simplemente apoyado en los cuatro 
lados. En la figura 12.8 se presenta una situación real, en la cual un sistema de vigas soporta una losa en 
dos direcciones. Se observa que algunos de los paneles, como el A, tienen dos bordes exteriores 
discontinuos, mientras que los demás son continuos con sus vecinos. El panel B tiene un borde discon- 
tinuo y tres bordes continuos; el panel interior C tiene todos los bordes continuos y así sucesivamente. 
En un borde continuo de losa se generan momentos negativos de manera similar al caso de los apoyos 
interiores de vigas continuas. También, la magnitud de los momentos positivos depende de las condi- 
ciones de continuidad en todos los cuatro bordes. 

De acuerdo con esto, la tabla 12.3 da coeficientes de momento C, para momentos negativos en 
bordes continuos. Los detalles de las tablas se explican por sí mismos. Los máximos momentos negati- 
vos de borde se obtienen cuando dos paneles adyacentes a un borde particular sostienen la totalidad de 
la carga muerta y viva; de ahí que el momento se calcula para esta carga total. Los momentos negativos 
en bordes discontinuos se suponen iguales a un tercio de los momentos positivos para la misma direc- 
ción. Estos momentos deben tenerse en cuenta en el diseño puesto que la rigidez torsional de la viga de 
borde o del muro de apoyo suministra en general un grado de restricción en los bordes discontinuos. 

Para los momentospositivos se va a presentar, si acaso, muy poca rotación en los bordes conti- 
nuos cuando la carga muerta actúa sola porque las cargas en los dos paneles adyacentes tienden a 
producir rotaciones opuestas que se cancelan entre sí o se balancean aproximadamente. Para esta 
condición, los bordes continuos pueden considerarse empotrados y los coeficientes apropiados para 
los momentos positivos ocasionados por carga muerta se determinan mediante la tabla 12.4. Por otra 

Variación de M, 

FIGURA 12.7 
Variación de los momentos a través del ancho de 
las secciones críticas supuestas para el diseño. 
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TABLA 12.3 
Coeficientes para momentos negativos en losasa 

Ma,neg = ' a ,negw' j  

donde w = carga muerta más viva uniforme total 

a Un borde achurado indica que la losa continúa a través o se encuentra empotrada en el apoyo; un borde sin marcas indica un apoyo donde la 
resistencia torsional es despreciable. 

FIGURA 12.8 
Planta de una losa de piso típica en dos direcciones con vigas en los 
ejes de columnas. 
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TABLA 12.4 
Coeficientes para momentos positivos debidos a carga muerta en losas" 

Migos ,d l  = 'a,dlw'; 
donde w = carga muerta uniforme total 

" Un borde achurado indica que la losa continúa a través o se encuentra empotrada en el apoyo; un borde sin marcas indica un apoyo donde la 
resistencia torsionai es despreciable. 

parte, los máximos momentospositivos generadospor caiga viva se obtienen cuando la carga viva se 
coloca únicamente en el panel particular y no en los paneles adyacentes. En este caso sí se presentaría 
algo de rotación en todos los bordes continuos. Como aproximación se supone que existe un 50 por 
ciento de restricción para calcular estos momentos ocasionados por carga viva. Los coeficientes corres- 
pondientes se determinan en la tabla 12.5. Finalmente, para calcular los cortantes en la losay las cargas 
en las vigas de apoyo, la tabla 12.6 presenta las fracciones de la carga total Wque se transmiten en cada 
una de las direcciones. 
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En forma consistente con los supuestos del análisis de losas en dos direcciones y apoyadas en los bordes, el 
refuerzo principal a flexión se coloca en un patrón ortogonal con barras paralelas y perpendiculares a los 

Caso2 

0.018 
0.018 

0.020 
0.016 

0.022 
0.014 

0.024 
0.012 

0.026 
0.011 

0.028 
0.009 

0.030 
0.007 

0.032 
0.006 

0.034 
0.004 

0.035 
0.003 

0.037 
0.002 

Caso 1 

0.036 
0.036 

0.040 
0.033 

0.045 
0.029 

0.050 
0.026 

0.056 
0.023 

0.061 
0.019 

0.068 
0.016 

0.074 
0.013 

0.081 
0.010 

0.088 
0.008 

0.095 
0.006 

Caso3 

0.018 
0.027 

0.021 
0.025 

0.025 
0.024 

0.029 
0.022 

0.034 
0.020 

0.040 
0.018 

0.046 
0.016 

0.054 
0.014 

0.062 
0.011 

0.071 
0.009 

0.080 
0.007 

Caso4 

0.027 
0.027 

0.030 
0.024 

0.033 
0.022 

0.036 
0.019 

0.039 
0.016 

0.043 
0.013 

0.046 
0.011 

0.050 
0.009 

0.053 
0.007 

0.056 
0.005 

0.059 
0.004 

Caso5 

0 ~ 7 ~ 1 u o o a c i  
0.027 
0.018 

0.028 
0.015 

0.029 
0.013 

0.031 
0.011 

0.032 
0.009 

0.033 
0.007 

0.035 
0.005 

0.036 
0.004 

0.037 
0.003 

0.038 
0.002 

0.039 
0.001 

Caso 6 

0.033 
0.027 

0.036 
0.024 

0.039 
0.021 

0.042 
0.017 

0.045 
0.015 

0.048 
0.012 

0.051 
0.009 

0.054 
0.007 

0.056 
0.006 

0.058 
0.004 

0.061 
0.003 

Caso7 

0.027 
0.033 

0.031 
0.031 

0.035 
0.028 

0.040 
0.025 

0.045 
0.022 

0.051 
0.020 

0.058 
0.017 

0.065 
0.014 

0.073 
0.012 

0.081 
0.009 

0.089 
0.007 

Caso8 

0.020 
0.023 

0.022 
0.021 

0.025 
0.019 

0.029 
0.017 

0.032 
0.015 

0.036 
0.013 

0.040 
0.011 

0.044 
0.009 

0.048 
0.007 

0.052 
0.005 

0.056 
0.004 

Caso9 

0.023 
0.020 

0.024 
0.017 

0.026 
0.015 

0.028 
0.013 

0.029 
0.010 

0.031 
0.007 

0.033 
0.006 

0.034 
0.005 

0.036 
0.004 

0.037 
0.003 

0.038 
0.002 



380 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

TABLA 12.5 
Coeficientes para momentos positivos debidos a carga viva en losas" 

M n , p o s , ~ ~  = Ca,llw'? 

donde w = carga viva uniforme total 
Mb,pos,ll = cb,llwli 

a Un borde achurado indica que la losa continúa a través o se encuentra empotrada en el apoyo; un borde sin marcas indica un apoyo donde la resistencia 
torsional es despreciable. 

bordes apoyados. Como el acero positivo se coloca en dos capas, la altura efectiva d para la capa superior es 
menor que la de la capa inferior en un diámetro de barra. Puesto que los momentos en la dirección larga son 
los más pequeños, resulta económico colocar el acero en esa dirección por encima de las barras en la 
dirección corta. Este problema no se presenta para el refuem negativo perpendicular a las vigas de apoyo en 
los bordes, excepto en las esquinas donde los momentos son pequeños. 

Para las losas en dos direcciones pueden utilizarse barras rectas, cortadas cuando ya no sean 
necesarias, o barras dobladas; pero la economía en la fabricación y en la colocación favorecerá general- 
mente la utilización de barras rectas en toda la losa. La localización precisa de los puntos de inflexión 
(o líneas de infiexión) no se puede determinar fácilmente porque depende de la relación de luces, de la 
proporción entre la carga viva y la muerta, y de las condiciones de continuidad en los bordes. Los 
puntos estándares de corte y doblamiento de las barras en vigas, resumidos en la figura 5.15, pueden 
utilizarse igualmente para losas apoyadas en los bordes. 
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0.011 

0.067 
0.009 

0.072 
0.007 

0.077 
0.005 

Caso 9 

0.030 
0.028 

0.032 
0.025 

0.036 
0.022 

0.039 
0.020 

0.042 
0.017 

0.046 
0.013 

0.050 
0.011 

0.054 
0.009 

0.059 
0.007 

0.063 
0.006 

0.067 
0.004 

Caso2 

0.027 
0.027 

0.030 
0.025 

0.034 
0.022 

0.037 
0.019 

0.041 
0.017 

0.045 
0.014 

0.049 
0.012 

0.053 
0.010 

0.058 
0.007 

0.062 
0.006 

0.066 
0.004 

Caso5 

n u I t C 1 7 l s D a m  
0.032 
0.027 

0.034 
0.024 

0.037 
0.021 

0.041 
0.019 

0.044 
0.016 

0.047 
0.013 

0.051 
0.011 

0.055 
0.009 

0.059 
0.007 

0.063 
0.005 

0.067 
0.004 

Caso3 

0.027 
0.032 

0.031 
0.029 

0.035 
0.027 

0.040 
0.024 

0.045 
0.022 

0.051 
0.019 

0.057 
0.016 

0.064 
0.014 

0.071 
0.011 

0.080 
0.009 

0.088 
0.007 

Caso6 

0.035 
0.032 

0.038 
0.029 

0.042 
0.025 

0.046 
0.022 

0.051 
0.019 

0.055 
0.016 

0.060 
0.013 

0.064 
0.010 

0.068 
0.008 

0.073 
0.006 

0.078 
0.005 
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TABLA 12.6 
Relación de la carga W que se transmite en las direcciones la y 1, para calcular 
el cortante en la losa y las cargas en los apoyos" 

a Un borde achurado indica que la losa continúa a través o se encuentra empotrada en el apoyo; un borde sin marcas indica un apoyo donde 
la resistencia torsional es despreciable. 

De acuerdo con el Código ACI 13.3.1, el refuerzo mínimo en cada una de las direcciones de losas 
en dos direcciones es el necesario para el control de grietas de retracción de fraguado y temperatura, 
como está dado en la tabla 12.2. Para sistemas en dos direcciones, el espaciamiento del refuerzo a 
flexión en las secciones críticas no debe exceder dos veces el espesor de la losa h. 

Los momentos torsionales analizados en la sección 12.4 tienen importancia únicamente en las 
esquinas exteriores de un sistema de losa en dos direcciones, donde tienden a agrietar la losa en la parte 
inferior a lo largo de la diagonal del panel, y en la parte superior en dirección perpendicular a la diagonal 
del panel. Debe proporcionarse refuerzo especial tanto en la parte superior como en la inferior de las 
esquinas exteriores de la losa, a lo largo de una distancia en cada dirección igual a un quinto de la luz 
larga del panel de esquina medida desde la esquina como aparece en la figura 12.9. El d t m ~ o  en la parte 
superior de la losa debe ser paralelo a la diagonal desde la esquina-tras que el de la parte inferior 
debe ubicarse en forma perpendicular a la diagonal. Ccrmo alternativa, las dos filas de acero pueden 
colocarse en dos bandas p a r a l l a d o s  de la losa. En cualquier caso, de acuerdo con el Código ACI 

Relación 

*=L 
1, 

Va 1.00 wb 

0.95 wa 
wb 

0.90 wa 

wb 

0.85 wa 

wb 

0.80 wa 

wb 

wa 0.75 
wb 

wa 0.70 wb 

wa 0.65 wb 

wa 0.60 
wb 

0.55 wa 
wb 

0.50 wa 

wb 

Caso2 

0.50 
0.50 

0.55 
0.45 

0.60 
0.40 

0.66 
0.34 

0.71 
0.29 

0.76 
0.24 

0.81 
0.19 

0.85 
0.15 

0.89 
0.11 

0.92 
0.08 

0.94 
0.06 

Caso 1 

0.50 
0.50 

0.55 
0.45 

0.60 
0.40 

0.66 
0.34 

0.71 
0.29 

0.76 
0.24 

0.81 
0.19 

0.85 
0.15 

0.89 
0.11 

0.92 
0.08 

0.94 
0.06 

Caso3 

0.17 
0.83 

0.20 
0.80 

0.23 
0.77 

0.28 
0.72 

0.33 
0.67 

0.39 
0.61 

0.45 
0.55 

0.53 
0.47 

0.61 
0.39 

0.69 
0.31 

0.76 
0.24 

Caso4 

0.50 
0.50 

0.55 
0.45 

0.60 
0.40 

0.66 
0.34 

0.71 
0.29 

0.76 
0.24 

0.81 
0.19 

0.85 
0.15 

0.89 
0.11 

0.92 
0.08 

0.94 
0.06 

Caso5 

I I t I ~ ~ O ~ ~  
0.83 
0.17 

0.86 
0.14 

0.88 
0.12 

0.90 
0.10 

0.92 
0.08 

0.94 
0.06 

0.95 
0.05 

0.96 
0.04 

0.97 
0.03 

0.98 
0.02 

0.99 
0.01 

Caso 6 

0.71 
0.29 

0.75 
0.25 

0.79 
0.21 

0.83 
0.17 

0.86 
0.14 

0.88 
0.12 

0.91 
0.09 

0.93 
0.07 

0.95 
0.05 

0.96 
0.04 

0.97 
0.03 

Caso7 

0.29 
0.71 

0.33 
0.67 

0.38 
0.62 

0.43 
0.57 

0.49 
0.51 

0.56 
0.44 

0.62 
0.38 

0.69 
0.31 

0.76 
0.24 

0.81 
0.19 

0.86 
0.14 

Caso8 

0.33 
0.67 

0.38 
0.62 

0.43 
0.57 

0.49 
0.51 

0.55 
0.45 

0.61 
0.39 

0.68 
0.32 

0.74 
0.26 

0.80 
0.20 

0.85 
0.15 

0.89 
0.11 

Caso9 

0.67 
0.33 

0.71 
0.29 

0.75 
0.25 

0.79 
0.21 

0.83 
0.17 

0.86 
0.14 

0.89 
0.11 

0.92 
0.08 

0.94 
0.06 

0.95 
0.05 

0.97 
0.03 
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Barras inferiores 

FIGURA 12.9 
Refuerzo especial en las esquinas exteriores de una losa en 
dos direcciones apoyada en vigas. 

1 = Luz libre mayor 

13.3.6, los refuerzos positivo y negativo deben tener un tamaño y un espaciamiento equivalentes a los 
exigidos para el máximo momento positivo en el panel. 

Ejemplo 12.2. Diseño de una losa en dos direcciones apoyada en los bordes. Un piso monolítico de 
concreto reforzado se compone de vanos rectangulares que miden 21 X 26 pies, como se ilustra en 
la figura 12.10. En todos los ejes de columnas se proporcionan vigas de 12 pulg de ancho y 24 pulg de 
altura; así que las luces libres para los paneles de losa en dos direcciones son 20 x 25 pies. El piso 
debe diseñarse para soportar una carga viva de servicio de 137 lb/pie2 distribuida uniformemente 
sobre su superficie, adicional a su peso , utilizando concreto con resistencia fi = 3000 lb/pulg2 y 
refuerzo con f = 60,000 lb/pulg2. Determine el espesor requerido para la losa y el refuerzo para el Y 
panel de esquina mostrado. 

Solución. El espesor mínimo de losas de este tipo se toma usualmente igual a veces el perímetro 

del panel: 

h = 2(20 + 25) x & = 6 pulg 

Este espesor se seleccionará como espesor tentativo. La carga muerta correspondiente es 4 x 150 = 
75 lb/pie2. Así que, las cargas mayoradas de diseño son 

. ............................. . .................... 
2 4 ~  .... t El FIGURA 12.10 

Ejemplo de una losa armada en dos direcciones y apoyada 
en los bordes: (a) planta parcial del piso; (b) sección 

(b) transversal típica. 
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Cargaviva = 1.7 x 137 = 233 1b/pie2 

Carga muerta = 1.4 x 75 = 105 1b/pie2 

Carga total = 338 1b/pie2 

Con una relación de los lados del panel m = la /lb = 20125 = 0.8, los cálculos del momento para las 
franjas centrales de la losa son los siguientes: 

Momentos negativos en bordes continuos (tabla 12.3) 

Ma,neg = 0.071 x 338 x 202 = 9600 lb-pie = 115,000 lb-pulg 
Mb,neg = 0.029 x 338 x 252 = 6130 lb-pie = 73,400 lb-pulg 

Momentos positivos (tablas 12.4 y 12.5) 

Ma,pos,dl = 0.039 x 105 x 202 = 1638 lb-pie = 19,700 lb-pulg 
Ma,pos,ll = 0.048 x 233 x 202 = 4470 lb-pie = 53,700 lb-pulg 
Ma,pos, tot = 73,400 lb-pulg 

Mb,pos,dl = 0.016 x 105 x 252 = 1050 lb-pie = 12,600 lb-pulg 
Mb,pos,ll = 0.020 x 233 x 252 = 2910 lb-pie = 35,000 lb-pulg 
Mb,pos, tot = 47,600 lb-pulg 

Momentos negativos en bordes discontinuos (113 x momentos positivos) 

Ma,neg = 5(73,400) = 24,500 lb-pulg 

Mb,neg = +(47,600) = 15,900 lb-pulg 

El refuerzo requerido en lasfranjas centrales se seleccionará con la ayuda del gráfico A.l del apéndice A. 

Dirección corta 

1. Centro de la luz 

A, = 0.0048 X 12 X 5 = 0.288 pulg2/pie. A partir de la tabla A.4 del apéndice A se seleccionan 
barras No. 4 con un espaciamiento de 7 pulg, obteniéndose un valor de A, = 0.34 pulg2/pie. 

2. Borde continuo 

A, = 0.0078 x 12 X 5 = 0.468 pulg2/pie. Si dos de cada tres barras positivas se doblan hacia 
arriba y se hace lo mismo para el panel adyacente, el área de acero para momento negativo 

4 suministrado en el borde continuo será igual a 3 del acero para momento positivo en la luz, o 
4 sea A, = 7 x 0.34 = 0.453 pulg2/pie. Se observa que este valor es tres por ciento menor que la 

cantidad necesaria de 0.468. Por otro lado, el acero para momento positivo proporcionado de 
0.34 pulg2/pie, representa casi el 15 por ciento más de la cantidad requerida. Como se analizó 
en la sección 11.9e, el Código ACI permite cierta cantidad de redistribución inelástica dentro 
de unos límites estrictamente especificados. Para este caso, el acero negativo suministrado es 
suficiente para apenas el 97 por ciento del momento calculado, pero el acero positivo permite 
que se resista en forma aproximada el 115 por ciento del momento calculado. Esto satisface de 
sobra las condiciones del Código ACI para la redistribución inelástica de momentos. Este caso 
ilustra cómo tal redistribución de momentos puede utilizarse para obtener una distribución de 
acero más simple y económica. 

t Observe que este valor de r, el máximo requerido para toda la losa, es aproximadamente igual a la mitad del valor máximo permitido de 
0.75 pb = 0.0160; esto indica que se hubiera podido emplear una losa más delgada. Sin embargo, la utilización del mínimo espesor 
posible hubiera requerido un aumento en el área de acero a tensión, lo cual sería menos económico. Además, una losa más delgada 
produciría deflexiones considerables no deseadas. El espesor tentativo de 6 pulg se mantendrá para el diseño final. 

www.elsolucionario.org
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3. Borde discontinuo. El momento negativo en el borde discontinuo es igual a un tercio del mo- 
mento positivo en la luz; sería apropiado doblar hacia arriba una de cada tres barras, desde la 
parte inferior, para suministrar el acero a momento negativo en el borde discontinuo. Sin embar- 
go, esto generaría un espaciamiento de 21 pulg, que es mayor que el máximo espaciamiento de 2h 
= 12 pulg permitido por el Código ACI. De ahí que, para el borde discontinuo, se doblarán hacia 
arriba dos de cada tres barras del acero inferior. 

Dirección larga 

1. En el centro de la luz 

(El acero para el momento positivo en dirección larga se coloca encima de aquél para la dirección 
corta. Ésta es la razón para utilizar d = 4.5 pulg para el acero del momento positivo en dirección 
larga y d = 5 pulg en los demás sitios.) A, = 0.0038 x 12 x 4.5 = 0.205 pulg2/pie. A partir de la 
tabla A.4 del apéndice A, se seleccionan barras No. 3 espaciadas a 6 pulg, y se obtiene un valor de 
A, = 0.22 pulg2/pie. 

2. Borde continuo 

A, = 0.0048 x 12 x 5 = 0.288 pulg2/pie. De nuevo, doblando hacia arriba dos de cada tres barras 
4 inferiores de los dos paneles adyacentes al borde continuo, se tiene en el borde unA, = 7 x 0.22 

= 0.29 pulg2/pie. 
3. Borde discontinuo. Por las razones analizadas en relación con la dirección corta, se doblarán 

hacia arriba dos de cada tres barras inferiores en este borde. 

Las selecciones anteriores de acero se refieren a las franjas centrales en las dos direcciones. Para las 
franjas de columna se supone que los momentos disminuyen linealmente a partir del valor total 
calculado en el borde interior de la franja de columna, hasta un tercio de este valor en el borde de la 
viga de soporte. Para simplificar la colocación del acero se utilizará un espaciamiento uniforme en las 
franjas de columna. Los momentos promedio en las franjas de columna son iguales a dos tercios de 
los momentos correspondientes en-las franjas centrales; según esto, el-acero adecuado para esta 
franja de columna se suministrará si el espaciamiento de este acero es $ del utilizado en la franja 
central. Deben verificarse las limitaciones en cuanto a espaciamientos máximos. 

Los puntos de doblamiento para las barras se localizarán como se sugiere en la figura 5.15, es 
decir, a 114 de la cara de la viga de apoyo en los extremos continuos y a 117 de la misma en los extremos 
discontinuos. Las distancias correspondientes de la cara de la viga a los puntos de doblamiento son 5 
pies O pulg y 2 pies 10 pulg para las barras positivas en dirección corta, y 6 pies 3 pulg y 3 pies 7 pulg para 
las barras positivas en dirección larga, para los extremos continuo y discontinuo respectivamente. Las 
barras negativas traídas de los paneles adyacentes se cortarán a 113 de la cara del apoyo, a 6 pies 8 pulg 
para las barras negativas en dirección corta y a 8 pies 4 pulg para las barras negativas en dirección larga. 
En los bordes exteriores, las barras negativas se prolongarán tanto como sea posible dentro de las vigas 
de apoyo y luego se doblarán 90" hacia abajo formando un gancho para proporcionar anclaje. 

En la esquina exterior del panel se utilizarán barras NO. 4 espaciadas a 8 pulg, paralelas a la 
diagonal de la losa en la parte superior y perpendiculares a la diagonal en la parte inferior, de 
acuerdo con la figura 12.9. Esto suministrará un área de 0.29 pulg2/pie en cada dirección, igual a la 
requerida para el momento flector máximo positivo en el panel. Este refuerzo se llevará hasta un 
punto a 2515 = 5 pies desde la esquina, con longitudes que varían como se indica en la figura 12.9. 

Las reacciones de la losa se calculan con la tabla 12.6, la cual indica que el 71 por ciento de la 
carga se transmite en dirección corta y el 29 por ciento en dirección larga. Puesto que la carga total 
sobre el panel es 20 x 25 x 338 = 169,000 lb, la carga por pie sobre la viga larga es (0.71 x 169,000)/ 
(2 x 25) = 2400 lblpie y sobre la viga corta es (0.29 x 169,000)/(2 x 20) = 1220 lblpie. El cortante que 
debe transmitir la losa a dichas vigas es numéricamente igual a estas cargas sobre las vigas, reducidas 
a una sección crítica que se localiza a una distanciad desde la cara de la viga. La resistencia a cortante 
de la losa es 

muy por encima de la resistencia a cortante requerida para las cargas mayoradas. 
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CONTROL DE DEFLEXIONES 
Las losas apoyadas en los bordes son en general delgadas con relación a su luz y pueden presentar grandes 
deflexiones, aún cuando se cumplan los requisitos de resistencia, a menos que se impongan algunos 
límites en el diseño para evitar esto. La forma más sencilla de controlar las deflexiones consiste en 
imponer una relación mínima espesor-luz. El Código ACI de 1963, que introdujo el método de análisis 
por coeficientes descrito en la sección anterior, establece que el espesor de la losa no debe ser menor que 
3.5 pulg y no menor que el perímetro total del panel dividido por 180. Estos límites han dado resultados 
satisfactorios para losas apoyadas en los bordes. El procedimiento más general para análisis de sistemas 
en dos direcciones, que se encuentra en ediciones más recientes del Código ACI, contiene tres ecuaciones 
que regulan el espesor mínimo de la losa. Estas ecuaciones tienen en cuenta la rigidez relativa de la losa 
y de las vigas de borde, la relación de las dimensiones de los lados largo y corto del panel, y las condiciones 
de restricción a lo largo de los bordes. Estas ecuaciones más complejas se presentarán en el capítulo 13. 

Como opción a la utilización de ecuaciones de espesor mínimo se puede calcular la deflexión en 
el centro de un panel de losa y comparar los resultados con limitaciones como las estipuladas por el 
Código ACI 9.5. Estas limitaciones, que se resumen en la tabla 6.3, son aplicables a sistemas de piso en 
dos direcciones al igual que a vigas. 

El cálculo de las deflexiones de losas se complica por varios factores, tales como la restricción 
rotacional variable en los bordes, la influencia de distribuciones alternas de aplicación de las cargas, las 
relaciones variables de las longitudes de los lados y los efectos del agrietamiento, al igual que los efectos 
dependientes del tiempo relacionados con la retracción de fraguado y el flujo plástico. Sin embargo, la 
deflexión de una losa apoyada en los bordes puede estimarse con suficiente precisión con base en los 
coeficientes de momento utilizados en el análisis a flexión (ver la sección 12.5). Por lo general, las 
componentes de la deflexión que interesan son las deflexiones a largo plazo ocasionadas por cargas 
sostenidas y las deflexiones inmediatas generadas por carga viva. La tabla 6.3 establece los límites 
superiores para estas componentes de la deflexión en términos de la luz l. Para losas, no está claro en el 
Código ACI ni en el comentario, si se debe utilizar como base para el cálculo la luz más larga o la más 
corta, pero es conservador (y razonable cuando se considera el posible daño a los elementos soporta- 
dos) basar los límites calculados en la luz más corta. 

Debe comprenderse que el análisis con base en los coeficientes de momento arroja valores máximos 
para los momentos positivos y negativos en las secciones críticas de losas apoyadas en los bordes. Los 
coeficientes de las tablas 12.3,12.4 y 12.5 se desarrollaron teniendo en cuenta condiciones de cargas 
alternas, tomando cargas muerta y viva completas sobre los dos paneles adyacentes a un borde particular 
para lograr el máximo momento negativo e incluyendo, para los cálculos de momento positivo, dos 
patrones de carga: carga muerta en ambos paneles y carga viva únicamente en el panel donde se va a 
determinar el máximo momento positivo. Para el cálculo de las deflexiones sería incorrecto suponer que 
los máximos momentos encontrados de esta manera podrían actuar en forma simultánea, puesto que sólo 
puede haber una distribución de cargas en determinado momento. 

Por ejemplo, las deflexiones que genera la carga viva máxima se obtendrán normalmente cuando 
la carga viva actúa sobre determinado panel pero no sobre los paneles adyacentes, es decir, con una 
distribución en forma de tablero de ajedrez. Por consiguiente, la deflexión que produce la carga viva 
debe basarse en los máximos momentos positivos encontrados en la tabla 12.5, correspondientes a esa 
distribución de cargas, junto con los momentos negativos estáticamente consistentes en los bordes 
apoyados. 

Esto se ilustrará para la losa expuesta en la figura 12.11a, teniendo en cuenta la franja central con 
ancho unitario en la dirección larga del panel. La variación del momento para una carga uniformemen- 
te distribuida es parabólica, y la suma de los momentos positivos y del promedio de los negativos, de 
acuerdo con la estática, debe ser 
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donde wb es la fracción de la carga transmitida en la dirección larga del panel (ver la figura 12.11~). Si 
hubiera empotramiento total en los apoyos, el momento negativo sería 

y el momento positivo sería: 

Anteriormente se indicó que los coeficientes para máximos momentos positivos ocasionados por la 
carga viva se obtuvieron con el supuesto de un 50 y no del cien por ciento de empotramiento. De 
acuerdo con esto, la línea base para el momento cero, asociada con el máximo momento positivo Mb 
obtenido con la tabla 12.5, es como aparece en la figura 12.11~ y los momentos negativos estáticamente 
consistentes son la mitad del momento positivo Mb. 

Los cálculos de las deflexiones se basan entonces en el diagrama parabólico de momentos, con 
una ordenada máxima Mb en el centro de la luz y momentos negativos en los extremos iguales a la mitad 
de este valor. La deflexión en el centro de la luz producto de la carga viva, Al, para la franja de la losa 
expuesta en la figura 12.11b puede encontrarse fácilmente con base en el diagrama de momentos de la 
figura 12.11~. Para la losa ilustrada, con ambos bordes continuos, 

Línea base de momento cero , Parábola para empotramiento total 

G= Momento * M  
estático total 

$m 

\ Línea base de momento cero 
para empotramiento del 50% 

FIGURA 12.11 
Análisis de deflexiones causadas por carga viva: (a) planta de losa; (b )  curva de la deflexión para 
una franja unitaria; (c) diagrama para momento máximo debido a la carga viva. 
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donde Mb es el momento positivo%casionado por la carga viva y obtenido mediante la utilización de los 
coeficientes apropiados de la tabla 12.5, E, es el módulo elástico del concreto, elges el momento de 
inercia efectivo de la sección transversal de concreto de ancho unitario. 

La ecuación (12.3) se dedujo para un panel común de losa interior, con momentos de restricción 
iguales en cada uno de los extremos de la franja de losa. Ecuaciones similares pueden deducirse para los 
casos en que uno o los dos extremos son discontinuos. Sin embargo, según el método de los coeficientes 
para análisis de momentos, los momentos negativos en los bordes discontinuos de las losas se suponen 
iguales a un tercio del momento positivo en la misma dirección; por consiguiente es claro que la 
ecuación resultante para la deflexión sería muy similar a la ecuación (12.3). Esta ecuación puede 
utilizarse, entonces, para franjas de paneles que tengan uno o los dos extremos discontinuos, pero 
monolíticos con las vigas de apoyo, con un margen de error mínimo. Para el caso especial en que los 
bordes están completamente libres de restricciones, como en las losas apoyadas en muros de mampos- 
tería, la deflexión en el centro de la luz que genera la carga viva es 

La deflexión por carga muerta debe basarse en el diagrama de momentos que se encuentra utilizando 
los máximos momentos positivos por carga muerta producto de esta carga, con base en la tabla 12.4, la 
cual supone que todos los paneles están cargados. Debe recordarse que los bordes continuos se consi- 
deraron totalmente empotrados en la deducción de los coeficientes de la tabla 12.4. De acuerdo con 
esto, puede demostrarse que la deflexión en el centro de la luz producida por carga muerta Ad, para el 
caso con los dos extremos continuos, es 

donde Mb es, en este caso, el momento positivo que genera la carga muerta obtenido con los coeficien- 
tes de la tabla 12.4. Para el caso especial en que ambos extremos están libres de restricciones, la 
deflexión en el centro de la luz por carga muerta puede encontrarse a partir de 

Aunque las deflexiones estudiadas anteriormente se refieren a una franja unitaria en la dirección larga 
del panel de la figura 12.1 la, los cálculos también pueden basarse en una franja en la dirección corta. 
La deflexión resultante en el centro del panel debe ser la misma en cualquiera de los dos casos, aunque 
debido a la naturaleza aproximada de los cálculos se pueden esperar pequeñas diferencias. Un procedi- 
miento razonable consiste en calcular la deflexión en cada una de las direcciones y luego promediar los 
resultados. 

El Código ACI 9.5.3 sugiere que se utilice el momento de inercia& determinado mediante la 
ecuación (6.5), para tener en cuenta la influencia del agrietamiento del concreto en la reducción de la 
rigidez. Para losas en dos direcciones apoyadas en los bordes, el agrietamiento para las cargas de 
servicio no es, en general, extenso y sólo se introduce un pequeño margen de error si los cálculos se 
basan en el momento de inercia bruto Ig de la franja unitaria. 

Las deflexiones de la losa calculadas según las ecuaciones anteriores, son las deflexiones elásticas 
iniciales que se producen inmediatamente después de la aplicación de las cargas. Para cargas sosteni- 
das, como las debidas a cargas muertas, el Código ACI 9.5.3 recomienda que el aumento de la deflexión 
con el tiempo puede determinarse con base en la ecuación (6.11), con un multiplicador dependiente 
del tiempo que varía de acuerdo con la figura 6.8, y con un valor último igual a 2.0. La experiencia 
indica que un valor de 2.0 a menudo subestima las deflexiones dependientes del tiempo en losas, 
probablemente porque las losas tienen relaciones de espesor a luz mucho menores que las de las vigas, 
con base en las cuales se determinaron los multiplicadores a largo plazo. En la referencia 12.5 Branson 
sugiere la utilización de un valor de 6 = 3.0 para losas. 
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Ejemplo 12.3. Deflexiones de una losa en dos direcciones apoyada en los bordes. La losa de piso del 
ejemplo 12.2 va a soportar particiones rígidas y otros elementos no estructurales que pueden dañarse 
si ocurren deflexiones grandes. Estos elementos se instalarán tres meses después de que se retiren 
las formaletas de construcción y se impongan las cargas muertas. Calcule el incremento en las 
deflexiones por cargas muerta y viva de servicio que afectarán a los elementos superpuestos y compa- 
re con los valores límites determinados por el Código ACI. 

Soiución. Los cálculos de las deflexiones se basarán en el análisis de momentos del ejemplo 12.2. Sin 
embargo, estos momentos se basaron en factores de sobrecarga de 1.4 aplicados a las cargas muertas 
y de 1.7 a las cargas vivas, y los momentos deben, por tanto, reducirse de acuerdo con esto, para 
obtener los momentos para las cargas de servicio. El módulo de elasticidad tomado de la ecuación 
(2.4) es E, = 57,000 ,/5G = 3.12 x lo6 lb/pulg2. El momento de inercia se tomará como el de la 
sección bruta de concreto, y para una franja de 12 pulg es I' = 12 x 63/12 = 216 pulg4. 

La deflexión instantánea en el centro del panel que produce la carga muerta se encontrará 
mediante la ecuación (12.5), primero para la franja de dirección larga y luego para la franja de 
dirección corta, y los resultados se promediarán si resultan diferentes. En la dirección larga, a partir 
del ejemplo 12.2, el momento positivo producto de la carga muerta es 12,600 lb-pulg para las cargas 
mayoradas, o sea, 12,600/1.4 = 9000 lb-pulg para las cargas de servicio. Así que, 

Por comparación, en la dirección corta el momento para las cargas de servicio que genera la 
carga muerta es 19,70011.4 = 14,100 lb-pulg y la deflexión correspondiente en el centro del panel es 
igual que antes. 

El incremento en la deflexión dependiente del tiempo se calculará con base en un multiplicador 
a cinco años de 5 = 3.0, pero se utilizará la variación en el tiempo establecida por el Código ACI como 
aparece en la figura 6.8. Ésta indica que la mitad de la deflexión dependiente del tiempo habrá 
ocurrido en tres meses; sólo la mitad restante se presentará después de la instalación de las particio- 
nes y los otros elementos. Así, la fracción de las deflexiones dependientes del tiempo por carga 

1 muerta que pueden causar daño es 0.08 x 3 x = 0.12 pulg. 
La deflexión producida por carga viva se calculará a partir de la ecuación (12.3). En la dirección 

de la luz larga, el momento positivo que genera la carga viva para las cargas de servicio es 35,00011.7 
= 20,600 lb-pulg y la deflexión en el centro del panel es 

A manera de verificación, en dirección de la luz corta el momento positivo por carga viva es 53,70011.7 
= 31,600 lb-pulg, y la deflexión es 

la misma que antes, para todos los efectos prácticos. 
La deflexión que produce daño potencial es la suma del incremento en deflexión dependiente 

del tiempo ocasionado por la carga muerta que ocurre después de los tres meses, y la deflexión 
inmediata que produce la carga viva, es decir, 

A = 0.12 + 0.26 = 0.38 pulg 

De acuerdo con los límites del. Código ACI, de la tabla 6.3, la deflexión máxima admisible para las 
condiciones establecidas es 20 x 121480 = 0.50 pulg, de manera que, con base en las deflexiones, el 
diseno puede considerarse satisfactorio. 
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OTRAS CONSIDERACIONES 
Con cierta frecuencia, en la práctica deben incluirse aberturas en las losas, por ejemplo, para el paso de 
ductos de calefacción y ventilación o de tuberías. Las losas en dos direcciones con vigas en los bordes 
son menos sensibles a los huecos que las losas de placa plana sin vigas, y para aberturas de tamaño 
moderado por lo general es suficiente suministrar un refuerzo adicional en cada dirección, adyacente a 
la abertura en cada lado, equivalente al acero interrumpido y extendiéndolo una longitud de desarrollo 
completa más allá de la abertura en todas las direcciones. Deben especificarse barras en las esquinas, a 
45", para controlar el agrietamiento de la losa en las esquinas de las aberturas. Las aberturas más 
grandes requieren tratamientos especiales y pueden necesitar reforzamiento de la losa con vigas para 
restaurar la continuidad. Las cargas concentradas también pueden llegar a requerir vigas de apoyo. 

Las aberturas en losas se analizarán con mayor detde en el capítulo 13, y en los capítulos 14 y 15 
se desarrollarán métodos especiales de análisis que pueden tener en cuenta tanto las aberturas en losas 
como las cargas concentradas. 

REFERENCIAS 
12.1. W. L. Gamble, "Moments in Beam-Supported Slabs", J. ACI, vol. 69, no. 3, 1972, pp. 149-157. 
12.2. "Building Code Requirements for Reinforced Concrete", ACI Publication 318-63, American Con 

crete Institute, Farmington Hills, MI, 1963. 
12.3. H. Marcus, Die Véreinfachte Beredhnung Biegsamer Platten, Julius Springer, Berlin, 1929. 
12.4. P. Rogers, "Two-Way Reinforced Concrete Slabs", J. ACI, vol. 41, no. 41, 1944, pp. 21-36. 
12.5. D. E. Branson, Deformation of Concrete Stmctures, McGraw-Hill, New York, 1977. 

PROBLEMAS 
12.1. Se va a construir un puente peatonal que consta de una losa maciza en una dirección que se extiende 16 

pies entre estribos de mampostería, como se indica en la figura P12.1. El puente debe soportar una 
carga viva de servicio de 100 lb/pie2. Adicionalmente, puede actuar una carga concentrada de 2000 lb, que 
se supone uniformemente distribuida a lo ancho del puente y aplicada en cualquier sitio sobre la luz. Se 
utilizará una superficie de terminado en asfalto de 2 pulg, que pesa 20 lb/pie2. Se colocarán bordillos 
prefabricados de concreto de manera tal que no tengan ningún efecto estructural. Realice el diseño de 
la losa utilizando resistencias de los materiales4 = 60,000 lb/pulg2 y fc = 4000 lb/pulg2, y resuma sus 
resultados en forma de esquemas, mostrando todas las dimensiones del concreto y el refuerzo. 

FIGURA P12.1 

I 16'-O" 16'-O" -- - 
Luz extrema Luz interior característica 
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12.2. Un sistema de entrepiso para un edificio de concreto reforzado consiste en una losa continua en una 
dirección, construida monolíticamente con sus vigas de apoyo, como se ilustra en la sección transver- 
sal de la figura P12.2. La carga viva de servicio será de 125 lb/pie2; las cargas muertas incluyen una 
consideración de 10 lb/pie2 para el relleno y el terminado del piso en concreto ligero no estructural, y 
otra de 10 lb/pie2 para las cargas suspendidas, más el propio peso del piso. Utilizando los coeficientes 
del ACI, calcule los momentos y cortantes de diseño y diseñe la losa haciendo uso de una cuantía de 
acero a tensión máxima de 0.006. Todo el refuerzo debe ser en barras rectas. La mitad de las barras 
para momento positivo se interrumpirán cuando no se necesiten más; la otra mitad se prolongará 
dentro de las vigas de apoyo, como lo especifica el Código ACI. Todo el acero negativo se interrumpi- 
rá a la misma distancia desde la cara de apoyo en cada caso. Resuma su diseño mediante un esquema 
que indique las dimensiones del concreto, y el tamaño, espaciamiento y puntos de corte de todas las 
barras. Las resistencias de los materiales son4  = 60,000 lb/pulg2 y f,' =3000 lb/pulg2. 

12.3. Para la losa de piso en una dirección del problema 12.2, calcule las deflexiones instantánea y a largo 
plazo ocasionadas por la carga muerta. Suponga que todas las cargas muertas se aplican una vez se 
retiran las formaletas de construcción. Determine también la deflexión por la aplicación de la totali- 
dad de la carga viva de servicio. Si se supone que se instalará un equipo sensible seis meses después de 
que se retiren las formaletas, calcule las componentes relevantes de la deflexión y compare la deflexión 
total con los valores máximos establecidos por el Código ACI. 

12.4. Una losa de cubierta en concreto, en dos direcciones, debe diseñarse para cubrir una bóveda con 
transformadores. Las dimensiones exteriores de la bóveda son 17 X 20 pies y los muros de apoyo 
están hechos en ladrillo de 8 pulg. Se supondrá una carga viva de servicio de 80 lb/pie2 distribuida 
uniformemente sobre la superficie de la cubierta y se tendrá en cuenta una carga muerta de 10 lb/pie2 
adicional al peso propio de la losa. Diseñe la cubierta como una losa en dos direcciones apoyada en 
los bordes, utilizando f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 50,000 lb/pulg2. 

Vigas de 16" x 26" 

FIGURA P12.5 

12.5. Un garaje de estacionamiento debe diseñarse utilizando una losa en dos direcciones y apoyada en vigas 
monolíticas de 16 x 26 pulg a lo largo de los ejes de columnas, como se ilustra en la figura P12.5. Se 
especifica una carga viva de 100 lb/pie2. Determine el espesor requerido para la losa utilizando una 
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cuantía máxima de acero de aproximadamente 0.005, y diseñe el refuerzo para paneles característicos 
de esquinad, de borde B e interior C. Detalle el refuerzo mostrando el tamaño, el espaciamiento y las 
longitudes de las barras. Se utilizarán barras rectas para todo el refuerzo. Las resistencias de los 
materiales son f, = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 4000 lb/pulg2. 

12.6. Para el panel interior C característico del garaje de estacionamiento del problema 12.5, (a) calcule las 
deflexiones instantáneas y a largo plazo ocasionadas por la carga muerta, y (b)  calcule la deflexión por 
la carga viva de servicio total. Compare con los valores máximos permitidos por el Código ACI, 
considerando que no existen elementos unidos que podrían dañarse por deflegones grandes. 



INTRODUCCI~N 
Cuando las losas en dos direcciones se apoyan sobre vigas relativamente delgadas y flexibles 
(figura 12.lb), o si las vigas en los ejes entre columnas se omiten del todo, como en el caso de las 
losas de tipo placa plana (figura 12.ld), las losas planas (figura 12.le) o los sistemas de viguetas 
en dos direcciones (figura 12 .9 ,  se generan una serie de consideraciones adicionales a las ante- 
riores. La figura 13 .1~  ilustra una porción de un sistema de entrepiso donde un panel de losa 
rectangular está apoyado en vigas relativamente delgadas en los cuatro lados. Las vigas están 
sostenidas a su vez por columnas en las intersecciones de sus ejes centrales. Si se aplica una carga 
superficial w, ésta se comparte entre franjas imaginarias de losa la en la dirección corta y lb en la 
dirección larga, como se explicó en la sección 12.4. Observe que la porción de carga transmitida 
por las franjas largas lb es transferida a las vigas B1 que se extienden en la dirección corta del 
panel. La porción tomada por las vigas B1 más la que se transmite directamente en la dirección 
corta por las franjas de losa la totalizan el cien por ciento de la carga aplicada al panel. Asimis- 
mo, las franjas de losa en la dirección corta la entregan una parte de la carga a las vigas B2 en la 
dirección larga. Esta carga, más aquella tomada en forma directa en la dirección larga por la 
losa, constituyen el cien por ciento de la carga aplicada. Es un requisito claro de estática que, 
para construcción apoyada sobre columnas, el ciento por ciento de la carga aplicada debe 
transmitirse en cada dirección, en forma conjunta por la losa y por sus vigas de apoyo (ver la 
referencia 13.1). 

Una situación similar se obtiene en la losa de piso del tipo placa plana que aparece en la 
figura 13.lb. En este caso se omiten las vigas. Sin embargo, las franjas anchas de la losa centradas 
en los ejes entre columnas en cada dirección cumplen la misma función que las vigas de la figura 
13.1~; también para este caso, la totalidad de la carga debe transmitirse en cada dirección. La 
presencia de ábacos o de capiteles en la zona doblemente achurada cercana a las columnas (figura 
12.le) no modifica el anterior requisito de la estática. 

La figura 13.2a presenta un sistema de piso del tipo placa plana soportado por columnas en 
A, B, C y D. La figura 13% presenta el diagrama de momentos para la dirección de la luz l,. En esta 
dirección, la losa puede considerarse como una viga ancha y plana con ancho l,. De acuerdo con 
esto, la carga por pie de longitud de la luz es wl,. Para cualquier luz de una viga continua, la suma 
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(a) losa en dos direcciones con vigas; (b)  losa en dos 
direcciones sin vigas. 

del momento positivo en el centro de la luz y del promedio de los momentos negativos en los 
apoyos adyacentes, es igual al momento positivo en el centro de la luz de la viga simplemente 
apoyada correspondiente. Con referencia a la losa, este requisito de la estática puede formularse de 
la siguiente manera: 

En dirección perpendicular debe cumplirse un requisito similar que lleva a la relación: 

Estos resultados no revelan nada con respecto a las magnitudes relativas de los momentos en 
los apoyos y de los momentos en la luz. La proporción del momento estático total que hay en cada 
sección crítica puede encontrarse a partir de un análisis elástico que tenga en cuenta las longitudes 
relativas de las luces en paneles adyacentes, 1a.distribución de las cargas y la rigidez relativa de las 
vigas de apoyo, si existen, y de las columnas. Como alternativa, pueden adoptarse métodos empíri- 
cos que han demostrado ser confiables bajo ciertas condiciones restringidas. 
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Momento real 
a través de EF 

a través de AB 

FIGURA 13.2 
Variación del momento para losas en dos direcciones apoyadas sobre columnas: (a) secciones de momento crítico; (6)  
variación del momento a lo largo de la luz; (c)  variación del momento a través del ancho de las secciones críticas. 

Los momentos a través del ancho de las secciones críticas, como laAB o la EF, no son constan- 
tes sino que varían, como se ilustra en forma cualitativa en la figura 13.2. La variación exacta depen- 
de de la presencia o ausencia de vigas en los ejes entre columnas, de la existencia de paneles con 
ábacos o de capiteles en las columnas, al igual que de la intensidad de la carga. Para propósitos de 
diseño es conveniente dividir cada panel, como se indica en la figura 13.2, en franjas de columna con 
un ancho igual a un cuarto del ancho del panel a cada lado del eje entre centros de columnas, y en 
franjas centrales con un ancho igual a la mitad del ancho del panel entre las dos franjas de columna. 
Los momentos pueden considerarse constantes dentro de los límites de una franja central o una de 
columna, como aparece, a menos que haya vigas sobre los ejes entre columnas. En este último caso, 
ya que la viga debe tener la misma curvatura que la franja de losa adyacente, el momento en la viga 
será mayor en proporción a su mayor rigidez, produciendo una discontinuidad de la curva de varia- 
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l I 
F. Q 

Panel Panel 

FIGURA 13.3 
Sección transversal de una losa y de la viga efectiva. 

ción del momento en la cara lateral de la viga. Puesto que, de acuerdo con la estática, el momento 
total debe ser el mismo que antes, los momentos en la losa deben ser menores. 

El capítulo 13 del Código ACI trata de manera unificada todos los anteriores sistemas en dos 
direcciones. Sus disposiciones son aplicables a losas apoyadas sobre vigas, a losas planas y a placas 
planas, al igual que a losas con viguetas en dos direcciones. Aunque se permite el diseño "mediante 
cualquier procedimiento que satisfaga las condiciones de equilibrio y compatibilidad geométrica", 
se hace referencia específica a dos métodos alternos: el semiempírico, método de diseño directo, y 
un análisis elástico aproximado, conocido como el método delpórtico equivalente. 

Para propósitos de diseño, en cualquiera de los dos casos un panel corriente se divide en 
franjas de columna y enfranjas centrales. Una franja de columna se define como una franja de losa 
con un ancho a cada lado del eje entre centros de columnas igual a un cuarto de la menor de las 
dimensiones del panel 1, y 1,. Esta franja incluye las vigas en los ejes de columnas si éstas existen. 
Una franja central es una franja de diseño limitada por otras dos franjas de columna. En todos los 
casos, 1, se define como la luz en la dirección del análisis de los momentos y 1, como la luz en la 
dirección transversal. Las luces se miden hasta los ejes entre centros de columnas, excepto donde 
se indique de otra manera. Para el caso de construcción monolítica, las vigas incluyen la parte de la 
losa a cada lado de la viga que se extiende una distancia igual a la proyección de la viga por encima 
o por debajo de la losa (la que sea mayor) pero que no exceda cuatro veces el espesor de la losa (ver 
la figura 13.3) 

MÉTODO DE DISENO DIRECTO 

Los momentos en losas en dos direcciones pueden determinarse utilizando un método de diseño 
directo semiempírico, con las siguientes restricciones: 

1. Debe haber un mínimo de tres luces continuas'en cada dirección. 
2. Los paneles deben ser rectangulares con una relación de luz larga a corta no mayor que dos 

dentro de un panel. 
3. Las longitudes de luces sucesivas en cada dirección no deben diferir en más de un tercio de la luz 

más larga. 
4. Las columnas pueden correrse con respecto a cualquier eje de columnas sucesivas un máximo 

del diez por ciento de la luz respectiva en la dirección del desplazamiento. 
5. Las cargas son únicamente las gravitacionales y la carga viva no debe exceder dos veces la carga 

muerta. 
6. Si se utilizan vigas en los ejes de columnas, la rigidez relativa de las vigas en las dos direcciones 

perpendiculares, determinada por la relación alli la21;, debe estar entre 0.2 y 5.0 (las definicio- 
nes se indican más adelante). 
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a. Momento estático total para cargas mayoradas 
Con el fin de calcular el momento estático total M, en un panel, se utiliza la luz libre 1 en la dirección n 
de los momentos. La luz libre se define como la distancia entre caras de columnas, capiteles, ménsulas 
o muros, pero no debe ser menor que 0.651,. El momento mayorado total en una luz, para una franja 
limitada lateralmente por la línea central de los paneles a cada lado del eje central entre apoyos, es 

b. Asignación de momentos a las secciones críticas 
En las luces interiores, el momento estático total se reparte entre las secciones críticas a flexión 
positiva y negativa de acuerdo con las siguientes relaciones: 

Momento mayorado negativo: Neg M, = 0.65M0 
Momento mayorado positivo: Pos M, = 0.35M0 

como se ilustra en la figura 13.4. La sección crítica para flexión negativa se toma en la cara de 
apoyos rectangulares o en la cara de un apoyo cuadrado equivalente que tenga una sección trans- 
versal con la misma área que la de un apoyo circular. 

En el caso de luces extremas, la repartición del momento estático total entre las tres seccio- 
nes críticas a momento (negativa interior, positiva y negativa exterior, como se ilustra en la figura 
13.4) depende de la restricción a flexión suministrada a la losa por la columna exterior o el muro 
exterior, según el caso, y depende también de la presencia o ausencia de vigas en los ejes de colum- 
nas. El Código ACI 13.6.3 especifica cinco conjuntos alternativos para estimar los coeficientes de 
distribución de momentos para las luces extremas, como aparece en la tabla 13.1 y se ilustra en la 
figura 13.5. 

En el caso (a), el borde exterior no tiene una restricción a momento, como sería el caso de un 
muro en mampostería, que proporciona apoyo vertical pero no restricción rotacional. El caso (b) 
representa una losa en dos direcciones con vigas en todos los lados de los paneles. El caso (c) es 
una placa plana sin vigas, mientras que el caso (d) es una placa plana donde se provee una viga a lo 
largo del borde exterior. Por último, el caso (e) representa un borde totalmente restringido, como 

M, neg. int. 

Luz extrema 1, 

FIGURA 13.4 
Distribución del momento estático total M, a las secciones críticas para flexión 
positiva y negativa. 
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el que se obtiene cuando la losa es monolítica con un muro muy rígido de concreto reforzado. Los 
coeficientes apropiados para cada caso están dados en la tabla 13.1 y se basan en análisis elásticos 
tridimensionales modificados hasta cierto punto a la luz de ensayos experimentales y de la práctica 
(ver las referencias 13.2 a 13.9). 

TABLA 13.1 
Factores de distribución aplicados al momento estático M, para calcular 
momentos positivos y negativos en la luz extrema 

Luz extrema 1, H 

(e) (b) 

Losas con 
vigas entre 
todos los 
apoyos 

0.70 

0.57 

0.16 

Momento 
negativo 
interior 

Momento 
positivo 

Momento 
negativo 
exterior 

1 .............................................. 

(a) 

Borde 
exterior sin 
restricción 

0.75 

0.63 

O 

apoyado sobre un muro de mampostería; (b) losa con vigas entre 
todos los apoyos; (c) losa sin vigas, es decir, una placa plana; (d) losa 

(4 

una luz extrema: (a) borde exterior no restringido, por ejemplo, 

- 
..-.T.. 

n 

....................... ...-.-. 

(e) 

FIGURA 13.5 
...... " (4 Condiciones de restricción en los bordes, consideradas en la 

distribución del momento estático total M, a las secciones críticas en 
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- 

Sin viga 
de borde 

0.70 

0.52 

0.26 

sin vigas entre los apoyos interiores pero con viga en el borde 
1 ....... e exterior; (e) borde exterior totalmente restringido, por ejemplo, por - 

Con viga 
de borde 

0.70 

0.50 

0.30 

un muro de concreto monolítico. 
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En los apoyos interiores pueden presentarse diferencias entre los momentos negativos de 
luces que llegan hasta el apoyo. En tal caso, la losa debe diseñarse para resistir el mayor de los dos 
momentos, a menos que se lleve a cabo un análisis especial con base en las rigideces relativas para 
distribuir el momento no balanceado (ver el capítulo 11). Las vigas de borde, cuando se utilizan, o 
el borde de losa cuando no hay vigas, deben diseñarse para resistir a torsión la porción del momen- 
to negativo exterior que indica la tabla 13.1 (ver el capítulo 7). 

c. Distribución lateral de momentos 

Una vez distribuido el momento M, a las secciones de momento positivo y negativo, como se explicó 
anteriormente, el diseñador debe, además, distribuir estos momentos de diseño a través del ancho de 
las secciones críticas. Para propósitos de diseño, como se analizó en la sección 13.1, es conveniente 
considerar que los momentos son constantes dentro de los límites de una franja central u otra de 
columna a menos que haya una viga en el eje de columnas. En este último caso, a causa de su mayor 
rigidez, la viga tiende a tomar una mayor parte del momento de la franja de columna que la losa 
adyacente. La distribución del momento total negativo o positivo entre las franjas centrales de la losa, 
las franjas de columna de la losa y las vigas, depende de la relación 1,/1,, de la rigidez relativa de la viga 
y de la losa, y del grado de restricción rotacional que suministra la viga de borde. 

Un parámetro conveniente que define la rigidez relativa de la viga y de la losa en cualquier 
dirección es 

en la cual Ecb y E ,  son los módulos elásticos de los concretos de la viga y de la losa (generalmente 
iguales), Ib e Is son los momentos de inercia de la viga efectiva y de la losa. Los parámetros con 
subíndices a, y a, se utilizan para identificar el valor de a calculado para las direcciones de 1, y I,, 
respectivamente. 

Las rigideces a flexión de la viga y de la losa pueden calcularse con base en la sección bruta de 
concreto sin contar con el refuerzo y el posible agrietamiento y (al aplicar el método directo de 
análisis) pueden ignorarse las variaciones producidas por los capiteles de columnas y por los pane- 
les con ábacos. Para la viga, si hay, Ib se basa en la sección transversal efectiva definida en la figura 
13.3. Para la losa, Is se toma igual a bh3/12, donde b es en este caso el ancho entre las líneas centra- 
les de los paneles a cada lado de la viga. 

La restricción relativa proporcionada por la resistencia de torsión de la viga de borde trans- 
versal efectiva se refleja mediante el parámetro /3,, que se define como 

donde, al igual que antes, Is se calcula para la losa que se extiende en la dirección 1, y cuyo ancho 
está limitado por las líneas centrales de los paneles en la dirección 1,. La constante C se refiere a la 
rigidez de torsión de la viga transversal efectiva, que se define de acuerdo con el Código ACI 13.7.5 
como la mayor de las siguientes: 

1. Una porción de la losa con un ancho igual al de la columna o del capitel en la dirección donde se 
toman los momentos. 

2. La porción de la losa especificada en el numeral 1 más aquella parte de cualquier viga transver- 
sal por encima y por debajo de la losa. 

3. La viga transversal que se define en la figura 13.3. 
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La constante C se calcula dividiendo la sección en sus componentes rectangulares, cada una con la 
dimensión menor x y la dimensión mayor y, y sumando las contribuciones de todas las partes me- 
diante la ecuación 

La subdivisión se puede realizar de manera que se maximice el valor de C. 
Una vez definidos estos parámetros, el Código ACI 13.6.4 distribuye los momentos negativos 

y positivos entre las franjas de columnas y las centrales, asignando a las franjas de columna los 
porcentajes de los momentos positivos y negativos mostrados en la tabla 13.2. Pueden realizarse 
interpolaciones lineales entre estos valores. 

La aplicación de estas disposiciones se facilita mediante la utilización de los diagramas de 
interpolación que se presentan en el gráfico A.4 del apéndice A. Los porcentajes de los momentos 
interiores negativos y positivos pueden leerse directamente del diagrama a partir de valores cono- 
cidos de 12/1, y a,l,ll,. Para el momento negativo exterior, el parámetrop, requiere una interpolación 
adicional, que se facilita con la utilización de la gráfica auxiliar ubicada al lado derecho del diagra- 
ma. Para ilustrar su utilización para l2/l1 = 1.55 y a,l,ll, = 0.6, la línea punteada indica porcentajes 
de momento de 100 para& = O y de 65 para& = 2.5. Si se proyecta hacia la derecha como lo indica 
la flecha, para determinar en la escala vertical apropiada de 2.5 divisiones un valor intermedio de& 
por ejemplo 1.0, luego hacia arriba y finalmente hacia la izquierda, se puede leer el porcentaje 
correspondiente sobre el diagrama principal, que resulta en este caso igual a 86. 

La viga en el eje de columnas que se extiende en la dirección 1, debe diseñarse para resistir el 
85 por ciento del momento en la franja de columna si a al12/ll es igual o mayor que 1.0. Para valores 
entre uno y cero la proporción que debe resistir la viga puede determinarse por interpolación 
lineal. Las cargas concentradas aplicadas en forma directa sobre esta viga deben tenerse en cuenta 
por separado. 

La porción del momento que no resiste la franja de columna se asigna proporcionalmente a 
las medias franjas centrales adyacentes. Cada franja central se diseña para resistir la suma de mo- 
mentos asignados a sus dos medias franjas centrales. Una franja central adyacente y paralela a un 
muro se diseña para el doble del momento asignado a la media franja central correspondiente a la 
primera fila de apoyos interiores. 

TABLA 13.2 
Momentos en la franja de columna como porcentaje del momento total 
en la sección crítica 
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d. Cortante en sistemas de losa con vigas 
Cuando se diseña por el método directo debe darse especial atención para proporcionar una ade- 
cuada resistencia a cortante, al igual que a momento. De acuerdo con el Código ACI 13.6.8, las 
vigas con a,12111 igual o mayor que uno deben dimensionarse para resistir el cortante producido por 
las cargas sobre un área tributaria definida, como aparece en la figura 13.6. Para valores de al12/ll 
entre uno y cero, la proporción de la carga tomada por cortante en la viga debe encontrarse me- 
diante interpelación lineal. La fracción restante de carga sobre el área sombreada se supone que se 
transmite directamente a través de la losa hacia las columnas en las cuatro esquinas del panel, y los 
esfuerzos cortantes en la losa se calculan de acuerdo con este supuesto (ver la sección 13.6). 

e. Diseño de columnas 
En la construcción en dos direcciones, las columnas deben diseñarse para resistir los momentos 
determinados a partir del análisis del sistema de losa y viga. La columna que soporta una viga de 
borde debe proporcionar un momento resistente igual al que se ap@a desde el borde de la losa 
(ver la tabla 13.1). Para puntos interiores los momentos negativos en la losa se determinan supo- 
niendo que actúa la totalidad de las cargas muerta y viva. Para el dheño de columnas, se obtiene 
una distribución de carga más severa si la carga viva se retira parcialmente. En consecuencia, el 
Código ACI 13.6.9 exige que las columnas interiores deben resistir n momento igual a i. 

En la ecuación (13.7) las cantidades con primas se refieren a la más corta de las dos luces adyacentes 
(que se supone soporta sólo carga muerta) y las cantidades sin primas se refieren a la luz más larga 
(que se supone soporta la carga muerta y la mitad de la carga viva). En todos los casos, el momento se 
distribuye a las columnas superiores e inferiores en proporción a su rigidez relativa a la flexión. 

REFUERZO A FLEXIÓN 
Para mantener la consistencia con los supuestos hechos en el análisis, el refuerzo a flexión para 
sistemas de losa en dos direcciones se coloca formando una malla ortogonal, con barras paralelas a 
los lados de los paneles. Los diámetros y los espaciamientos de las barras pueden determinarse con 

FIGURA 13.6 
Áreas tributarias para cálculos de cortante. 



LOSAS EN DOS DIRECCIONES APOYADAS SOBRE COLUMNAS 401 

los métodos descritos en la sección 12.2. En muchos casos se utilizan barras rectas, aunque algunas 
veces el acero para momento positivo se dobla hacia arriba cuando ya no se necesita, con el fin de 
suministrar parte o todo el refuerzo negativo. Para tener en cuenta las posibles cargas concentra- 
das locales y asegurar que las grietas de tensión sean delgadas y estén bien distribuidas, el Código 
ACI 13.3.2 especifica, para losas en dos direcciones, un espaciamiento máximo para las barras en 
las secciones críticas igual a dos veces el espesor total de la losa. Debe proporcionarse al menos el 
acero mínimo para control de grietas por temperatura y retracción de fraguado (ver la sección 
12.3). Para protección del acero contra posibles daños de fuego o corrosión, debe mantenerse un 
recubrimiento mínimo de concreto de pulg. 

Cuando las barras se colocan en capas perpendiculares, el acero interior resulta con una 
altura efectiva menor en un diámetro de barra que el acero exterior. Para placas y losas planas, este 
efecto se presenta en el acero positivo en las franjas centrales y en las barras negativas en las franjas 
de columnas. Para losas en dos direcciones con vigas en los ejes de columnas, esta doble fila se 
presenta en el acero positivo en la franja central; para las franjas de columna es importante princi- 
palmente en las vigas en los ejes de columnas, puesto que los momentos en la losa son por lo 
general muy pequeños en la región donde se intersectan las franjas de columna. 

En el estudio del problema de la doble fila en el refuerzo de losas en dos direcciones, sopor- 
tadas por muros o por vigas de borde rígidas, se anotó en la sección 12.6 que, debido a que en un 
panel rectangular las curvaturas y los momentos en la dirección corta son mayores que en la direc- 
ción larga, las barras en la dirección corta se colocan en general más cerca de las superficies supe- 
rior o inferior de la losa, para lograr la mayor altura efectiva d, y las barras en la dirección larga se 
colocan por dentro de éstas con el menor valor de d. Para placas planas en dos direcciones sin vigas 
o para losas con vigas de borde relativamente flexibles, estos aspectos no son así de sencillos. 

Considere un panel rectangular interior de un piso tipo placa plana. Si las franjas de columna 
en la losa suministraran apoyos fijos a las franjas centrales que se extienden en dirección perpendi- 
cular (como se supuso para las losas del capítulo 12), las curvaturas y los momentos de las franjas 
centrales en la dirección corta serían los mayores. De hecho, las franjas de columna se deflectan 
hacia abajo ante la aplicación de la carga y esta deformación del apoyo efectivo reduce 
significativamente las curvaturas y los momentos en la franja central soportada. 

Para todo el panel, que incluye tanto las franjas centrales como las franjas de columna en 
cada dirección, los momentos en la dirección larga serán mayores que los momentos en la corta, lo 
cual se puede confirmar calculando el momento estático M, en cada dirección de un panel rectan- 
gular. Si se observa que la repartición de M,, primero a las secciones de momento negativo y posi- 
tivo, y luego lateralmente a las franjas de columna y a las centrales, se lleva a cabo aplicando a la 
sección correspondiente exactamente las mismas relaciones en cada dirección, es evidente que los 
momentos positivos de la franja central (por ejemplo) resultan mayores en la dirección larga que 
en la dirección corta, exactamente la situación opuesta a la de la losa con vigas de borde rígidas. 
Para las franjas de columna, los momentos positivos y negativos son mayores en la dirección larga 
que en la corta. Con base en esto, el diseñador debe inclinarse por colocar las barras negativas y 
positivas en dirección larga, tanto para las franjas centrales como para las de columnas más cerca- 
nas a las respectivas superficies superior o inferior de la losa, para lograr la mayor altura efectiva. 

Si se adicionan vigas en los ejes de columnas y si su rigidez se aumenta en forma progresiva 
para efectos de comparación, se encontrará que los momentos en la dirección corta de la losa se 
convierten gradualmente en dominantes, como en el caso de las losas del capítulo 12, aunque las 
vigas en la dirección larga toman momentos mayores que las vigas en la dirección corta. Esto resul- 
tará claro a partir de un estudio cuidadoso de la tabla 13.2. 

La situación se hace más compleja aún por la influencia de la relación entre las dimensiones 
de los lados corto y largo del panel, y por las condiciones variables de restricción en los bordes (por 
ejemplo, paneles de esquina versus paneles exteriores típicos versus paneles interiores). La mejor 
orientación para la especificación del orden de colocación del acero en áreas donde se presenta el 
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problema de la doble fila son las magnitudes relativas de los momentos de diseño obtenidos a partir 
del análisis para cada caso particular, con el valor máximo de d suministrado a las barras que 
resisten el mayor momento. No pueden especificarse reglas fijas. Para paneles de losas cuadradas, 
muchos diseñadores calculan el área de acero requerida con base en la altura efectiva promedio, 
obteniendo así el mismo tamaño de barras y similar espaciamiento en cada dirección; esto es un 
poco conservador para la capa exterior y ligeramente no conservador para el acero interior. La 
redistribución de cargas y momentos antes de la falla absorbería las diferencias resultantes en las 
capacidades en las dos direcciones. 

Los puntos de corte de las barras pueden calcularse a partir de las envolventes de momento, 
siempre y cuando estén disponibles; sin embargo, cuando se utiliza el método de diseño directo, las 
envolventes de momento y las líneas de inflexión no se determinan de manera explícita. En tales 
casos (y a menudo también cuando se utiliza el método del pórtico equivalente de la sección 13.5) se 
utilizan los puntos estándares de corte de barras de la figura 13.7, recomendados por el Código ACI. 

El Código ACI 13.3.8.5 exige que todas las barras inferiores dentro de las franjas de columna 
en cada una de las direcciones sean continuas o se unan con empalmes clase A (ver la sección 
5.11~) localizados como se muestra en la figura 13.7. Al menos dos de las barras dentro de la franja 
de columna en cada dirección deben pasar a través del núcleo de la columna y deben anclarse en 
los apoyos exteriores. Este acero inferior continuo en la franja de columna tiene por objetivo pro- 
porcionar algo de capacidad para transmitir carga a los apoyos adyacentes mediante acción de 
catenaria en caso de que alguno de los apoyos se dañe o se destruya. Estas dos barras a través de la 
columna pueden considerarse como "acero de integridad estructural" y tienen como propósito 
darle a la losa algo de capacidad residual después de la ocurrencia de alguna falla por punzonamiento. 

La necesidad de un refuerzo especial en las esquinas exteriores de las losas en dos direcciones 
apoyadas sobre vigas se explicó en la sección 12.6 y el refuerzo típico de esquina se presentó en la 
figura 12.9. De acuerdo con el Código ACI 13.3.6, este refuerzo se requiere para losas con vigas 
entre las columnas de soporte si el valor de a dado por la ecuación (13.3) es mayor que 1.0. 

Porcentaje 

.$ % en la seccit f 
mínimode 

Paneles sin ábacos Paneles con ábacos 
LL 

u 

LUZ libre -1, Luz libre -1, 

Cara del apoyo Cara del apoyo 
c- Luz centro a 
e e 

Apoyo exterior Apoyo interior Apoyo exterior 
(no hay continuidad en la losa) (con continuidad) (no hay continuidad en 

FIGURA 13.7 
Longitudes mínimas para el refuerzo de una losa sin vigas. 

la losa) 
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LIMITES DE ESPESOR DEL CÓDIGO ACI 
La mejor manera de garantizar que las deflexiones de la losa durante el servicio no vayan a produ- 
cir dificultades consiste en calcular las deflexiones para la carga total o para la componente de 
carga que se estudia y comparar estas proporciones con valores límites. En años recientes se desa- 
rrollaron métodos simples y suficientemente precisos para estimar las deflexiones de losas en dos 
direcciones. En la sección 13.9 se presenta un método para calcular las deflexiones de losas en dos 
direcciones apoyadas sobre columnas. 

Como alternativa, el control de las deflexiones puede lograrse indirectamente cumpliendo 
límites más o menos arbitrarios en el espesor mínimo de la losa, valores obtenidos con base en una 
revisión de datos disponibles de ensayos y en el estudio de las deflexiones observadas en estructu- 
ras reales. Como resultado del esfuerzo para mejorar la precisión y generalidad de las ecuaciones 
límites, éstas son cada vez más complejas. 

El Código ACI 9.5.3 establece espesores mínimos para construcciones en dos direcciones 
diseñadas según los métodos del capítulo 13 del Código ACI, es decir, losas diseñadas por el 
método del pórtico equivalente o por el método de diseño directo. Se incluyen criterios simplifi- 
cados para losas sin vigas interiores (placas y losas planas con o sin vigas de borde), mientras que 
para losas con vigas entre apoyos en todos los lados deben aplicarse ecuaciones límites más com- 
plicadas. En ambos casos se puede utilizar espesores mínimos menores que los especificados si 
las deflexiones calculadas están dentro de los límites especificados por el Código, dados en la 
tabla 6.3. 

a. Losas sin vigas interiores 
De acuerdo con el Código ACI 9.5.3.2, el espesor mínimo de losas en dos direcciones sin vigas 
interiores no debe ser menor que el dado por la tabla 13.3. Las vigas de borde, incluidas con el fin 
de mejorar la transferencia de momentos y cortantes en los apoyos exteriores, aun en el caso de 
losas en dos direcciones que de otra manera no tendrían vigas, permiten una reducción en el espe- 
sor mínimo aproximadamente del diez por ciento para los paneles exteriores. En todos los casos, 
los espesores mínimos de las losas sin vigas interiores no pueden ser menores que los siguientes 
valores: 

Para losas sin ábacos: 5 pulg 
Para losas con ábacos: 4 pulg 

TABLA 13.3 
Espesores mínimos de losas sin vigas interiores 

1 1 

1 Sin ábacos 1 Con ábacos 

Esfuerzo 
vigas vigas 

de borde 
vigas 
de bordea 

a Losas con vigas a lo largo de los bordes exteriores. El valor de a para la viga de borde no debe ser menor que 0.8. 
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b. Losas con vigas en todos los lados 
El parámetro utilizado para definir la rigidez de la viga respecto a la losa en cada una de las direc- 
ciones es a, calculado a partir de la ecuación (13.4) de la sección 13.2~. Entonces, a, se define 
como el valor promedio de a para todas las vigas en los bordes de un panel dado. De acuerdo con 
el Código ACI 9.5.3.3, para a, menor o igual que 0.2, deben considerarse los espesores mínimos de 
la tabla 13.3. 

Para am mayor que 0.2 pero no mayor que 2.0, el espesor de la losa no debe ser menor que 

y no menor que 5.0 pulg. 
Para a, mayor que 2.0, el espesor no debe ser menor que 

y no menor que 3.5 pulg, 

donde 1, = longitud libre de la luz en la dirección larga, pulg. 
a, = valor promedio de a para todas las vigas en los bordes del panel [ver la ecuación (13.4)] 
j3 = relación entre la longitud de la luz libre en la dirección larga y la correspondiente en la 

dirección corta. 

En los bordes discontinuos debe suministrarse una viga de borde con una relación de rigideces a no 
menor que 0.8, de lo contrario el espesor mínimo dado por la ecuación (13.8~) o (13.8b) debe 
incrementarse en al menos un diez por ciento para el panel con el borde discontinuo. 

En todos los casos, pueden utilizarse espesores de losa menores que los mínimos estableci- 
dos, siempre y cuando se demuestre mediante cálculos que las deflexiones no excederán los valores 
límites dados en la tabla 6.3. 

Las ecuaciones (13.8~ y b) pueden reescribirse en la forma general 

Ecuación (13.8b) ri 54 

5 FIGURA 13.8 
1 Parámetro F que controla el espesor mínimo 

o 
de losas en dos direcciones; espesor mínimo 

0.5 1.0 
a", . 2.0 2.5 h = 1,(0.8 + fy/200,000)/F. 
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donde F es el valor del denominador en cada caso. La figura 13.8 presenta el valor de F como una 
función de a,, con fines comparativos, para tres relaciones de dimensiones del panel /3: 

1. Panel cuadrado, con /3 = 1.0 
2. Panel rectangular, con /3 = 1.5 
3. Panel rectangular, conp = 2.0, el límite superior de aplicabilidad de las ecuaciones (13.8). 

Observe que para a, menor que 0.2, las vigas en los ejes de columnas tienen poco efecto y los 
espesores mínimos están dados por la tabla 13.4. Para losas con vigas de borde rígidas, relativamen- 
te altas, con valores de a, mayores o iguales que 2.0, controla la ecuación (13.8b). La ecuación 
(13.8~) proporciona una transición para losas con vigas de poca altura en los ejes de columnas con 
un a, en el intervalo de 0.2 a 2.0. 

Ejemplo 13.1. Diseño de una losa en dos direcciones y con vigas de borde?. Un sistema de piso armado 
en dos direcciones para un edificio de concreto reforzado está compuesto por paneles de losa con 
dimensiones 20 x 25 pies en planta, apoyados en vigas de poca altura en los ejes de columnas y vacia- 
das monolíticamente con la losa, como se muestra en la figura 13.9. Utilizando concreto con f,' = 
4000 lb/pulg2 y acero con4 = 60,000 lb/pulg2, diseñe un panel exterior típico para soportar una carga 
viva de servicio de 125 lb/pulg2 además del peso propio del piso. 

Solución. El sistema de piso satisface todos los límites establecidos en la sección 13.2 y se utilizará, por 
tanto, el método de diseño directo del Código ACI. Con propósitos ilustrativos se diseñará únicamen- 
te un panel exterior típico como se ilustra en la figura 13.9. Los límites de espesor de la sección 13.4 se 
utilizarán como guía para obtener el espesor deseado de losa. Para utilizar las ecuaciones (13.8), se 
introducirá un valor tentativo de h = 7 y se supondrá que las dimensiones de las vigas son 14 x 20 pulg, 
como se muestra en la figura 13.9. La proyección efectiva del ala más allá de la cara de las vigas es la 

FIGURA 13.9 
Losa de piso en dos direcciones con vigas en los ejes de 
columnas: (a) planta parcial del piso; (b) sección X-X 
(la sección Y-Y es similar). 

+El diseño de una losa en dos direcciones sin vigas, es decir, un sistema de entrepiso tipo placa plana, que también se puede realizar mediante 
el método de diseño directo si se cumplen las restricciones de la sección 13.2, se ilustrará mediante un ejemplo en la sección 13.5. 
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menor de 4hf o h - h ue en este caso es igual a 13 pulg. Los momentos de inercia de las vigas T se 
f iq  

estimarán como múltiples de la porción rectangular, como sigue: 

Para las vigas de borde: Z = A X 14 X 203 X 1.5 = 14,000 

Para las vigas interiores: Z = A X 14 X 203 x 2 = 18,600pulg4 

Para las franjas de losa: 

Para un ancho de 13.1 pies: Z = A x 13.1 x 12 x 73 = 4500 

Para un ancho de 20 pies: Z = x 20 x 12 X 73 = 6900 pul$ 

Para un ancho de 25 pies: Z = A X 25 X 12 X 73 = 8600 pul$ 

Así que, para la viga de borde a = 14,000/4500 = 3.1, para las dos vigas de 25 pies de largo a = 18,6001 
6900 = 2.7, y para la viga de 20 pies de largo, a = 18,60018600 = 2.2, con lo que se obtiene un valor 
promedio de a, = 2.7. La relación entre las luces libres larga y corta esj3 = 23.8118.8 = 1.27. Enton- 
ces, el espesor mínimo determinando por la ecuación (13.8b) es 

El límite de 3.5 pulg de la sección 13.4 evidentemente no controla en este caso, y el espesor tentativo 
adoptado de 7 pulg será la base para los demás cálculos. 

Para una losa de 7 pulg la carga muerta es 7 x 150 = 88 Ib/pie2. Si se aplican los factores de 
12 

carga usuales para obtener las cargas de diseño, se tiene 

En dirección de la luz corta, considerando la franja de losa y viga centrada en el eje interior de 
columnas, el momento estático total de diseño es 

M, = $ x 0.3351 x 25 x 18.82 = 371 klb-pie 

Éste se distribuye de la siguiente manera: 

Momento negativo de diseño = 371 x 0.65 = 241 klb-pie 
Momento positivo de diseño = 371 x 0.35 = 130 klb-pie 

La franja de columna tiene un ancho de 2 x 2014 = 10 pies. Con 12/1, = 25/20 = 1.25 y a,12/l, = 2.2 x 
25/20 = 2.75, el gráfico A.4 del apéndice A indica que la franja de columna forma el 68 por ciento del 
momento negativo, o sea 163 klb-pie, de los cuales las vigas toman el 85 por ciento, o sea 139 klb-pie, 
y la losa toma el resto, o sea, 24 klb-pie. Los 78 klb-pie restantes se asignan a la franja central de la 
losa. El gráfico A.4 también indica que la franja de columna toma el 68 por ciento del momento 
positivo, o sea 88 klb-pie, del cual el 85 por ciento, o sea 75 klb-pie, se asigna a la viga, y 13 klb-pie a la 
losa. La franja central de la losa toma los restantes 42 klb-pie. 

Un análisis similar se realiza para la franja de losa y viga en el borde del edificio, con base en un 
momento estático total de diseño igual a 

del cual el 65 por ciento se asigna a la sección de flexión negativa y el 35 por ciento a la sección de 
flexión positiva, como antes. En este caso, al12/l, = 3.1 x 25/20 = 3.9. El factor de distribución para el 
momento de la franja de columna, a partir del gráfico A.4, es 68 por ciento para los momentos positi- 
vos y negativos, como antes, y se asigna de nuevo el 85 por ciento de los momentos en la franja de 
columna a las vigas. 
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En resumen, los momentos en la dirección corta, en klb-pie, son los siguientes: 

Momento 
en la franja Momento en la 

Momento de columna franja central 
en la viga de la losa de la losa 

Franja interior de losa y viga - luz de 20 pies 

Negativo 139 24 78 

Positivo 75 13 42 

Franja exterior de losa y viga - luz de 20 pies 
Negativo 73 13 40 

Positivo 39 7 22 

El momento estático total de diseño en la dirección larga del panel exterior es 
*: 

M, = $ x 0.335 x 20 x 23.82 = 475 klb-pie 

Éste se repartirá a las secciones de momento negativo y positivo de acuerdo con la tabla 13.1 y se 
distribuirá lateralmente a través de las secciones críticas a momento con la ayuda del gráfico A.4. Las 
relaciones de momento que deben aplicarse para obtener los momentos exteriores negativo y positivo 
y el momento negativo interior son, respectivamente, 0. 16,0.57 y 0. 70. La constante de torsión para 
la viga de borde se encuentra a partir de la ecuación (13.5) para una forma rectangular de 14 x 20 pulg 
con un ala sobresaliente de 7 x 13 pulg: 

Con l2/l1 = 0.80, a,12/ll = 2.7 x 20125 = 2.2, y a partir de la ecuación (13.4), Pt = 11,205/(2 x 6900) = 
0.82; el gráfico A.4 indica que la franja de columna tomará el 93 por ciento del momento negativo 
exterior, el 81 por ciento del momento positivo y el 81 por ciento del momento negativo interior. 
Como antes, la viga en el eje de columnas se encargará del 85 por ciento del momento de la franja de 
columna. Los resultados que se obtienen al aplicar estas relaciones de momento son los siguientes: 

Momentos Momento 
Momento en la franja de la en la franja 
en la viga columna de la losa central de la losa 

Negativo exterior - luz de 25 pies 60 11 

Positivo - luz de 25 pies 187 33 
Negativo interior - luz de 25 pies 229 40 

Es conveniente tabular el refuerzo de diseño de la losa, como se indica en la tabla 13.4. En la 
dirección de 25 pies, las dos medias franjas de columna pueden combinarse con el propósito de reali- 
zar los cálculos en una sola franja de 106 pulg de ancho. En la dirección de 20 pies, la media franja de 
columna exterior y la media franja de columna interior generalmente son diferentes y se tratan en 
forma independiente. Los momentos de diseño determinados con base en las distribuciones anterio- 
res se resumen en la columna 3 de la tabla 13.4. 

Primero se colocará el acero positivo en la dirección corta, seguido de las barras positivas en la 
dirección larga. Si se deja una distancia libre de $ pulg por debajo del acero, y si se utilizan barras No. 
4, el espesor efectivo en la dirección corta será de 6 pulg mientras que en la larga será de 5.5 pulg. Una 
situación similar se obtiene para el acero superior. 

Después de calcular los momentos de diseño por pie de franja de losa (columna 6) ,  debe encon- 
trarse el espesor efectivo mínimo de losa que se requiere por razones de flexión. De acuerdo con la 
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TABLA 13.4 
Diseño del refuerzo de la losa 

a Cuantía de acero controlada por los requisitos de retracción de fraguado y temperatura. 
b Número de barras controlado por los requisitos de espaciamiento máximo. 

resistencia de los materiales utilizados, la cuantía máxima permitida de acero es 0.75 pb = 0.0214. Para 
esta cuantía 

(1)  

Luz de 25 pies 
Las dos medias 
franjas 
de columna 

Franja central 

Luz de 20 pies 
Media franja 
de columna 
exterior 

Franja central 

Media franja 
de columna 
interior 

De ahí que, d = J M ~ .  Según esto, se necesitan los siguientes espesores mínimos: 

(6) 

M,, X l2/b, 
-pie 

1.25 
3.74 

4.53 

0.50 
5.10 

6.30 

2.94 
1.58 

5.20 
2.80 

2.71 
1.47 

En la dirección de 25 pies: 

(2) 

Ubicación 

Exterior 
negativa 

Positiva 
Interior 
negativa 

Exterior 
negativa 
Positiva 
Interior 
negativa 

Negativa 
Positiva 

Negativa 
Positiva 

Negativa 
Positiva 

En la dirección de 20 pies: 

(7) 

p 

0.0023" 
0.0023 

0.0029 

0.0023" 
0.0033 

0.0041 

0.0021" 
0.0021" 

0.0028 
0.0021" 

0.0021" 
0.0021" 

ambos muy por debajo de los espesores que estipulan los requisitos de deflexión. Se obtiene entonces 
una losa subreforzada. Las cuantías requeridas de acero (columna 7) se encuentran convenientemen- 
te a partir de la tabla A.6 con R = Mu/$bd2 o a partir de la tabla A.lO. Observe que para controlar el 
agrietamiento por temperatura y retracción de fraguado debe proveerse un área mínima de acero 
igual a 0.0018 veces el área bruta de concreto. Para una franja de losa de 12 pulg el área correspon- 

(8) 

As, 

1.34 
1.34 

1.69 

1.52 
2.18 

2.71 

0.67 
0.67 

3.03 
2.27 

0.67 
0.67 

(5) 

d,pulg 

5.5 
5.5 

5.5 

5.5 
5.5 

5.5 

6 
6 

6 
6 

6 
6 

(3) 

M", kib-pie 

11 
33 

40 

5 
51 

63 

13 
7 

78 
42 

12 
6.5 

(9) 

Cantidad 
de barras 

No. 4 

7 
7 

9 

9b 
11 

14 

4 
4 

16 
13b 

4 
4 

(4) 

b,pulg 

106 
106 

106 

120 
120 

120 

53 
53 

180 
180 

53 
53 
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diente es 0.0018 x 7 x 12 = 0.151 pulg2. Expresado en términos de la cuantía de acero mínima para 
los espesores efectivos reales, se obtiene 

-0.0023 En dirección de los 25 pies: p,,= m - 
- 0.0021 En dirección de los 20 pies: pmin = m - 

Estos requisitos controlan en los sitios indicados en la tabla 13.4. 
El área total de acero en cada franja se obtiene a partir de la cuantía de acero y está dada en la 

columna 8. Finalmente, con la ayuda de la tabla A.2 se obtiene la cantidad necesaria de barras. Obser- 
ve que en dos sitios el número de barras requerido la controlan los requisitos de espaciamiento máxi- 
mo de 2 x 7 = 14 pulg. 

La capacidad a cortante de la losa se verifica con base en las áreas tributarias mostradas en la 
figura 13.6. A una distancia d desde la cara de la viga larga, 

l4 2) = 2.99 lúb V,, = 0.335 10 - - - ( 2 x 1 2  12 

La resistencia a cortante de diseño de la losa es 

valor que es muy superior al cortante aplicado a las cargas mayoradas. 
Cada viga debe diseñarse para su parte del momento estático total, como se encontró en los cálcu- 

los anteriores, al igual que para el momento ocasionado por su propio peso; este momento puede 
distribuirse a las secciones de flexión positiva y negativa utilizando las mismas relaciones que se usaron 
para los momentos estáticos producidos por las cargas sobre la losa. El diseño a cortante de las vigas 
debe basarse en las cargas calculadas a partir de las áreas tributarias que se ilustran en la figura 13.6. 
Puesto que no se introducen nuevos conceptos, el diseño de las vigas no se presentará aquí. 

Dado que el 0.85 x 93 = 79 por ciento del momento negativo exterior en la dirección larga es 
llevado directamente a la columna por la viga en el eje de columnas de este ejemplo, los esfuerzos de 
torsión en la viga de borde son muy bajos y pueden despreciarse. En otras circunstancias, las vigas de 
borde deberían diseñarse para torsión siguiendo los métodos del capítulo 7. 

MÉTODO DEL PÓRTICO EQUIVALENTE 

a. Bases del análisis 
El método de diseño directo para losas en dos direcciones descrito en la sección 13.2 es aplicable, 
siempre y cuando la estructura propuesta satisfaga cada una de las seis restricciones referentes a la 
geometría y a la carga. De otro modo, se necesita un método más general. Uno de estos procedi- 
mientos, propuesto por Peabody en 1948 (ver la referencia 13.10), se incorporó en ediciones poste- 
riores del Código ACI como diseño mediante análisis elástico. El método se amplió en forma 
considerable y se refinó con base en investigaciones hechas en la Universidad de Illinois en la 
década de los años sesenta (ver las referencias 13.11 y 13.12), y aparece en el capítulo 13 del actual 
Código ACI como el método del pórtico equivalente. 

Como se verá más adelante, es evidente que el método del pórtico equivalente se desarrolló 
con base en el supuesto de que el análisis se realizaría mediante el método de distribución de 
momentos (ver el capítulo 11). Si el análisis se realiza por computador, utilizando un programa 
estándar de análisis de pórticos, se necesitan unos artificios especiales en la modelación. Este pun- 
to se tratará con mayor profundidad en la sección 13.5e. 

Para efectos analíticos, en el método del pórtico equivalente la estructura se divide en pórticos 
continuos centrados en los ejes de columnas y extendiéndose tanto longitudinal como transversalmente, 
como lo indican las franjas sombreadas de la figura 13.10. Cada pórtico se compone de una fila de 
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e c 
de columnas de columnas 

Piso 

FIGURA 13.10 
Idealización del edificio para el análisis con el método del pórtico equivalente. 

columnas y de una viga ancha continua. La viga, o viga losa, incluye la porción de la losa limitada por 
las líneas centrales de los paneles a cada lado de las columnas, junto con las vigas en los ejes de 
columnas o los ábacos, si se utilizan. Para cargas verticales, cada piso con sus columnas se puede 
analizar en forma independiente, suponiendo que las columnas están empotradas en los pisos que le 
quedan por encima y por debajo. Para calcular el momento flector en un apoyo es conveniente y 
preciso suponer que el pórtico continuo se encuentra completamente empotrado en los apoyos situa- 
dos a dos paneles de distancia del apoyo estudiado, siempre y cuando el pórtico continúe más allá de 
dicho punto. 

b. Momento de inercia de la viga losa 

Los momentos de inercia para utilizar en el análisis pueden determinarse con base en las seccio- 
nes transversales brutas de concreto ignorando el refuerzo, pero teniendo en cuenta las variacio- 
nes en estas secciones a lo largo del eje del elemento. 

Para las franjas de vigas, el primer cambio desde el momento de inercia en el centro de la 
luz ocurre normalmente en los bordes de los ábacos, cuando éstos se utilizan. El siguiente cam- 
bio se presenta en el borde de la columna o en el capitel de la columna. Aunque la rigidez de la 
franja de losa podría considerarse infinita dentro de los límites de la columna o de su capitel, ésta 
es mucho menor en los sitios cercanos a los centros de los paneles (en cada borde de la franja de 
losa). De acuerdo con el Código ACI 13.7.3, del centro de la columna a la cara de ésta o capitel, 
el momento de inercia de la losa se toma igual al de la cara de la columna o capitel dividido por 
la cantidad (1 - C ~ / / ~ ) ~ ,  donde c2 y l2 son el tamaño de la columna o capitel y de la luz del panel 
respectivamente, ambos medidos en la dirección transversal a aquélla donde se determinan los 
momentos. 

Cuando se tienen en cuenta estos cambios en los momentos de inercia se obtiene, para efec- 
tos analíticos, un elemento en el cual el momento de inercia varía de manera escalonada. Los 
factores de rigidez, de transmisión y de momentos de empotramiento para carga uniforme, necesa- 

www.elsolucionario.org



LOSAS EN DOS DIRECCIONES APOYADAS SOBRE COLUMNAS 411 

rios para un análisis de distribución de momentos (ver el capítulo 11) están dados en la tabla A.14a 
del apéndice A para una losa sin ábacos y en la tabla A.14b para una losa con ábacos con espesor 
igual a 1.25 veces el espesor de losa y de longitud igual a un tercio de la longitud de la luz. 

c. Columna equivalente 
En el método del pórtico equivalente, las columnas se consideran unidas a la viga losa continua 
mediante elementos a torsión en la dirección transversal a la de la luz para la cual se determinan los 
momentos; el elemento a torsión se extiende hasta las líneas centrales de los paneles que limitan 
cada lado de la viga losa en estudio. Las deformaciones a torsión de estos elementos transversales 
de soporte reducen la rigidez a flexión efectiva que proporciona la columna real en el apoyo. Este 
efecto se tiene en cuenta en el análisis mediante la utilización de lo que se llama una columna 
equivalente con una rigidez menor que la de la columna real. 

La acción de una columna y del elemento transversal a torsión se explica mediante la figura 
13.11, que ilustra la columna y la viga transversal en el apoyo exterior de una franja de viga losa 
continua. De la figura 13.11 resulta claro que la restricción de rotación suministrada en el extremo 
de la losa que se extiende en la dirección 1, está influida no sólo por la rigidez a flexión de la 
columna sino también por la rigidez de torsión de la viga de borde AC. Con un momento torsor 
distribuido m, que aplica la losa, y un momento torsor resistente M, que provee la columna, las 
secciones de la viga de borde enA y C rotarán en mayor grado que la sección en B como consecuen- 
cia de la deformación de torsión de la viga de borde. Para tener en cuenta este efecto, el conjunto 
columna y viga real se remplaza por una columna equivalente, definida de modo que la flexibilidad 
total (el inverso de la rigidez) de la columna equivalente sea igual a la suma de las flexibilidades de 
la columna y de la viga reales. Así que, 

donde K,, = rigidez a flexión de la columna equivalente 
K, = rigidez a flexión de la columna real 
K, = rigidez de torsión de la viga de borde 

todas expresadas en términos de momento por unidad de rotación. En el cálculo de K,, se supone 
que el momento de inercia de la columna real es infinito desde la parte superior de la losa hasta la 

FIGURA 13.11 
Torsión en un elemento de apoyo transversal que ilustra las bases de la columna equivalente. 
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parte inferior de la viga losa, e Ig se basa en la sección bruta de concreto en todos los demás sitios 
de la longitud. Los factores de rigidez y de transmisión para este caso están dados en la tabla A.14~. 

La sección transversal efectiva del elemento transversal a torsión, que puede incluir o no un 
alma de viga que se proyecta por debajo de la losa, como aparece en la figura 13.11, es la misma que 
se definió en la sección 13.2~. La constante de torsión C se calcula mediante la ecuación (13.5) con 
base en la sección transversal efectiva así determinada. La rigidez de torsión Kt se puede calcular 
entonces con la expresión 

donde E,, = módulo de elasticidad del concreto de la losa 
c, = tamaíío de la columna rectangular, capitel o ménsula en la dirección 1, 
C = constante de la sección transversal 

La sumatoria es aplicable al caso típico cuando hay vigas de borde a ambos lados de la columna. 
Si un panel tiene una viga paralela a la dirección respecto a la cual se determinan los momen- 

tos, el valor de K, obtenido de la ecuación (13.10) lleva a valores de K,, que son muy bajos. De 
acuerdo con esto, se recomienda que en tales casos el valor de Kt determinado con la ecuación 
(13.10) se multiplique por la relación entre el momento de inercia de la losa con esta viga y el 
momento de inercia de la losa sin ella. 

El método del pórtico equivalente, el concepto de columna equivalente, ilustrado para una 
columna exterior, se emplea en todas las columnas de apoyo para cada viga losa continua. 

d. Análisis de momentos 
Una vez determinadas las rigideces efectivas de la franja de viga losa y de los apoyos, el análisis del 
pórtico equivalente puede llevarse a cabo mediante el método de distribución de momentos (ver el 
capítulo 11). 

Si se siguen los requisitos de estática (ver la sección 13.1), las franjas de viga equivalentes en 
cada dirección deben tomar cada una el cien por ciento de la carga. De acuerdo con el Código ACI 
13.7.6, si la carga viva no excede tres cuartos de la carga muerta, se puede suponer que el momento 
máximo en todas las secciones críticas se obtiene cuando la carga viva mayorada total (más la carga 
muerta mayorada) se aplica sobre la totalidad de la losa. De otro modo, deben considerarse dife- 
rentes patrones de aplicación de carga para maxirnizar los momentos positivos y negativos. El máximo 
momento positivo se calcula con tres cuartas partes de la carga viva mayorada que se aplica en el 
panel y en paneles alternos, mientras que el máximo momento negativo en un apoyo se calcula con 
tres cuartas partes de la carga viva mayorada aplicada sólo en los paneles adyacentes. La utilización 
de tres cuartas partes de la carga viva en vez del valor total se explica por el hecho de que los 
máximos momentos positivos y negativos no pueden ocurrir en forma simultánea (puesto que éstos 
se determinan a partir de distribuciones diferentes de carga) y de que se presentará una redistribución 
de momentos hacia las secciones sometidas a esfuerzos menores antes de que se presente la falla 
de la estructura. Sin embargo, los momentos mayorados no deben ser menores que los correspon- 
dientes a la carga viva mayorada total aplicada en todos los paneles. 

Los momentos negativos que se obtienen a partir de este análisis corresponden a los centros de 
los apoyos. Puesto que los apoyos no son cuchillos (bordes delgados) sino más bien franjas anchas de 
losa que se extienden en la dirección transversal, puede aplicarse un poco de reducción para obtener 
los momentos negativos de diseño (ver también la sección 11.5a). En los apoyos interiores, la sección 
crítica para flexión negativa, tanto para las franjas de columna como para las centrales, puede tomar- 
se en la cara de la columna de apoyo o del capitel pero en ningún caso a una distancia mayor que 
0.1751, desde el centro de la columna, de acuerdo con el Código ACI 13.7.7. Con el propósito de 
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evitar una reducción excesiva del momento negativo en los apoyos exteriores (donde la distancia 
hasta el punto de inflexión es pequeña) para el caso en que las columnas incluyen capiteles, la sección 
crítica para flexión negativa en la dirección perpendicular a un borde debe tomarse a una distancia, 
desde la cara del apoyo, no mayor que la mitad de la proyección del capitel medida desde esta cara. 

Una vez que se obtienen los momentos de diseño positivos y negativos como se describió 
anteriormente, falta distribuirlos a lo ancho de las secciones críticas. Para fines de diseño, el ancho 
total de la franja se divide en franjas de columna y medias franjas centrales adyacentes, definidas 
previamente, y los momentos se suponen constantes dentro de los límites de cada una de ellas. La 
distribución de momentos a las franjas de columna y a las franjas centrales se realiza utilizando los 
mismos porcentajes determinados con relación al método de diseño directo. Éstos se resumen en la 
tabla 13.2 y en los diagramas de interpelación del gráfico A.4 en el apéndice A. 

La distribución de momentos y cortantes a las vigas en los ejes de columnas, si éstas existen, 
se realiza también según los procedimientos del método de diseño directo. La restricción 6 de la 
sección 13.2, relacionada con la rigidez relativa de vigas en los ejes de columnas en las dos direccio- 
nes, también es aplicable en este caso si se utilizan estas relaciones de distribución. 

Ejemplo 13.2. Diseño de un sistema de piso de tipo placa plana mediante el método del pórtico equi- 
valente. Se proyecta un edificio de oficinas utilizando un sistema de piso tipo placa plana con la dispo- 
sición de columnas que aparece en la figura 13.12. No se permiten vigas, ábacos, ni columnas con 
capiteles. La carga viva especificada es 100 lb/pie2 y la carga muerta incluirá el propio peso de la losa 
más una consideración de 20 lb/pie2 para los acabados de piso y las cargas suspendidas. Las columnas 
serán cuadradas, de 18 pulg, y la altura piso a piso de la estructura será de 12 pies. Diseñe el panel 
interior C, usando materiales con resistencias fy = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. Se hará uso de 
refuerzo consistente en barras rectas. 

Solución. De acuerdo con el Código ACI, el espesor mínimo h para una placa plana puede encontrarse 
a partir de la tabla 13.3t. Para este ejemplo, el valor mínimo de h para el panel exterior es 

h = 20'5 l2 = 8.20 pulg 
30 

Todas las columnas de 1 q" x 18" 

- 

FIGURA 13.12 
Sistema de piso en dos direcciones tipo placa plana. 

?En muchos pisos tipo placa plana, el espesor mínimo de la losa está controlado por requisitos de transferencia de cortante en las columnas de 
soporte y h se determina, bien sea para evitar refuerzo a cortante SuplementaIio o para limitar el cortante en exceso, a un valor razonable por 
encima del que resiste el concreto. El diseño a cortante en placas y losas planas se tratará en la sección 13.6. 
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Este valor se redondeará hacia arriba por razones prácticas y los cálculos se basarán en un espesor 
tentativo de 8.5 pulg para todos los paneles. Así la carga muerta de la losa es 150 x 8.5112 = 106 lb/pie2, 
a la cual debe adicionarse la carga muerta sobreimpuesta de 20 lb/pie2. Las cargas mayoradas de dise- 
ño son 

La estructura es idéntica en las dos direcciones, por ello el diseno para una de las direcciones se 
puede utilizar para la otra (en los cálculos se utilizará una profundidad efectiva promedio hasta el 
acero de tensifin). Aunque en este caso se cumplen las restricciones de la sección 13.2 y se puede 
aplicar el método de diseño directo en el análisis, se adoptará el método del pórtico equivalente para 
mostrar sus características. Los momentos se encontrarán mediante el método de distribución de 
momentos. 

Para estructuras tipo placa plana, por lo general es aceptable calcular las rigideces como si todos 
los elementos fueran prismáticos sin tener en cuenta el incremento de rigidez dentro de la zona de la 
unión, puesto que en general tiene un efecto insignificante en los momentos y cortantes de diseño. 
Entonces, para las luces de la losa 

- - 4Ec(264 x 8.5" = 205Ec 
12 x 264 

y las rigideces de las columnas son 

El cálculo de las rigideces de las columnas equivalentes requiere la consideración de las deformacio- 
nes de torsión de la franja transversal de losa que funciona a manera de viga de apoyo. Si se aplica el 
criterio del Código ACI, se obtiene que el elemento a torsión efectivo tiene un ancho de 18 pulg y un 
espesor de 8.5 pulg. Para esta sección, la constante de torsión C de la ecuación (13.5) es 

y la rigidez de torsión, a partir de la ecuación (13.10), es 

Con la ecuación (13!9), teniendo en cuenta las dos columnas y los dos elementos a torsión en cada unión, 

a partir de lo cual K,, = 151Ec Los factores de distribución en cada nudo se calculan entonces de la 
manera usual. 

Para el ejemplo en estudio, la relación entre la carga viva de servicio y la carga muerta es 1001 
126 = 0.79 y, puesto que este valor es superior a 0.75, los momentos máximos positivos y negativos 
deben determinarse, según el Código ACI 13.7.6 con base en diferentes patrones de aplicación de la 
carga, con toda la carga muerta mayorada actuando en su sitio y con tres cuartas partes de la carga viva 
mayorada y colocada de manera que se produzca el máximo efecto. Además, los momentos de diseño 
no deben ser menores que los producidos por la carga viva mayorada total y la carga muerta aplicada 
sobre todos los paneles. Así, deben considerarse tres condiciones de carga: (a) cargas muerta y viva 
mayoradas totales de 346 lb/pie2 aplicadas sobre todos los paneles; (b) carga muerta mayorada de 176 
lb/pie2, sobre todas las luces más tres cuartos de la carga viva mayorada, o sea, 128 lb/pie2, sobre el 
panel C; y (c) carga muerta mayorada total sobre todas las luces y tres cuartos de la carga viva en la 
primera y segunda luces. Los momentos de empotramiento y los finales obtenidos a partir de la distri- 
bución se resumen en la tabla 13.5. Los resultados indican que la condición de carga (a) controla el 
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diseño de la losa en la zona del apoyo, mientras que la condición de carga (b) controla en el centro de 
la luz del panel C. Los diagramas de momento para las dos condiciones que controlan se ilustran en la 
figura 13.13a. De acuerdo con el Código ACI, la sección crítica en los apoyos interiores puede tomarse 
en la cara de éstos, pero a no más de 0.17511 desde el centro de la columna. El primer criterio controla 
en este caso y el momento negativo de diseño se calcula restándole al momento negativo en el centro 
del apoyo el área bajo el diagrama de cortante entre la línea central y la cara del apoyo para la condi- 
ción de carga (a) .  El diagrama de cortante para la condición de carga (a)  se presenta en la figura 
13.136, y los momentos de diseño ajustados son los de la figura 13.13a. 

TABLA 13.5 
Momentos en un sistema de piso tipo placa plana 

Panel B C B 

Unión 1 2 2 3 3 4 

(a )  346 lb/pie2 sobre todos los paneles 
Momentos de empotramiento +307 -307 +307 -307 +307 -307 
Momentos finales +139 -359 +328 -328 +359 -139 
Momento en la luz de C 132 

-- 

(b )  176 lb/pie2 en el panel B y 304 lb/pie2 en el panel C 
Momentos de empotramiento +156 -156 +270 -270 +156 -156 
Momentos finales +59 -229 +253 -253 +229 -59 
Momento en la luz en C 152 

(c) 304 lb/pie2 en los paneles B (izquierdo) y C y 176 lb/pie2 en el panel B (derecha) 
Momentos de empotramiento +270 -270 +270 -270 +156 -156 
Momentos finales +120 -325 +306 -235 +220 -62 
Momentos en la luz en C 134 

Condición de  carga (b) i 

FIGURA 13.13 
Momentos y cortantes de diseño para un piso tipo placa 
plana: (a)  momentos; (b) cortantes. 
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Cantidad 
y tamaño 

TABLA 13.6 
Diseño del refuerzo de una placa plana 

2.40 8 No. 5 
1.94 1 8 NO. 5. 

Debido a que la profundidad efectiva será la misma para todos los paneles y ya que el acero 

(7) 

p 

0.0081 
0.0032 

0.0026 
0.0021 

negativo para el Panel c continuará a través de la zona del apoyo para convertirse en el acero negativo 
en los paneles B, el mayor de los momentos negativos encontrado en los paneles B será el que controle 
el diseño. Según esto, el momento negativo de diseño es 291 klb-pie y el momento positivo de diseño 
es 12 klb-pie?-?. 

a Número de barras controlado por los requisitos de espaciamiento máximo. 

~o~momentos  se distribuirán lateralmente a lo ancho de la losa de acuerdo con la tabla 13.2; esto 
indica que el 75 por ciento del momento negativo se asignará a la franja de columna y el 60 por ciento del 
momento positivo se aplicará a la misma. El diseño del refuerzo de la losa se resume en la tabla 13.6. 

(5) 

d, 
pulg 

7 
7 

7 
7 

(1) 

Franja de columna 

Las dos medias 
franjas centrales 

otros aspectos-importantes del diseño de placas planas incluyen el diseño a cortante por 

(6) 

Mu x l2/b, 
klb-pielpie 

19.82 
8.27 

6.64 
5.55 

(3) 

M,,, 
klb-pie 

218 
91 

73 
61 

(2) 

Ubicación 

Negativa 
Positiva 

Negativa 
Positiva 

punzonamiento en las columnas, que puede requerir refuerzo a cortante suplementario, y la transfe- 
rencia de momentos desbalanceados a las columnas, que exigen barras adicionales a flexión en la 
región de flexión negativa de las franjas de columna o un ajuste en el espaciamiento del acero negati- 

(4) 

b, 
pulg 

132 
132 

132 
132 

vo. Estos aspectos son de especial importancia en columnas exteriores y en las de esquina, como las 
que aparecen en la figura 13.12. La transferencia de cortantes y momentos en las columnas se analiza- 
rá respectivamente en las secciones 13.6 y 13.7. 

e. Análisis del pórtico equivalente mediante computador 
Es claro que el método del pórtico equivalente, como lo describe el Código ACI y su comentario, 
está orientado hacia análisis manuales utilizando el procedimiento de la distribución de momentos. 
Actualmente, en la mayor parte de las oficinas se hace uso de computadores y el estudio de pórticos 
se realiza con programas de propósito general basados en el método directo de la rigidez. Se pueden 
utilizar programas de análisis de pórticos planos para el análisis de losas con base en los conceptos del 
método del pórtico equivalente, pero el pórtico debe modelarse de manera especial. Los momentos 
de inercia variables a lo largo del eje de las vigas losa y de las columnas requieren la definición de 
puntos nodales (uniones continuas) entre las secciones donde I se considera constante (es decir, en la 
losa en la zona de unión entre ésta y el ábaco, entre el ábaco y el capitel, y en las columnas en la parte 
inferior de los capiteles). Adicionalmente es necesario calcular K,, para cada columna y luego esti- 
mar el valor equivalente del momento de inercia de la columna. 

Opcionalmente, es posible realizar un análisis tridimensional del pórtico, en el cual pueden 
incluirse en forma directa las propiedades de torsión de las vigas transversales de apoyo. Una ter- 
cera opción es hacer uso de programas de computador especialmente desarrollados, dentro de los 

t De acuerdo con el Código ACI 13.7.7, cuando los sistemas de losas que cumplen las restricciones del método de diseño directo se hacen 
mediante el método del pórtico equivalente, los momentos resultantes de diseño pueden reducirse proporcionalmente de manera que la 
suma de los momentos positivos y del promedio de los negativos en una luz no sea mayor que M, calculado por el método de diseño directo 
de acuerdo con la ecuación (13.1). No existe una base teórica para lo anterior. La reducción es menor que el cinco por ciento en este ejemplo 
y no se incluirá en los cálculos de diseño. 
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cuales el más utilizado es "ADOSS-Analysis and Design of Reinforced Concrete Slab Systems", 
que desarrolló la Portland Cement Association. Existen además otros programas disponibles según 
la sección 11.4~. 

DISENO A CORTANTE EN PLACAS Y LOSAS PLANAS 
Cuando las losas en dos direcciones están apoyadas directamente sobre columnas, como ocurre 
con las losas y placas planas, o cuando las losas sostienen cargas concentradas, como en el caso de 
zapatas, el cortante cerca de las columnas es de vital importancia. Ensayos realizados sobre estruc- 
turas de placa plana indican que, en muchos casos prácticos, la capacidad del sistema está regida 
por cortante (ver la referencia 13.13). 

a. Losas sin refuerzo especial a cortante 
Dos tipos de cortante pueden ser críticos en el diseño de losas planas, placas planas o zapatas. El 
primero es el ya conocido cortante por acción de viga, que lleva a fallas por tensión diagonal. Este 
análisis considera que la losa actúa como una viga ancha, extendiéndose entre los apoyos suminis- 
trados por las franjas perpendiculares de columna y es aplicable en particular a losas largas y delga- 
das o a zapatas. Una grieta diagonal potencial se extiende en un plano a través del ancho total 1, de 
la losa; la sección crítica se toma a una distancia d de la cara de la columna o capitel. Al igual que 
para vigas, la resistencia a cortante de diseño $Vc debe ser al menos igual a la resistencia requerida 
V, para las cargas mayoradas. La resistencia a cortante nominal V, se debe calcular, bien sea me- 
diante la ecuación (4.12~) o la (4.12b), con b, = 1, en este caso. 

Como alternativa, puede ocurrir una falla a cortanteporpunzonamiento con la grieta diagonal 
potencial formando una superficie de cono o pirámide truncadas alrededor de la columna, del 
capitel o d d  ábaco, como se ilustra en la figura 13.14a. La superficie de falla se extiende desde la 
parte inferior de la losa, en el apoyo, hacia arriba en la dirección diagonal hasta la superficie supe- 
rior. El ángulo de inclinación con la horizontal, 8 (ver la figura 13.14b), depende de la naturaleza y 
de la cantidad del refuerzo en la losa. Éste puede variar entre 20" y 45" aproximadamente. La 
sección crítica a cortante se toma en dirección perpendicular al plano de la losa y a una distancia dl 
2 desde la periferia del apoyo, como se indica. La fuerza cortante V, que debe resistir puede calcu- 
larse como la carga mayorada total sobre el área limitada por las líneas centrales de los paneles 
alrededor de la columna, menos la carga aplicada dentro del área definida por el perímetro crítico 
a cortante, a no ser que deban transferirse momentos significativos de la losa a la columna (ver la 
sección 13.7). 

FIGURA 13.14 
Superficie de fallá definida que genera el cortante por punzonamiento. 
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En esta sección, además de los esfuerzos cortantes y de los esfuerzos horizontales de compre- 
sión ocasionados por el momento flector negativo, se hace presente un esfuerzo de compresión 
vertical o un poco inclinado debido a la reacción de la columna. La presencia simultánea de com- 
presiones en direcciones vertical y horizontal aumenta la resistencia a cortante del concreto. Para 
losas apoyadas sobre columnas con una relación entre los lados largo y corto no mayor que 2, los 
ensayos indican que la resistencia nominal a cortante puede tomarse igual a 

de acuerdo con el Código ACI 11.12.2, donde b, es igual al perímetro a lo largo de la sección 
crítica. 

Sin embargo, para losas apoyadas sobre columnas muy rectangulares, se encuentra que la 
resistencia a cortante estimada con la ecuación (13.11~) no es conservadora. De acuerdo con los 
ensayos publicados en la referencia 13.14, el valor de Vc se aproxima a 2 E b 0 d  a medida que Pc, 
la relación entre los lados largo y corto de la columna, se hace muy grande. Con base en estos datos, 
el Código ACI 11.12.2 establece además que V, para cortante por punzonamiento no debe ser 
mayor que 

Lavariación del coeficiente de resistencia a cortante, regulado por las ecuaciones (13.11~) y (13.11b), 
se ilustra en la figura 13.15 como una función de PC. 

Otros ensayos publicados en la referencia 13.15 demuestran que la resistencia a cortante Vc 
disminuye a medida que la relación entre el perímetro crítico y el espesor efectivo de la losa, b,/d, 
aumenta. Según esto, el Código ACI 11.12.2 establece que Vc para cortante por punzonamiento no 
debe tomarse mayor que 

donde as es 40 para las columnas interiores, 30 para las columnas de borde y 20 para las de esquina, 
es decir, columnas que tienen secciones críticas con cuatro, tres o dos lados respectivamente. 

Así, de acuerdo con el Código ACI, la resistencia a cortante por punzonamiento de losas y 
zapatas debe tomarse como la menor entre los valores de Vc determinados por las ecuaciones (13.1 la), 
(13.11b) y (13.11~). La resistencia de diseño se toma igual a @Vc, como es usual, donde 4 = 0.85 para 
cortante. El requisito básico es entonces Vu S @Vc. 

Para columnas con una sección transversal no rectangular, el Código ACI indica que el perí- 
metro b, debe ser de la mínima longitud pero sin aproximarse a menos de d/2 del perímetro del 
área de reacción. La manera de definir el perímetro crítico b, y la relaciónp, para estas configura- 
ciones irregulares de apoyo se ilustra en la figura 13.16. 

1 
FIGURA 13.15 

o Coeficiente de resistencia a cortante para placas 
O 2 4 6 8 10 planas en función de la relación ,!3, entre los 

@c lados largo y corto del apoyo. 
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Perímetro crítico 

Área cargada efectiva 
FIGURA 13.16 
Cortante por punzonamiento para columnas de forma irregular. 

b. Tipos de refuerzo a cortante 
A menudo se utiliza refuerzo a cortante especial en los apoyos de las placas planas y algunas veces 
también en los de las losas planas. Éste puede tener diversas configuraciones; algunos de los tipos 
más comunes se ilustran en la figura 13.17. 

Los conectores de cortante que aparecen en (a) y (e) constan de perfiles estándares de acero 
estructural embebidos en la losa y que se prolongan más allá de las columnas; éstos ayudan a 
aumentar el perímetro efectivo b, de la sección crítica a cortante, y pueden contribuir a la resisten- 
cia a flexión negativa de la losa. El refuerzo mostrado en (a) es particularmente adecuado para 
columnas de concreto; consta de longitudes cortas de vigas en forma de 1 o de vigas de ala ancha, 
cortadas y soldadas en los puntos de intersección de modo que los brazos sean continuos a través 
de la columna. El refuerzo negativo normal en la losa pasa sobre la parte superior del perfil estruc- 
tural, mientras que las barras inferiores se interrumpen justo contra los conectores. Las barras de 
la columna pasan verticalmente por las esquinas sin interferencia. La efectividad de este tipo de 
conectores de cortante se ha documentado muy bien mediante ensayos en los laboratorios de la 
Portland Cement Association (ver la referencia 13.16). La disposición de los canales mostrada en 
(c) es muy similar en su funcionamiento, pero está adaptada para utilizarse con columnas de acero. 
La distribución de barras dobladas en (b) es apropiada para aplicarse con columnas de concreto. 
Las barras se doblan generalmente a 45" a través de la grieta potencial de tensión diagonal y se 
extienden a lo largo de la parte inferior de la losa una distancia suficiente para desarrollar su 
resistencia por adherencia. El collar con aletas de (d) está diseñado principalmente para ser utiliza- 
do en construcción de losas izadas (ver el capítulo 20) y consta de una platina plana inferior con 
elementos verticales de rigidización; puede incorporar los agujeros para las barras de izaje y se 
emplea por lo general en forma conjunta con cojinetes de cortante soldados directamente a las 
superficies de la columna por debajo del collar para transferir la reacción vertical. 

Otro tipo de refuerzo a cortante se ilustra en la figura 13.17e, donde se utilizan estribos ver- 
ticales junto con barras horizontales suplementarias que salen radialmente de los apoyos en dos 
direcciones perpendiculares, para conformar las llamadas vigas integrales que se encuentran total- 
mente dentro del espesor de la losa; estasvigas actúan de la misma manera general que los conectores 
de cortante de las figuras 13.17a y c. Un anclaje adecuado para los estribos es difícil en losas con 
espesores menores de aproximadamente 10 pulg. En todos los casos deben utilizarse estribos en 
forma de aros cerrados con una barra horizontal de diámetro grande en cada punto de doblez, y los 
estribos deben terminar en un gancho estándar (ver la referencia 13.17). 

Un desarrollo reciente consiste en el refuerzo mediante espigos de cortante que se presenta en 
la figura 13.17f. Éstos constan de espigos de cabeza grande soldados a bandas de acero. Durante la 
construcción, las bandas se apoyan en asientos de alambre para mantener el recubrimiento de con- 
creto requerido en la parte inferior de la losa por debajo de la banda, y el recubrimiento usual se 
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Peifiles 
soldaduras 
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Columna de acero 

soldados 
' Collar en aletas de acero 

(e) 
FIGURA 13.17 
Refuerzo a cortante para placas planas. 



mantiene sobre la parte superior de la cabeza del espigo. Gracias al anclaje efectivo suministrado por 
la cabeza del espigo y por la banda de acero, estos dispositivos son más eficientes, según los ensayos, 
que el refuerzo con barras dobladas o el de viga integral (ver las referencias 13.18 y 13.19). Además, 
pueden colocarse con mayor facilidad y menos interferencia con los otros refuerzos, que otros tipos 
de refuerzo a cortante. 

c. Diseño del refuerzo con barras dobladas 
Si se utiliza el refuerzo a cortante conformado por barras (figura 13.17b), el valor límite para la 
resistencia nominal a cortante V,, calculada en la sección crítica a d/2 de la cara del apoyo, puede 
incrementarse hasta 6 c b 0 d  de acuerdo con el Código ACI 11.12.3. Como consecuencia del 
agrietamiento diagonal, la resistencia a cortante del concreto, Vc, se reduce a 2 E b & ,  y se debe 
proporcionar refuerzo para que resista el cortante en exceso por encima de $Vc. El área total de las 
barras A, que atraviesan la sección crítica con un ángulo de pendiente a se obtiene igualando la 
componente vertical de la fuerza en el acero a la fuerza cortante en exceso que debe absorberse: 

@A, fy sen a = V, - $Vc 

Cuando el refuerzo a cortante inclinado se dobla todo a la misma distancia del apoyo, V, =A& sen 
a no debe exceder 3JfCb0d, según el Código ACI 11.5.6. El área requerida de refuerzo a cortante 
se encuentra transponiendo la ecuación anterior: 

Deben investigarse secciones sucesivas a distancias crecientes del apoyo y proveerse refuerzo don- 
de V, exceda el valor de $Vc determinado mediante la ecuación (13.11)t. Únicamente las tres 
cuartas partes centrales de la porción inclinada de las barras dobladas pueden considerarse efecti- 
vas para resistir el cortante; además, debe suministrarse la longitud completa de desarrollo, más 
allá de la ubicación del esfuerzo máximo en el acero, que se supone ocurre a una distancia igual a 
la mitad del espesor de la losa, o sea d/2. 

Ejemplo 13.3. Diseño de las barras de refuerzo para cortante por punzonamiento. Un piso de placa 
plana tiene un espesor h = 7 3 pulg y está apoyado en columnas cuadradas de 18 pulg de lado espacia- 
das a 20 pies entre centros en cada una de las direcciones. El piso va a soportar una carga mayorada 
total de 350 lb/pie2. Verifique la capacidad de la losa para resistir el cortante por punzonamiento en 
una columna típica interior y proporcione el refuerzo a cortante, si se necesita, utilizando barras do- 
bladas similares a las de la figura 13.17b. Puede utilizarse una profundidad efectiva promedio de d = 
6 pulg. Las resistencias de los materiales son& = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. 

t El código ACI 11.12.3 y el Comentario del ACI 11.12.3 resultan ambiguos con respecto al valor de Vc que debe utilizarse en losas tipo placa 
plana por fuera de la zona donde se requiere refuerzo a cortante. En general, para losas en que no se requiere refuerzo a cortante, Vc se 
calcula a partir de las ecuaciones (3.11), con Vc igual a $ n b &  en la mayoría de los casos. Cuando se proporcione refuerzo a cortante, el 
cortante límite puede incrementarse hasta el máximo de 6 E b J ;  sin embargo, el refuerzo cortante debe diseñarse para soportar toda la 
fuerza cortante por encima de 8V' con Vc = 2 E b & .  Esto parece implicar que la reducción de Vc a la mitad de su valor normal aplica 
únicamente donde la fuerza se comparte entre el concreto y el acero de refuerzo y que, en la zona en la cual no se requiere refuerzo cortante, 
puede utilizarse la totalidad de la contribución del concreto 4 K b J .  Los ejemplos 13.3 y 13.5 que se presentan más adelante, se han 
preparado con base en este criterio. La interpretación alterna consiste en que si se requiere refuerzo a cortante en la columna, entonces la 
contribución del concreto se reduce a 2 c b &  en toda la losa. Esta interpretación más conservadora podría adoptarse en muchos casos sin 
un incremento significativo en los costos, debido al rápido incremento en el valor de Vc con la distancia desde la columna como resultado del 
aumento en el perímetro de corte de concreto b,, al igual que la reducción de la fuerza neta Vu. 
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Primera sección crítica 
Segunda sección crítica 

1 1 1  1 1 1 2 barras No. 5 en las dos direcciones 

FIGURA 13.18 
Barras de refuerzo para cortante por punzonamiento en una losa tipo placa plana. 

Solución. La primera sección crítica para cortante por punzonamiento está ubicada a una distancia 
d/2 = 3 pulg de la cara de la columna y proporciona un perímetro de cortante b, = 24 x 4 = 96 pulg. 
Con base en el área tributaria del piso cargado, el cortante mayorado es 

V, = 350(202 - 22) = 139,000 lb 

y, si no se utiliza refuerzo a cortante, la resistencia de diseño de la losa, controlada por la ecuación 
(13.11a), es 

confirmando así que sí se requiere refuerzo a cortante. Se utilizarán barras dobladas .a 45" en dos 
direcciones, como se indica en la figura 13.18. Cuando la resistencia a cortante está suministrada por 
una combinación de refuerzo y de concreto, la contribución del concreto se reduce a 

y, de esta manera, el cortante V, que debe resistir el refuerzo es 

Este valor está por debajo del máximo permisible de 3 x 96 x 6 = 109,000 lb. El área de barras 
requerida se encuentra entonces a partir de la ecuación (13.12) y es 

Se utilizará un total de cuatro barras (dos en cada dirección) y, considerando que ocho ramas atravie- 
san la sección crítica, el área necesaria por barra es 2.1418 = 0.27 pulg2. Se utilizarán barras No. 5 
como se señala en la figura 13.18. El límite superior de Vn = 6 E b o d  se satisface automáticamente en 
este caso, dado el límite más riguroso sobre Vr 

Con barras dobladas a 45" y efectivas a través de las tres cuartas partes centrales de la longitud 
inclinada, la siguiente sección crítica está aproximadamente a tres cuartos de la profundidad efecti- 
va, o sea, a 4.5 pulg más allá de la primera sección como se ilustra, lo cual da un perímetro de 
cortante de 33 x 4 = 132 pulg. El cortante mayorado en esta sección crítica es 

y la capacidad de diseño del concreto es 
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FIGURA 13.19 
Secciones críticas a cortante para placas planas: (a) sin conectores de cortante; (b)  con conectores 
de cortante pequeños; (e)  con conectores de cortante grandes. 

confirmando que no se necesitan barras dobladas adicionales. Las barras No. 5 se prolongarán a lo 
largo de la parte inferior de la losa en una longitud de desarrollo completa de 15 pulg como aparece en 
la figura 13.18. 

d. Diseiio del refuerzo mediante conectores de cortante 
Cuando se utilizan perfiles embebidos de acero estructural, como se indica en las figuras 13.17~ y c, 
el valor límite de Vn puede incrementarse hasta 7 E b o d .  Este tipo de conector de cortante, siem- 
pre y cuando sea suficientemente rígido y fuerte, tiene el efecto de desplazar la sección crítica 
alejándola de la columna, como aparece en la figura 13.19. De acuerdo con el Código ACI 11.12.4, 
la sección crítica atraviesa cada brazo del conector de cortante en un punto distante a tres cuartos 
de su proyección más allá de la cara de apoyo y se define de modo que el perímetro sea mínimo. 
Ésta no necesita acercarse a menos de d/2 de la cara del apoyo. 

El efecto de desplazar hacia afuera la sección crítica de esta manera suministra el doble bene- 
ficio de incrementar el perímetro efectivo b, y de disminuir la fuerza cortante total para la cual 
debe diseñarse la losa. El cortante nominal Vn en la nueva sección crítica no debe tomarse mayor 
que 4 a b 0 d ,  de acuerdo con el Código ACI 11.12.4. 

Los ensayos publicados en la referencia 13.16 indican que a lo largo de la mayor parte de un 
brazo del conector de cortante, el cortante es constante y, además, que la parte del cortante total 
que toma el brazo del conector es proporcional a a,, y su rigidez a flexión relativa, comparada con 
la de la sección circundante de concreto: 

La sección de concreto se toma con un ancho efectivo de c, + d donde c, es el ancho del apoyo 
medido en la dirección perpendicular a la del brazo. Las propiedades se calculan para la sección 
fisurada transformada, incluyendo el conector de cortante. La observación con respecto a que el 
cortante es esencialmente constante, al menos hasta la carga de agrietamiento diagonal, implica que 
la reacción se concentra principalmente en el extremo del brazo. Así que, si el cortante total en el 
apoyo es V y si el conector de cortante tiene 7 brazos idénticos (por lo general T,I = 4 para conectores 
de cortante en columnas interiores), la fuerza cortante constante en cada brazo es igual a ~,V/T,I. 

Si la carga se incrementa más allá de la que produce el agrietamiento diagonal justo alrede- 
dor de la columna, los ensayos indican que la fuerza cortante en exceso, por encima del cortante de 
agrietamiento Vc la toma principalmente el conector de cortante de acero, y que la fuerza cortante 
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V,, Cara del apoyp 1 

(4 
FIGURA 13.20 
Esfuerzos resultantes en el brazo del conector de cortante: (a) brazo del conector de cortante; 
(b) cortante; (c) momento. 

en el brazo dentro de una distancia desde la cara de la columna igual a hv, la altura del brazo, tiene 
un valor prácticamente constante mayor que avVlq. Este valor aumentado es casi igual al cortante 
total en cada brazo, VU/q5q, menos el cortante tomado por el concreto parcialmente fisurado. Este 
último término es igual a (Vc /q)(l -av), con el cual se obtiene el diagrama idealizado de cortante 
de la figura 13.20b. 

El diagrama de momentos de la figura 13.20~ se obtiene mediante integración del diagrama 
de cortante. Si Vc es igual a Vd2 = VUl@, como lo indican los ensayos realizados sobre conectores 
de cortante con dimensiones corrientes, se puede confirmar que el momento plástico Mp en la cara 
del apoyo, para el cual se debe calcular la dimensión del brazo conector de cortante, es 

ecuación en la cual el coeficiente de reducción de capacidad q5 se toma igual a 0.90 para flexión. 
De acuerdo con el Código ACI 11.12.4, el valor de o, debe ser al menos igual a 0.15; se ha 

demostrado que conectores de cortante más flexibles son ineficaces. El ala a compresión no debe 
estar a más de 0.3d de la superficie inferior de la losa y el perfil de acero utilizado no debe tener una 
altura mayor que 70 veces el espesor del alma. 

Para el diseño a flexión de la losa, los momentos encontrados en los centros de los apoyos con el 
método del pórtico equivalente se reducen a los momentos en la cara del apoyo, sección que se 
supone es la crítica para momento. Mediante el método directo los momentos en las caras de los 
apoyos se calculan con la luz libre. Cuando se utilizan los conectores de cortante, éstos tienen el 
efecto de reducir todavía más el momento de diseño en las franjas de columna, aumentando el ancho 
efectivo del apoyo. Esta reducción es proporcional a la parte de la carga tomada por el conector de 
cortante y a su tamaño, y puede estimarse conservadoramente (ver las figuras 13.20b y c) mediante la 

I 

expresión 
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donde q5 = 0.90. De acuerdo con el Código ACI 11.12.4, la reducción no puede ser mayor que el 30 
por ciento del momento de diseño total para la franja de columna en la losa o mayor que el cambio 
en el momento de la franja de columna en la distancia l,,, o mayor que el valor de Mp dado por la 
ecuación (13.14). 

Una cantidad limitada de información de ensayos relacionados con conectores de cortan- 
te en los bordes de losas indica que el comportamiento puede ser sustancialmente diferente 
por los efectos de torsión, entre otros. Si se van a utilizar conectores de cortante en una colum- 
na de borde o de esquina, debe darse atención especial al anclaje del acero embebido dentro 
de la columna. Puede ser preferible la utilización de vigas de borde o de un borde de losa en 
voladizo. 

Ejemplo 13.4. Diselo del refuerzo mediante conectores de cortante. Una losa tipo placa plana de 7 3  
pulg de espesor está soportada por columnas cuadradas de 10 plilg y reforzada a flexión negativa con 
barras No. 5 espaciadas a 5 pulg entre centros en cada una de las direcciones, con una profundidad 
efectiva promedio d igual a 6 pulg. La resistencia del concretoz es 3000 Ib/pulg2. La losa debe transferir 
un cortante último Vu de 113,000 lb a la columna. ¿Qué tipo especial de refuerzo requiere la losa sobre 
la columna, en caso de necesitarse, para transferir el cortante último requerido? 

Solución. La resistencia nominal a cortante en la sección crítica a d/2 de la cara de la columna se 
encuentra a partir de la ecuación (13.11~) y es 

y @Vc = 0.85 x 84.1 = 71.5 klb. Este valor es menor que Vu = 113 klb, lo cual indica que se requiere 
refuerzo a cortante. Se utilizará un conector de cortante similar al de la figura 13.17a, fabricado con 
una sección de viga 1 con f = 36 klb/pulg2. Si se mantiene una distancia libre de -$ de pulg por debajo 
de este acero, el espacio liire de las barras en la parte superior de la losa permite la utilización de una 
viga 1 de 4 3  pulg de altura; se utilizará entonces una sección con altura nominal de 4 pulg. Con este 
refuerzo, el límite superior del cortante V, en la sección crítica es 7.\/3000(64 x 6) = 147 klb y @V, = 
0.85 x 147 = 125 klb, muy por encima del valor de Vu que debe resistirse. El perímetro requerido bo 
se puede determinar estableciendo Vu = @Vc, donde Vc está determinando por la ecuación (13.11~): 

(Observe que la fuerza cortante real que debe transferirse en la sección crítica es ligeramente menor 
que 113 klb porque parte de la carga del piso está dentro del perímetro efectivo b,; sin embargo, la 
diferencia es pequeña excepto para el caso de conectores de cortante muy grandes.) La longitud pro- 
yectada 1, que se requiere para el brazo del conector de cortante se encuentra por geometría, con bo 
expresado en términos de 1,: 

FIGURA 13.21 
Sección efectiva de la losa. 
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a partir de lo cual 1, = 22.2 pulg. Para determinar el módulo plástico de la sección requerido para el 
brazo de cortante es necesario suponer un valor tentativo de la rigidez relativa a,. Después de seleccio- 
nar un valor tentativo de 0.25, la capacidad requerida a momento se encuentra a partir de la ecuación 
(13.14): 

113'000 [4 + 0.25(22.2 - 5)] = 130,000 lb-pulg 
= m 

Una viga 1 estándar S4 x 7.7, con esfuerzo de fluencia de 36 klb/pulg2, tiene una resistencia de 
126,000 lb-pulg y se adoptará tentativamente. El valor de EgS de esta viga es 174 x lo6 lb-pulg2. La 
sección transversal efectiva de la franja de losa aparece en la figura 13.21. Si se toman momentos de 
la sección compuesta fisurada con respecto a la superficie inferior para localizar el eje neutro, se 
obtiene 

8.90 x 6 + 19.9 x 2.75 + 8y2 

Y = 8.90 + 19.9 + 16y 
a partir de lo cual y = 2.29 pulg. El momento de inercia de la sección compuesta es 

la rigidez a flexión de la franja de losa compuesta efectiva es 

y a partir de la ecuación (9.13), 

Este valor es mayor que el mínimo especificado de 0.15 y está cerca del 0.25 supuesto anteriormente. 
El valor revisado de MP es 

113'MX) [4 + 0.23t22.2 - 5)] = 122,000 lb-pulg 
= EZmi 

La viga de 4 pulg es adecuada. La longitud calculada 1, de 22.2 pulg se aumentará a 24 pulg por razones 
prácticas. La reducción en el momento de la franja de columna en la losa puede basarse en esta longi- 
tud real. A partir de la ecuación (13.15), 

Este valor es menor que M , como lo exige la especificación, y también debe ser menor que el 30 por 
P ciento, del momento negativo de diseño en la franja de columna y menor que el cambio en el momen- 

to de la franja de columna en la distancia 1,. 

e. Diseño de vigas integrales con estribos verticales 
Los conectores de cortante en acero del tipo descrito en la sección 13.6d no han sido utilizados 
ampliamente, en especial por su costo, pero también por la dificultad en la colocación del refuerzo 
a flexión de la losa para lograr su paso por las secciones de acero estructural y por la interferencia 
con el acero de la columna. El refuerzo a cortante conformado por barras dobladas de la sección 
13.6~ es menos costoso, pero lleva a una congestión complicada del refuerzo en la zona de la unión 
entre la columna y la losa. El refuerzo a cortante que consta de estribos verticales para conformar 
vigas integrales, como se ilustra en la figura 13.17e, evita muchas de estas dificultades. 

La primera sección crítica para diseño a cortante en la losa se toma a d/2 de la cara de la 
columna, como es usual, y los estribos, si se necesitan, se extienden hacia afuera desde la colum- 
na en las cuatro direcciones para el caso de una columna interior típica (en tres o dos direcciones 
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para columnas exteriores o de esquina, respectivamente), hasta que el concreto solo sea capaz de 
resistir el cortante, con Vc = 4 E b O d  en la segunda sección crítica?. Dentro de la región adya- 
cente a la columna, donde la resistencia a cortante la suministra una combinación de concreto y 
de acero, la resistencia a cortante nominal Vn no debe exceder 6 E b O d ,  según el Código ACI 
11.12.3. En esta región, la contribución del concreto se reduce a Vc = 22JfCbod. La segunda 
sección crítica cruza cada viga integral a una distancia dl2 medida hacia afuera desde el último 
estribo y está localizada de modo que su perímetro b, sea mínimo (es decir, para el caso típico, se 
define mediante líneas a 45" entre las vigas integrales). El espaciamiento requerido para los 
estribos verticales se encuentra con la ecuación (4.14~) del capítulo 4. 

El problema de anclaje del refuerzo a cortante en placas planas delgadas es crítico, y siempre 
se deben proporcionar estribos en forma de aros cerrados que terminen en ganchos estándares y 
barras interiores en las esquinas para mejorar la resistencia al desgarramiento. 

Ejemplo 13.5. Diseño de una viga integral con estribos verticales. La losa de placa plana de 7.5 pulg de 
espesor total y 6 pulg de espesor efectivo que aparece en la figura 13.22 está soportada por columnas 
cuadradas de 12 pulg, espaciadas a 15 pies entre centros en cada dirección. Una carga mayorada de 135 
klb debe transferirse de la losa a una columna interior típica. Las resistencias del concreto y del acero 
son, respectivamente, f,' = 4000 lb/pulg2 y f y  = 60,000 lb/pulg2. Determine si se requiere refuerzo a 
cortante en la losa y, si es así, diseñar vigas integrales con estribos para resistir el cortante en exceso. 

Solución. La resistencia a cortante de diseño del solo concreto en la sección crítica a d/2 de la cara de 
la columna se calcula mediante la ecuación (13.11a), que es la que controla: 

+V, = 0.85 x 4 m  x 72 x 6 = 92.9 klb 

5 estribos No. 3 
1.5" a3" 

FIGURA 13.22 
Refuerzo a cortante conformado por estribos 
verticales para la losa del ejemplo 13.5. 

t Ni el Código ACI, ni su comentario hacen claridad sobre si las ecuaciones (13.11b) y ( 13 .11~)  deben aplicarse en las secciones críticas 
sucesivas después de la primera, inmediatamente adyacente a la columna. Las investigaciones en las que se basan estas ecuaciones conside- 
raban únicamente la primera sección crítica en la columna. Excepto para casos extremos, la relación de dimensiones de la columna en la 
ecuación (13.11b) parece ser menos relevante al aumentar la distancia desde la columna; sin embargo, la relación b,/d en la ecuación 
( 13 .11~)  puede tener bastante influencia y, por tanto, esta ecuación podría aplicarse en forma conservadora. 
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Este valor es menor que Vu = 135 klb, lo que indica que sí se requiere el refuerzo cortante. En este 
caso, la máxima resistencia de diseño que permite el Código ACI es 

+V, = 0.85 X 6J4ooo X 72 X 6 = 139.4 klb 

satisfactoriamente superior al valor real de Vu. Cuando el cortante es resistido por acción conjunta del 
concreto y de las barras de refuerzo, la contribución del concreto se reduce a 

+Vc = 0.85 X 2& X 72 X 6 = 46.4 klb 

En forma tentativa se seleccionarán estribos verticales No. 3 en forma de aros cerrados y se distribui- 
rán a lo largo de cuatro vigas integrales como se muestra en la figura 13.22. Así, el valor de A, suminis- 
trado es 4 x 2 x 0.11 = 0.88 pulg2 en la primera sección crítica a una distancia de d/2 desde la cara de 
la columna y el espaciamiento requerido puede calcularse a partir de la ecuación (4.14~): 

Sin embargo, el espaciamiento máximo de d/2 = 3 pulg controla en este caso y se utilizarán entonces 
estribos No. 3 con un espaciamiento constante de 3 pulg. En otros casos, el espaciamiento de los estribos 
puede aumentarse con la distancia desde la columna, a medida que el cortante en exceso sea menor, 
aunque esto complicaría la colocación del refuerzo y ahorraría, por lo general, muy poco acero. 
El perímetro requerido para la segunda sección crítica, en la cual el concreto solo puede resistir el 
cortante, se encuentra con base en la ecuación (13.11a) que es la que controla: 

a partir de lo cual el perímetro mínimo es b, = 104.6 pulg. Se puede confirmar fácilmente que esto 
requiere una proyección mínima de la sección crítica más allá de la cara de la columna de 14.25 pulg. 
Serán suficientes cinco estribos con un espaciamiento constante de 3 pulg, el primero colocado a s/2 = 
1.5 pulg de la cara de la columna, como se indica en la figura 13.22; esto proporciona un perímetro b, 
en la segunda sección crítica de (16.5fi+ 6)  x 4 = 117 pulg, valor que excede el requerido. 

Se proporcionarán cuatro barras longitudinales No. 5 en la parte interna de las esquinas de cada uno 
de los estribos en forma de aro cerrado, como se señala, para proveer un anclaje adecuado al refuerzo a 
cortante. 

f. Diseño del refuerzo mediante espigos de cortante 

El refuerzo a cortante en losas, que consta de vigas integrales con estribos, como se describió en la 
sección 13.6e, es posiblemente el tipo de refuerzo más utilizado en la actualidad. Sin embargo, el 
armazón conformado por los estribos y por las barras de anclaje longitudinales puede ser difícil de 
instalar. También, la zona de unión entre losa y columna queda un poco congestionada con el acero 
de la losa (superior e inferior), dirigido en dos direcciones perpendiculares, con barras verticales 
en la columna y con estribos. La congestión puede convertirse en un aspecto crítico cuando la losa 
tiene aberturas, las cuales se requieren a menudo en o cerca de las caras de las columnas. 

Las bandas de refuerzo con espigos de cortante, como las que aparecen en las figuras 13.17f, 
13.23~ y 13.233, se han utilizado ampliamente en Alemania, Suiza y Canadá (ver las referencias 13.18 
y 13.19). Éstas se mencionan brevemente en el comentario del Código ACI R11.12.3, aunque no se 
incluye ninguna disposición específica de diseño. Su uso en los Estados Unidos ha ido creciendo. 

Estos dispositivos se componen de barras verticales con cabezas de anclaje en la parte supe- 
rior, soldadas a una banda de acero en la parte inferior. Bandas múltiples se distribuyen en dos 
direcciones perpendiculares para columnas cuadradas y rectangulares o usualmente en direcciones 
radiales para columnas circulantes; se fijan en su posición dentro de las formaletas antes de la 
colocación del acero a flexión superior e inferior. La banda de acero descansa sobre apoyos en 
varillas para mantener el recubrimiento de concreto necesario por debajo del acero y se mantiene 
en su posición mediante puntillas que pasan por huecos en la banda. 
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FIGURA 13.2% 
Espigos de cortante para refuerzo de losas de concreto: disposición de los espigos de cortante. 

FIGURA 13.233 
Espigos de cortante para refuerzo de losas de concreto: refuerzo a cortante instalado en las 
formaietas para una losa preesforzada de concreto. 

Para efectos de diseño, un espigo individual se considera equivalente a una rama vertical de 
un estribo. El diseño puede llevarse a cabo siguiendo el procedimiento general ilustrado en la 
sección 13.6e para refuerzo a cortante consistente en estribos. Sin embargo, con base en muchos 
ensayos (ver las referencias 13.20 y 13.21) se han propuesto algunas modificaciones. Ghali (ver las 
referencias 13.18 y 13.19) recomienda lo siguiente: 

l. El límite superior para el esfuerzo cortante nominal a d/2 de la cara de la columna se aumenta a 

8JfCbOd. 
e 
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2. El espaciamiento admisible entre los espigos se incrementa a valores entre 2dl3 y 3dI4, depen- 
diendo del esfuerzo cortante nominal máximo para las cargas mayoradas. 

3. Dentro de la zona reforzada a cortante, la contribución del concreto se incrementa a 3flb0d 

Además de lo anterior, Ghali recomienda los siguientes detalles: 

(a) Los anclajes superiores deben tener la forma de platinas circulares o cuadradas cuyas áreas 
deben ser al menos diez veces el área del vástago. 

(b) Cuando las platinas de anclaje superiores y las bandas inferiores son de espesor uniforme, 
éste debe ser mayor o igual a la mitad del diámetro del espigo. 

(c) Si el espesor de la platina de anclaje superior disminuye hacia los extremos, el espesor de la 
conexión con el vástago debe ser mayor o igual a el diámetro del espigo. 

(d) El ancho de la banda inferior debe ser mayor o igual a 2.5 veces el diámetro del espigo. 
(e) Las bandas de anclaje inferiores deben estar alineadas con las caras de las columnas cuadra- 

das o rectangulares. 
(f) En la dirección paralela a la cara de la columna, la distancia entre bandas de anclaje no debe 

exceder el doble del espesor efectivo de la losa. 
(g) El recubrimiento mínimo de concreto por encima y por debajo de las bandas con espigos es 

el mismo que se especifica para barras en losas y no debe exceder el mínimo más 2 diáme- 
tro de barra del refuerzo a flexión. 

En las referencias 13.22 y 13.23 pueden encontrarse recomendaciones adicionales relativas al uso 
de refuerzo mediante espigos de cortante para columnas exteriores y de esquina, donde siempre se 
presentan problemas especiales debido a la falta de simetría, perímetro reducido de la sección 
crítica y momentos no balanceados relativamente grandes. 

TRANSFERENCIA DE MOMENTOS A LAS COLUMNAS 
El análisis para cortante por punzonamiento en placas planas y en losas planas que se presentó en 
la sección 13.6 suponía que la fuerza cortante V, era resistida por esfuerzos cortantes uniforme- 
mente distribuidos alrededor del perímetro bo de la sección crítica, a una distancia igual a d/2 de la 
cara de la columna de apoyo. La resistencia a cortante nominal V, se calculaba con las ecuaciones 
(13.11a, b o e). 

Cuando deben transferirse momentos significativos de la losa a las columnas, como los que 
resultan de las cargas gravitacionales no balanceadas en un lado de una columna o de las cargas 
horizontales producidas por viento o por efectos sísmicos, el esfuerzo cortante en la sección crítica 
no presenta una distribución uniforme. 

La situación puede modelarse como aparece en la figura 13.24~~. Allí V, representa la reacción 
vertical total que debe transferirse a la columna y M, representa el momento no balanceado que debe 
transferirse, los dos para cargas mayoradas. La fuerza vertical V, genera esfuerzos cortantes distri- 
buidos más o menos uniformemente alrededor del perímetro de la sección crítica, como se supuso 
antes, que se representan con el par de flechas verticales interiores que actúan hacia abajo. El mo- 
mento no balanceado M, produce cargas adicionales en la unión; éstas se representan con el par de 
flechas verticales exteriores que aumentan los esfuerzos cortantes presentes por otros efectos en el 
lado derecho del esquema y que disminuyen a su vez estos esfuerzos en el lado izquierdo. 

Ensayos realizados indican que, para columnas cuadradas, aproximadamente el 60 por ciento 
del momento no balanceado se transfiere por flexión (fuerzas T y C en la figura 13.24a) y casi el 40 
por ciento por esfuerzos cortantes en las caras de la sección crítica (ver la referencia 13.24). Para 
columnas rectangulares, resulta razonable suponer que la porción que se transfiere por flexión 
aumenta a medida que se incrementa el ancho de la sección crítica que resiste el momento, es 
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FIGURA 13.24 
Transferencia de momentos de la losa a la columna: (a) fuerzas resultantes de cargas verticales y de 
momentos no balanceados; (b) sección crítica para una columna interior; ( e )  distribución de 
esfuerzos cortantes para una columna interior; (d) sección crítica para una columna de borde; 
(e)  distribución de esfuerzos cortantes para una columna de borde. 

decir, a medida que c, + d es mayor con relación a c, + d en la figura 13.24b. De acuerdo con el 
Código ACI 13.5.3, el momento que se considera que se transfiere por flexión es 

mientras que el que se supone que se transfiere por cortante, según el Código ACI 11.12.6, es 

Se observa que para una columna cuadrada estas ecuaciones indican que el 60 por ciento del momen- 
to no balanceado se transfiere por flexión y el 40 por ciento por cortante, de acuerdo con los datos 
disponibles. Sic, es muy grande con relación a e,, casi todo el momento se transfiere por flexión. 

El momento MUb puede absorberse concentrando una parte considerable del refuerzo de la 
franja de columna de la losa cerca de la columna. De acuerdo con el Código ACI 13.5.3, este acero 
debe colocarse dentro de un ancho limitado por líneas situadaslJh a cada lado de la columna o del 
capitel, donde h es el espesor total de la losa o del ábaco. 
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El momento M,,, simultáneamente con la reacción vertical transferida a la columna, produce 
esfuerzos cortantes que se supone varían linealmente con la distancia desde el centroide de la 
sección crítica, como se indica para una columna interior en la figura 13.24. Los esfuerzos pueden 
calcularse a partir de 

donde A, = área de la sección crítica = 2d[(c, + d) + (c, + d)] 
c,,c, = distancias del centroide de la sección crítica a las respectivas caras izquierda y 

derecha de la sección 

J, = propiedad de la sección crítica análoga al momento polar de inercia 

La cantidad J, puede calcularse a partir de 

Observe que utilizar el parámetro J, en la forma de un momento polar de inercia, implica que los 
esfuerzos cortantes indicados en las caras cercana y lejana de la sección crítica en la figura 13.24 
tienen componentes tanto horizontales como verticales. 

De acuerdo con el Código ACI 11.12.6, los esfuerzos cortantes máximos que se calculan con 
la ecuación (13.17) no deben exceder @vn. Para losas sin refuerzo a cortante, @vn = @V, lb,d, donde 
V, es el menor de los valores determinados por las ecuaciones (13.11a), (13.11b) o (13.11~). Para 
losas con refuerzo a cortante diferente de los conectores de cortante, @vn = @(Vc + Vs)lbod. donde 
V, y Vs son como se establecieron en las secciones 13.6c, e o f. Cuando se utilice refuerzo mediante 
conectores de cortante (ver la sección 13.6d), la suma de los esfuerzos cortantes por cargas vertica- 
les sobre la segunda sección crítica cerca del extremo de los brazos de los conectores de cortante, y 
los esfuerzos cortantes que resultan de la transferencia de momento con respecto al centroide de la 
primera sección crítica a d/2 de las caras de los apoyos, no debe exceder 4#~ E. Como soporte a lo 
anterior, el comentario del Código ACI R11.12.6.3 indica que los ensayos demuestran que la pri- 
mera sección crítica es apropiada para calcular los esfuerzos producidos por la transferencia de 
momentos aún cuando se utilicen conectores de cortante. Aunque las secciones críticas para trans- 
ferencia de cortante directo y de cortante generado por transferencia de momentos son diferentes, 
ellas coinciden o están muy próximas en las esquinas de las columnas donde se inicia la falla, y es 
conservador tomar el cortante máximo como la suma de las dos componentes. 

El Código ACI 13.5.3.3 permite un aumento en la cantidad de momento no balanceado que 
se supone se transfiere por flexión, con una disminución correspondiente en la cantidad transferida 
por cortante, siempre y cuando se realice una reducción especificada en la capacidad a cortante 
admisible en el soporte. 

Pueden desarrollarse ecuaciones similares a las anteriores para las columnas de borde que se 
ilustran en las figuras 13.24d ye, o para una columna de esquina. Observe que aunque las distancias 
centroidales cl y c, son iguales para la columna interior, esto no es cierto para la columna de borde 
de la figura 13.24d ni para una columna de esquina. 

De acuerdo con el Código ACI 13.6.3.6 cuando se utilice el método directo de diseño, el 
momento que debe transferirse entre la losa y una columna de borde por cortante debe tomarse 
igual a 0.30M0, donde M, se encuentra a partir de la ecuación (13.1). Esto tiene el propósito de 
compensar la asignación de una alta proporción del momento estático a las regiones de momento 
positivo y negativo interior de acuerdo con la tabla 13.1, y para garantizar una adecuada resistencia 
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a cortante entre la losa y la columna de borde, donde el momento no balanceado es alto y el ancho 
de la sección crítica se reduce. 

Cuando una placa o una viga transfieren momentos a una columna también introducen cor- 
tante en ésta, lo cual es evidente a partir de la figura 13.24a. Este cortante debe considerarse en el 
diseño del refuerzo transversal de la columna. 

Como se indicó en la sección 13.6, la mayoría de las estructuras tipo placa plana, si están 
sobrecargadas, fallan en la región cercana a la columna, donde deben transferirse grandes fuerzas 
cortantes y momentos flectores. Gran cantidad de investigaciones recientes se han adelantado para 
proyectarlas al desarrollo de detalles mejorados de diseño para esta región. El ingeniero de diseño 
debe consular las referencias 13.24,13.25 y 13.26 para obtener más información específica. 

ABERTURAS EN LOSAS 
Casi invariablemente, los sistemas de losa deben incluir aberturas. Éstas pueden ser de tamaño 
considerable cuando se requieren para escaleras o núcleos de ascensores, o más pequeñas como las 
necesarias para conductos ascendentes de calefacción, plomería, ventilación, drenajes de pisos o 
cubiertas y compuertas de acceso. 

Casi siempre, las aberturas relativamente pequeñas no tienen efectos perjudiciales en losas 
apoyadas en vigas. Como regla general, a ambos lados de la abertura debe adicionarse un refuerzo 
equivalente al refuerzo interrumpido. Además, deben incluirse otras barras diagonales en las es- 
quinas para controlar el agrietamiento que ocurrirá casi inevitablemente en estos sitios. El efecto 
de las aberturas pequeñas en losas apoyadas directamente sobre columnas (losas y placas planas) 
depende de la localización de la abertura con respecto a las columnas. Desde el punto de vista 
estructural, ellas quedan mejor localizadas lejos de las columnas, preferiblemente en el área de 
intersección entre las franjas centrales de la losa. Infortunadamente, consideraciones arquitectóni- 
cas y funcionales obligan habitualmente a que se localicen cerca de las columnas. En este caso, la 
principal preocupación es la reducción del perímetro efectivo para cortante porque estos sistemas 
de piso comúnmente son críticos a cortante. 

Según el Código ACI 11.12.5, si la abertura está cerca de la columna (dentro de diez espeso- 
res de losa o en las franjas de columna), debe considerarse como no efectiva la parte de b, incluida 
dentro de las líneas radiales que se proyectan de la abertura al centroide de la columna. Si en estas 
circunstancias se utilizan conectores de cortante (ver la sección 13.6d), la reducción en el ancho de 
la sección crítica se encuentra del mismo modo, excepto que sólo es necesario deducir la mitad del 
perímetro incluido dentro de las líneas radiales. 

Con respecto a los requisitos de flexión, debe suministrarse la cantidad total de acero que 
exigen los cálculos, independientemente de las aberturas. Cualquier acero interrumpido por hue- 
cos debe compensarse con una cantidad equivalente de refuerzo suplementario a cada uno de los 
lados, adecuadamente traslapado para transferir los esfuerzos por adherencia. También debe man- 
tenerse el área a compresión de concreto para proveer la resistencia requerida; por lo general, esto 
será restrictivo sólo cerca de las columnas. Según el Código ACI 13.4.2, pueden localizarse abertu- 
ras de cualquier tamaño en la zona de intersección de franjas centrales. En el área de intersección 
de franjas de columna, las aberturas no pueden interrumpir más de un octavo del ancho de la franja 
de columna en cada dirección. En el área común entre una franja central y una franja de columna, 
las aberturas no pueden interrumpir más de un cuarto del refuerzo en cada franja. 

El Código ACI 13.4.1 permite aberturas de cualquier tamaño si mediante análisis se puede 
demostrar que la resistencia de la losa es por lo menos igual a la requerida y que se cumplen todas las 
condiciones de funcionamiento, es decir, los límites de agrietamiento y de deflexión. En el capítulo 15 
se describe en detalle el método de lasfianjas para análisis y diseño de aberturas en losas, con el cual 
se utilizan vigas integrales especialmente reforzadas o bandas fuertes con espesor igual al de la losa 
para enmarcar las aberturas. Las aberturas muy grandes deben enmarcarse preferiblemente con vi- 
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gas o bandas de losa de espesor aumentado para restaurar, tanto como sea posible, la continuidad de 
la losa. Las vigas deben diseñarse para soportar una porción de la carga del piso, además de las cargas 
aplicadas directamente por muros de partición, vigas de soporte de ascensores o losas de escaleras. 

CÁLCULO DE DEFLEXIONES 
Las deflexiones de una placa plana, losa plana o losa en dos direcciones apoyada sobre vigas en los 
ejes de columna y cargada uniformemente, pueden calcularse mediante un método de pórtico equi- 
valente similar al de análisis de momentos descrito en la sección 13.5 (ver la referencia 13.27). La 
definición de franjas de columna y centrales, los coeficientes de distribución de momentos 
longitudinales y transversales, y muchos otros detalles, son los mismos que para el estudio de mo- 
mentos. Una vez que se realiza el cálculo de las deflexiones mediante este método, éstas pueden 
compararse directamente con valores límites como los de la tabla 6.3, que son aplicables tanto a 
losas como a vigas, de acuerdo con el Código ACI. 

En la figura 13.25 se expone una región de losa limitada por los ejes de columnas. Aunque no 
se muestran las vigas en los ejes de columnas, ni los ábacos, ni los capiteles de columna, la presencia 
de cualquiera de estos elementos no presenta complicaciones fundamentales. 

Para el cálculo de deflexiones se considera la deformación en cada una de las direcciones 
independientemente, después de lo cual se suman las contribuciones de las dos direcciones para 
obtener la deflexión total en cualquier punto de interés. 

Con respecto a la figura 13.25a, se considera que la losa actúa como una viga ancha y delgada 
cuyo ancho es igual a la dimensión del panel ly y cuya luz es 1,. Inicialmente se considera que la losa 
descansa en líneas de apoyo rígidas en x = O yx = 4. A causa de las variaciones de momento y de 
rigidez a flexión a través del ancho de la losa, todas las franjas unitarias en la dirección X no se 
deformarán de igual manera. Generalmente, la curvatura de la losa en la región de la franja central 
será menor que la de las franjas de columna porque los momentos de la franja central son menores. 
El resultado es como se indica en la figura 13.25a. 

En seguida, la losa se analiza para flexión en la dirección Y (ver la figura 13.253). De nuevo se 
observan los efectos de la variación transversal del momento flector y de la rigidez a flexión. 

La forma deflectada real del panel se representa en la figura 13.25~. La deflexión en el centro 
del panel .es la suma de la deflexión en el centro de la luz de la franja de columna en una dirección 
y la de la franja central en la otra dirección; es decir, 

A,, = A, + Amy 

o 

A,, = A, + Am (13.19b) 

Para calcular las deflexiones del panel de losa en cada una de las direcciones, es convenien- 
te suponer primero que se deforma en una superficie cilíndrica, lo cual sería cierto si los momen- 
tos flectores en todas las secciones estuvieran distribuidos uniformemente a través del ancho del 
panel y si se suprimiera la flexión lateral del mismo. Los apoyos se consideran totalmente fijos 
contra rotación y desplazamiento vertical en este estado. De este modo, se calcula una defexión 
de referencia: 

donde w es la carga por pie a lo largo de la luz con longitud 1 e Ipórtico es el momento de inercia 
del ancho total del panel (figura 13.26~) que incluye la contribución de la viga en el eje de co- 
lumnas o, si existen, de los ábacos y de los capiteles de columna. 
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Línea de apoyo supuest 
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FIGURA 13.26 
Secciones transversales efectivas para el cálculo de deflexiones; 
(a) ancho total del pórtico; (b) franja de columna; (c) franjas 

(4 centrales. 
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El efecto de la variación real de los momentos a través del ancho del panel y de la variación 
de las rigideces por efecto de las vigas, de los espesores variables de las losas, etc., se tiene en 
cuenta multiplicando la deflexión de referencia por la relación entre el valor de MIEI para las 
franjas respectivas y aquél del ancho total del pórtico: 

M c o i  EcZpórtico 
Af, coi = Af,ref - --- 

Mpórtiw E c l c o i  

M E n t  EcZpjrtico 
Af,cent = Af,ref , 

portiw c cent 

Los subíndices relacionan la deflexión A, el momento flector M, o el momento de inercia I con todo 
el ancho del pórtico, con la franja de columna o con la franja central, como aparece en las figuras 
13.26a, b y c, respectivamente. 

Puede destacarse que las relaciones de momentos M,,IMpórtico y M,,IMpórtic0 son idénti- 
cas a los factores de distribución lateral de momentos encontrados anteriormente para el análisis a 
flexión (ver la tabla 13.2). Una complicación menor surge del hecho de que la distribución lateral 
de momentos flectores, de acuerdo con el Código ACI, no es la misma en las secciones de momen- 
to negativo que en las del positivo. Sin embargo, parece que utilizar un promedio simple de los 
coeficientes de distribución lateral para las porciones negativa y positiva de cada franja es consis- 
tente con el grado de precisión usualmente requerido, e igualmente consistente con los métodos 
para el cálculo de deflexiones dados en otras partes del Código ACI. 

La presencia de ábacos o de capiteles de columna en las franjas de columna de un piso tipo 
losa plana exige la consideración de la variación del momento de inercia en la dirección de la luz 
(ver la figura 13.27). En la referencia 13.28 se sugiere la utilización de un promedio ponderado del 
momento de inercia en estos casos: 

donde I, = momento de inercia de la losa que incluye el ábaco y el capitel 
Id = momento de inercia de la losa con sólo el ábaco 
I, = momento de inercia de la sola losa 

Las distancias de las luces se definen en la figura 13.27. 
En seguida es necesario hacer una corrección para las rotaciones en los apoyos del pórtico 

equivalente, que hasta ahora se han considerado totalmente empotrados. Si los extremos de las 
columnas se consideran empotrados en el nivel del piso superior y en el del piso inferior, lo cual es 
usual en el análisis de pórticos, la rotación de la columna en el piso es 

FIGURA 13.27 
Luz de losa plana con momento de inercia v,ariable. 

I 
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donde 8 = cambio de ángulo en radianes 
M,, = diferencia en momentos de piso a la izquierda y a la derecha de la columna 

Kec = rigidez de columna equivalente (ver la sección 13.5~) 

En algunos casos, la conexión entre la losa de piso y la columna transmite momentos despre- 
ciables, como en el caso de losas izadas; así que, Kec = O. El análisis a flexión indicaría que el 
momento neto es cero. La rotación en los apoyos puede encontrarse en estos casos aplicando los 
teoremas del área de momentos, tomando los momentos de las áreas MIEI con respecto al extremo 
más alejado de la luz y dividiendo por la longitud de luz. 

Una vez se conocen las rotaciones en cada extremo, pueden calcularse las deflexiones asocia- 
das en el centro de la luz del pórtico equivalente. Se confirma que la deflexión en el centro de la luz 
de un elemento que experimenta rotación de 8 radianes en el extremo, cuando el extremo lejano 
está empotrado, es 

Así, la deflexión total en el centro de la luz para la franja de columna o para la central es la suma de 
las tres partes 

'cent = 'jcent + '01 + A& (13.25b) 

donde los subíndices 1 y r se refieren a los extremos izquierdo y derecho de la luz, respectivamente. 
Los cálculos descritos se repiten para el pórtico equivalente en la segunda dirección de la estruc- 

tura, y la deflexión total en el centro del panel se obtiene sumando la deflexión en la franja de columna 
en una dirección y la deflexión en la franja central-en la otra, como lo indican las ecuaciones (13.19). 

La deflexión en el centro del panel debería ser la misma si se calcula con la ecuación (13.19~) 
o con la (13.19b). En realidad, generalmente se obtiene una diferencia debido a la naturaleza aproxi- 
mada de los cálculos. Para paneles con forma muy rectangular, la contribución principal a la deflexión 
en el centro del panel es la que determine la franja de columna en la dirección larga. En consecuen- 
cia, la mejor forma de encontrar la deflexión en el centro del panel es sumando la de la franja de 
columna en la dirección larga y la de la central en la corta. Sin embargo, para paneles exteriores, la 
contribución importante es la de las franjas de columna perpendiculares al borde discontinuo, 
aunque el lado largo del panel puede ser paralelo a este borde. 

Tanto en losas como en vigas, el agrietamiento del concreto produce una reducción de la 
rigidez a flexión. De acuerdo con el Código ACI 9.5.3, el momento de inercia efectivo, determina- 
do mediante la ecuación (6.9, es aplicable tanto a losas como a vigas, aunque es posible utilizar 
otros valores si los resultados están de acuerdo en forma razonable con los resultados de ensayos 
experimentales. En la mayoría de los casos, las losas en dos direcciones no presentarán fisuración 
para las cargas de servicio y resulta satisfactorio ugilizar como base en los cálculos de deflexión el 
momento de inercia no fisurado Ig (ver la referencia 13.27 para la comparación con ensayos). En la 
referencia 13.29, Branson sugiere los siguientes refinamientos: (1) para losas sin vigas utilizar Ig 
para todas las deflexiones generadas por carga muerta; en el cálculo de deflexiones por carga muerta 
más viva, usar Ig para las franjas centrales e Ie para las franjas de columna; (2) para losas con vigas 
emplear Ig en todos los cálculos de deflexiones ocasionadas por carga muerta, en el cálculo de 
deflexiones producidas por carga muerta más viva, utilizar Ig para las franjas de columna e Ie para 
las franjas centrales. Para luces continuas, I, puede basarse en el momento positivo en el centro de 
la luz sin que el error sea graye. 

Las deflexiones calculadas utilizando el procedimiento anterior son a corto plazo. Las 
deflexiones a largo plazo de las losas pueden calcularse multiplicando las deflexiones a corto plazo 
por el factor A de la ecuación (6.11), como en el caso de las vigas. Puesto que rara vez se utiliza 
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acero a compresión en las losas, se obtiene un multiplicador de 2.0. La evidencia de ensayos y la 
experiencia con estructuras reales indican que lo anterior puede subestimar de manera importante 
las deflexiones a largo plazo de las losas; por esto se recomiendan multiplicadores para deflexiones 
a largo plazo entre 2.5 y 4.0 (ver las referencias 13.29, 13.30 a 13.31). Un multiplicador de 3.0 
genera resultados aceptables en la mayoría de los casos. 

Se debe reconocer que la estimación de las deflexiones de losas, tanto elásticas iniciales como 
a largo plazo, es complicada por las incertidumbres asociadas con la construcción real de edificios. 
El historial de cargas, en particular durante la construcción, tiene un efecto profundo en las 
deflexiones finales (ver la referencia 13.32). Es posible que las cargas de construcción igualen o 
excedan la carga viva de servicio. Estas cargas pueden incluir el peso del material de construcción 
almacenado y, generalmente, el peso de las losas por encima de la fundida previamente, transmiti- 
do mediante el apuntalamiento y el reapuntalamiento a la losa inferior. Puesto que las cargas de 
construcción se aplican a losas sin edad suficiente, las deflexiones elásticas inmediatas son grandes 
y, una vez retiradas las cargas de construcción, la recuperación elástica es menor que la deflexión 
elástica inicial porque E, aumenta con la edad. El agrietamiento que generan las cargas de cons- 
trucción no desaparece con el retiro de las cargas temporales y puede resultar en deflexiones por 
carga viva mayores que las esperadas. Es posible que el flujo plástico durante la aplicación de las 
cargas de construcción sea mayor que el esperado a causa de la edad prematura del concreto cuan- 
do se somete a carga. Las deflexiones por retracción de fraguado de losas delgadas a menudo son 
del mismo orden de magnitud que las deflexiones elásticas y, en algunos casos, deben calcularse en 
forma independiente. 

Es importante reconocer que para una losa tanto las deflexiones iniciales como las depen- 
dientes del tiempo están sometidas a un alto grado de variabilidad. En el mejor de los casos, las 
deflexiones calculadas son estimativos y, para estructuras reales, deberían esperarse desviaciones 
considerables con respecto a los valores calculados. 

Ejemplo 13.6. Cálculo de deflexiones. Determine las deflexiones en el centro de un panel exterior 
típico ocasionadas por la aplicación de las cargas muerta y viva, para el piso en dos direcciones diseña- 
do en el ejemplo 13.1. La carga viva puede considerarse como una carga a corto plazo y estará distri- 
buida uniformemente en todos los paneles. El piso soportará elementos no estructurales que pueden 
dañarse si se someten a deflexiones grandes. Tomar E, = 3.6 x lo6 lb/pulg2. 

Solución. Primero se encontrará la deflexión elástica que se genera debido al peso propio de 88 lb/ 
pie2, después de lo cual pueden encontrarse las deflexiones adicionales a largo plazo producidas 
por la carga muerta, aplicando un factor de A- = 3.0, y las deflexiones a corto plazo por carga viva 
de 125 lb/pie2 mediante proporción directa. 

Las secciones transversales efectivas del concreto, en las cuales se basarán los cálculos de los 
momentos de inercia, se muestran en la figura 13.28 para todo el ancho del pórtico, para la franja de 
columna y para las franjas centrales, tanto en la dirección de la luz corta como en la de la luz larga. 
Observar que el ancho de la franja de columna en las dos direcciones se basa en la luz más corta del 
panel, de acuerdo con el Código ACI. Los valores para los momentos de inercia son los siguientes: 

Dirección corta Dirección larga 

Si se calculan inicialmente las deflexiones del piso en la dirección de la luz corta del panel, a 
partir de la ecuación (13.20) la deflexión de referencia es 
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u FIGURA 13.28 
' T  4 b 1 4 "  Dimensiones de las secciones 

transversales para el ejemplo de 
cálculo de deflexiones: (a) pórtico, 

t 180" netas 7" 120" netas franja de columna y franja central, 
en dirección de la luz corta; - , (b)  pórtico, franja de columna 

-7 y franja central, en dirección de la 
(a) (4 luz larga. 

(Observe que en este caso se utiliza la distancia de la luz entre centros, aunque para el análisis de 
momentos se hizo uso de las luces libres para aproximar la reducción del momento debida al ancho del 
apoyo, de acuerdo con los procedimientos del Código ACI.) A partir del análisis de momentos en la 
dirección de la luz corta se concluyó que las franjas de columna tomaban el 68 por ciento del momento 
tanto en las secciones negativas como en las positivas, y las franjas centrales el 32 por ciento. Según 
esto, a partir de las ecuaciones (13.21~ y b), 

27 900 Af,col = 0.016 X 0.68 X - = 0.014 pulg 
21,000 
27 900 Af,,= 0.016 X 0.32 X - 5150 = 0.028 pulg 

Para el panel en estudio, que es totalmente continuo en los dos apoyos en la dirección corta, se puede 
suponer que las rotaciones en los apoyos no son significativas; en consecuencia, Aol y A, = O, y a partir 
de las ecuaciones (13.25~ y b), 

Acol = 0.014 pulg 
A,,,, = 0.028 pulg 

Ahora, calculando las deflexiones en la dirección larga del panel se obtiene la siguiente deflexión 
de referencia: 

88 X 20(25 X 12)4 
Af'ref = 12 X 384 X 3.6 X 106 X 25,800 = 0.033 pulg 

A partir del análisis de momentos se encontró que la franja de columna tendría el 93 por ciento del 
momento negativo exterior, el 81 por ciento del positivo y el 81 por ciento del momento negativo 
interior. Así que, el factor de distribución lateral promedio de la franja de columna es 

o sea el 84 por ciento, mientras que a las franjas centrales se les asigna el 16 por ciento. Entonces, con 
las ecuaciones (13.21~ y b), 
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Mientras que la rotación en la columna interior puede considerarse despreciable, la de la columna 
exterior no. Para la carga muerta de la losa, el momento estático total es 

M, = 118 x 0.088 x 20 x 25= = 137.5 klb-pie 

Se encontró que el 16 por ciento del momento estático, o sea, 22.0 klb-pie, debe asignarse a la sección 
del apoyo exterior. La rotación resultante se encuentra con la ecuación (13.23). Se confirma que la 
rigidez de la columna equivalente (ver la sección 13 .5~)  es 169 x 3.6 x lo6 lb-pulglrad; de ahí que, 

A partir de la ecuación (13.24), la componente de la deflexión correspondiente en el centro del panel 
es 

Así, a partir de las ecuaciones (13.25a y b), las deflexiones de la franja de columna y de la franja central 
en la dirección larga son 

A,,, = 0.034 + 0.016 = 0.050 pulg 

Aent = 0.040 + 0.016 = 0.056 pulg 

y a partir de la ecuación (13.19a), la deflexión a corto plazo en el centro del panel debido al peso 
propio es 

A,, = 0.050 + 0.028 = 0.078 pulg 

La deflexión a largo plazo que genera la carga muerta es 3.0 x 0.078 = 0.234 pulg y la deflexión a corto 
plazo por carga viva es 0.078 x 125188 = 0.111 pulg. 

En el presente caso, el valor límite establecido por el ACI es de 11480 veces la luz, o 20 x 121 
480 = 0.500 pulg, con base en la suma de la deflexión a largo plazo por las cargas sostenidas y las 
deflexiones instantáneas por las cargas vivas. La suma de estas componentes de la deflexión resulta 
en este caso 

A,, = 0.234 + 0.111 = 0.345 pulg 

bien por debajo del valor permisible. 

ANÁLISIS PARA CARGAS HORIZONTALES 

Cualquiera de los métodos descritos en la sección anterior de este capítulo, el método de diseño 
directo o el método del pórtico equivalente, se puede utilizar en el análisis de sistemas de losas en 
dos direcciones ante cargas gravitacionales, de acuerdo con el Código ACI 13.5.1. Sin embargo, las 
disposiciones del Código no han sido desarrolladas para que se apliquen a edificios sometidos a 
cargas laterales, como cargas producidas por viento o sismo. Para el análisis de cargas laterales, el 
diseñador puede seleccionar cualquier método que se demuestre cumple con las condiciones de 
equilibrio y de compatibilidad geométrica, y que ofrezca resultados que concuerden razonable- 
mente con los datos disponibles de ensayos. Los resultados obtenidos del análisis de cargas latera- 
les pueden combinarse entonces con los obtenidos a partir del estudio para cargas verticales, según 
el Código ACI 13.5.1. 

El análisis de pórticos planos, en el cual se supone que el edificio consta de pórticos paralelos, 
cada uno de ellos limitado lateralmente por las líneas centrales de los paneles a cada lado de los 
ejes de columnas, se utiliza con frecuencia para el estudio de edificios no arriostrados que se some- 
ten a cargas horizontales y verticales. Para el análisis de cargas verticales mediante el método del 
pórtico equivalente, se estudia por lo general un solo piso a manera de subestructura con columnas 
que se suponen totalmente empotradas en los pisos superior e inferior, pero para el análisis del 
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pórtico ante cargas horizontales, el pórtico equivalente incluye todos los pisos y columnas, desde la 
parte inferior hasta la superior de la estructura. 

La principal dificultad en el análisis de un pórtico equivalente ante cargas horizontales radica 
en modelar la rigidez de la zona alrededor de las conexiones viga-columna (o losa-viga-columna). 
La transferencia de fuerzas en esta zona comprende efectos de flexión, torsión, cortante y fuerza 
axial, y se complica aún más por los efectos de agrietamiento del concreto que reduce las rigideces 
y por el refuerzo que las aumenta. Los momentos en el pórtico están influidos de manera sustancial 
por los desplazamientos horizontales de los pisos y debe utilizarse un valor conservadoramente 
bajo de la rigidez para garantizar que se incluye en el análisis un estimativo razonable de la deriva. 

Aunque todavía no se ha desarrollado una teoría totalmente satisfactoria para modelar la 
rigidez de una unión viga-columna, en la práctica se utilizan al menos dos métodos (ver la referen- 
cia 13.33). El primero se basa en un ancho de viga equivalente al, menor que el ancho real, con el 
fin de reducir la rigidez de la losa para efectos del análisis. La figura 13.29a ilustra una placa 
empotrada en el extremo alejado y apoyada en una columna de ancho c, en el lado cercano. Si se 
impone una rotación O a la columna, la rotación de la placa a lo largo del eje A variará como se 
presenta en la figura 13.29a, de un valor O en la columna a valores menores a medida que se aleja 
de ésta. A partir del requisito de que la rigidez de la viga prismática de ancho adebe ser igual a la 
de la placa con ancho al, se obtiene un factor de ancho equivalente 1,. La anterior igualdad se 
obtiene si las áreas bajo los dos diagramas de rotación de la figura 13.29b son iguales. Así, el análi- 
sis del pórtico se basa en una rigidez reducida de la losa (o de la viga-losa) encontrada utilizando 
al, en lugar de 1,. Estudios comparativos indican que para pisos tipo placa plana puede utilizarse un 
valor de a entre 0.25 y 0.50 (ver la referencia 13.33). 

Como alternativa, la rigidez de la unión viga-columna puede modelarse con base en un elemen- 
to transversal sometido a torsión, igual al utilizado en el desarrollo de la rigidez de la columna equi- 

FIGURA 13.29 
Ancho de viga equivalente para el análisis ante 
cargas horizontales. 
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valente para el análisis ante cargas verticales de losas en dos direcciones mediante el método del 
pórtico equivalente (ver la sección 13.5~). La rigidez de rotación del nudo es una función de la rigidez 
a flexión de las columnas que llegan hasta éste desde arriba y desde abajo, y de la rigidez de torsión de 
la franja transversal de losa o viga losa en la columna. La rigidez equivalente de la columna se en- 
cuentra a partir de la ecuación (13.9) y la rigidez de torsión con la ecuación (13.10), como antes. 
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PROBLEMAS 
13.1. Rediseñe el panel de piso de esquina del ejemplo 12.2 del capítulo 12 utilizando el método de diseño 

directo del Código ACI de las secciones 13.2 a 13.4. Sintetice su diseño con un esquema que presente 
las dimensiones y el tamaño del concreto, espaciamiento, longitud y ubicación de todo el refuerzo de la 
losa. No es necesario diseñar las vigas de apoyo como parte de este problema. Compare sus resultados 
con los del ejemplo 12.2 y concluya. 

13.2. Diseñe un panel interior típico del sistema de piso descrito en el ejemplo 12.2 del capítulo 12 utilizan- 
do el método de los coeficientes de momento de la qección 12.5. Resuma su diseño con un esquema 
que indique las dimensiones y el tamaño del concreto, espaciamiento, longitud y ubicación de todo el 
refuerzo de la losa. 

13.3. Rediseñe el panel interior típico del problema 13.2 haciendo uso del método de diseño directo del 
Código ACI de las secciones 13.2 a 13.4. No es necesario diseñar las vigas de apoyo como parte de este 
problema. Compare sus resultados con los del problema 13.2 y concluya. 

13.4. Rediseñe el panel interior típico del problema 13.2 con el método del pórtico equivalente del Código 
ACI de la sección 13.5. Las columnas serán cuadradas de 16 pulg y la altura piso a piso será de 12 pies. 
Compare sus resultados con los del problema 13.2 (y con los del problema 13.3, si se completa) y 
concluya. 

13.5. Rediseñe el panel exterior típico de piso del ejemplo 13.1 que forma parte de una estructura con placa 
plana sin vigas entre las columnas interiores pero con vigas a lo largo de los bordes externos para 
rigidizar la losa. No se permite el uso de ábacos o capiteles de columna pero sí puede incorporar 
refuerzo a cortante similar al de la figura 13.17b, si es necesario. El tamaño de las columnas es 20 x 20 
pulg y la altura piso a piso es 12 pies. Utilice el método de diseño directo o el método del pórtico 
equivalente. Sintetice su diseño mediante un esquema que ilustre la planta y las secciones transversales 
típicas. 

13.6. Se va a diseñar un edificio comercial de varios pisos con un sistema de placa plana de espesor uniforme 
sin vigas ni ábacos. Las columnas se disponen con un espaciamiento uniforme de 20 pies en cada direc- 
ción, y tienen una sección cuadrada de 16 pulg y una dimensión vertical de 10 pies entre pisos. La carga 
viva de servicio especificada es de 100 lb/pie2 que incluye una previsión para las particiones. Usando el 
método de diseño directo, diseñe un panel interior típico, determinando el espesor de piso requerido, 
el tamaño y el espaciamiento de las barras de refuerzo y los detalles de las barras incluyendo los puntos 
de corte. Para facilitar la construcción se hará uso del mismo refuerzo en las dos direcciones; utilice un 
espesor efectivo promedio en los cálculos. Todas las barras serán rectas. Para luces moderadas como 
éstas, se ha determinado que el refuerzo a cortante suplementario no es económico, aunque pueden 
emplearse capiteles de columna si es necesario. Así que, los espesores de losa pueden basarse en las 
ecuaciones ( 1 3 . 1 1 ~ ~  b y c),  o pueden seleccionarse con estas ecuaciones dimensiones de los capiteles de 
columna si el espesor de la losa se basa en las ecuaciones de la sección 13.4. Las resistencias de los 
materiales son4 = 60,000 lb/pulg2 y fi = 4000 lb/pulg2. 

13.7. Prepare diseños alternos para el refuerzo a cortante en los apoyos de la losa descrita en el ejemplo 
13.4: (a) utilizando refuerzo consistente en barras dobladas similares a las de la figura 13.17b, y (b)  
empleando vigas integrales con estribos verticales como en la figura 13.17e. 

13.8. Desarrolle un diseño alterno para el refuerzo a cortante en los apoyos de la losa descrita en el ejemplo 
13.3, utilizando un conector de cortante similar al de la figura 13.17~. Como alternativa a la utilización 
de refuerzo a cortante de cualquier tipo, calcule la dimensión aceptable más pequeña para un capitel 
de columna a 45" (ver la figura 12.le) que permitirá que la losa de concreto resista la totalidad de la 
fuerza cortante. No se permiten ábacos. 

13.9. La figura P13.9 presenta un piso tipo placa plana diseñado para soportar una carga mayorada de 350 lb/ 
pie2. El espesor total de la losa es h = 7ipulg y la profundidad efectiva promedio es d = 6 pulg. Las 
resistencias de los materiales son fj, =60,000 lb/pulg2 y f,' = 4000 lb/~ul~2.  El diseño a cortante por 
punzonamiento para una columna interior típica B2 proporcionó la base para el ejemplo 13.3. En la 
columna exterior B1, con el fin de suministrar un perímetro completo b,, se incluye un voladizo en la 
losa por fuera de las columnas, como se indica. Debe transmitirse a las columnas una fuerza cortante 
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total de V, = N5 klb, más un momento flector M, = 120 klb-pie con respecto a un eje paralelo al borde 
de la losa. Verifique el cortante por punzonamiento en la columna B1 y, si no se cumplen las restriccio- 
nes del Código ACI, sugiera modificaciones adecuadas en el diseño propuesto. No se permiten vigas de 
borde. 

i3Sa Para el piso tipo placa plana del ejemplo 13.2, encuentre los siguientes componentes de la deflexión en 
el centro del panel C: (a) deflexión inmediata generada por carga muerta total; (b) deflexión adicional 
por la carga muerta total a largo plazo; (e) deflexión inmediata ocasionada por las tres cuartas partes 
de la carga viva total. Puede utilizar en todos los cálculos el momento de inercia de las secciones trans- 
versales de concreto, Ig. Puede suponer que la deflexión máxima se obtendrá para el mismo patrón de 
aplicación de las cargas que el que producirá el máximo momento positivo en el panel. Compare las 
deflexiones estimadas wn  las limitaciones del Código ACI, suponiendo que los elementos no estructu- 
rales fijos a la losa sufrirán daiio por deflexiones excesivas. 



INTRODUCCI~N 
La mayor parte de las losas de concreto se diseñan para momentos determinados mediante los 
métodos descritos en los capítulos 12 y 13; estos procedimientos se basan esencialmente en la 
teoría elástica. Por otro lado, el refuerzo de las losas se calcula con metodologías de resistencia que 
tienen en cuenta el comportamiento inelástico real de los elementos en estado de carga mayorada. 
En forma similar, se presenta una contradicción en el proceso de análisis y diseño de vigas y pórti- 
cos, en el cual se introdujo el concepto de análisis límite o plástico del concreto reforzado, como se 
observó en la sección 11.9. Esta conceptualización no sólo elimina la inconsistencia de combinar el 
análisis elástico con el diseño inelástico, sino que también tiene en cuenta la reserva de resistencia 
característica de muchas estructuras de concreto reforzado y permite, dentro de ciertos límites, un 
ajuste arbitrario de los momentos encontrados mediante el análisis elástico para llegar a momentos 
de diseño que permiten una disposición más práctica del refuerzo. 

Existe además otra buena razón para interesarse en el análisis límite de losas. Los métodos 
de los capítulos 12 y 13, que se basan en la elasticidad, tiene algunas restricciones importantes. Los 
paneles de losas deben ser cuadrados o rectangulares; deben estar apoyados a lo largo de dos lados 
opuestos (losas en una dirección), en dos pares de lados opuestos (losas en dos direcciones y apo- 
yadas en los bordes) o por una distribución más o menos regular de columnas (placas planas y 
formas relacionadas). 

Las cargas deben distribuirse uniformemente, al menos dentro de los límites de cualquier 
panel individual, y no pueden existir grandes aberturas; pero en la práctica muchas losas no cum- 
plen estas restricciones. Se requieren respuestas, por ejemplo, para losas circulares o triangulares, 
losas con aberturas grandes, losas apoyadas en dos o tres lados únicamente y losas que soporten 
cargas concentradas. El análisis límite suministra una herramienta poderosa y versátil para tratar 
dichos problemas. 

A partir del estudio de la sección 11.9 se hizo evidente que el análisis plástico completo de 
una viga o un pórtico continuo de concreto reforzado resultaría tedioso y demorado a causa de la 
necesidad de calcular las demandas de rotación en todas las rótulas plásticas y verificar la capaci- 
dad de rotación de cada rótula para asegurar que es adecuada; en consecuencia, para vigas y pórti- 
cos se utiliza el método simplificado para redistribución de momentos plásticos estipulado por el 
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código ACI 8.4. Sin embargo para losas, que tienen por lo general cuantías de acero a tensión muy 
por debajo de la cuantía balanceada y, en consecuencia, cuentan con gran capacidad de rotación, se 
puede asumir en forma segura que la ductilidad necesaria está presente. De esta manera, son 
posibles y se han desarrollado varios métodos prácticos para el análisis plástico de losas. La teoría 
de líneas defluencia que se presenta en este capítulo es uno de estos métodos. Aunque el Código 
ACI no incluye disposiciones específicas para el análisis límite o plástico de losas, el Código ACI 
1.4 permite la utilización de "cualquier sistema de diseño o construcción" que haya demostrado 
ser adecuado por su utilización exitosa, por análisis o por ensayos, y el comentario del Código 
ACI 13.5.1 se refiere específicamente al análisis mediante líneas de fluencia como un método 
aceptable. 

El análisis de losas mediante líneas de fluencia fue propuesto inicialmente por Ingerslev (ver 
la referencia 14.1) y ampliado en forma considerable por Johansen (ver las referencias 14.2 y 14.3). 
Las primeras publicaciones se hicieron en danés y el método sólo recibió amplia atención cuando 
Hognestad (ver la referencia 14.14) presentó un resumen en inglés de este trabajo. A partir de ese 
momento aparecieron varios textos importantes que tratan el método (ver las referencias 14.5 a 
14.15). En la referencia 14.15 se encontrará un tratamiento particularmente útil y completo. 

En la sección 11.9 se presentó el concepto de rótula plástica como un sitio a lo largo del 
elemento en una viga o pórtico continuo en el cual, al aplicar una sobrecarga, se presentarán 
rotaciones inelásticas considerables para momentos resistentes esencialmente constantes. En 
losas, el mecanismo correspondiente es la línea defluencia. Para la losa sobrecargada, el momen- 
to resistente por unidad de longitud medido a lo largo de una línea de fluencia es constante a 
medida que ocurre la rotación inelástica; la línea de fluencia sirve de eje de rotación para el 
segmento de losa. 

La figura 1 4 . 1 ~  ilustra una losa de concreto reforzado simplemente apoya y cargada unifor- 
memente. Se supondrá que está subreforzada (como la mayoría de las losas), conp < pb. El diagra- 
ma de momentos elástico se indica en la figura 14.lb. A medida que se aumenta la carga, cuando el 
momento aplicado resulta igual a la capacidad última a flexión de la sección transversal de la losa, 
el acero a tensión empieza a fluir a lo largo de la línea transversal de m.áximo momento. 

Al fluir, la curvatura de la losa en la sección de fluencia aumenta repentinamente y las 
deflexiones se incrementan en forma desproporcionada. Las curvaturas elásticas a lo largo de la luz 
de la losa son pequeñas en comparación con la que generan las deformaciones plásticas en la línea 

\ 
Línea de fluencia 

FIGURA 14.1 
Losa armada en una dirección, simplemente apoyada y cargada 

(4 de manera uniforme. 
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de fluencia, y es aceptable considerar que los segmentos de losa entre la línea de fluencia y los 
apoyos permanecen rígidos mientras toda la curvatura ocurre en la línea de fluencia como aparece 
en la figura 14.1~. La "rótula" que se forma en la línea de fluencia, rota con una resistencia cons- 
tante, de acuerdo con la relación expuesta en la figura 11.11~. La resistencia por unidad de ancho 
de losa es la resistencia nominal a flexión de la losa; es decir, m = m,, donde m, se calcula me- P 
diante las ecuaciones usuales. Para efectos de diseño, mp se tomaría igual a @m, con @ = 0.9 como 
es usual para flexión. 

Para una losa estáticamente determinada como la de la figura 14.1, la formación de una sola 
línea de fluencia produce el colapso. Se forma así un "mecanismo", es decir, los segmentos de la 
losa entre la rótula y los apoyos pueden desplazarse sin que se incremente la carga. Sin embargo, 
las estructuras indeterminadas pueden resistir por lo general sus cargas sin presentar colapso aún 
después de la formación de una o más líneas de fluencia. Cuando la losa doblemente empotrada de 
la figura 14.2a, supuesta en este caso con igual refuerzo para los momentos negativos y positivos, 
está cargada de manera uniforme, presentará una distribución elástica de momentos como se indi- 
ca en la figura 14.2.b. A medida que la carga se incrementa en forma gradual, las secciones someti- 
das a mayores esfuerzos en los apoyos comenzaran a fluir; se producen entonces rotaciones en las 
rótulas lineales de apoyos, pero continúan actuando momentos de restricción con valor constante 
mp, de este modo la carga puede incrementarse aún más hasta que el momento en el centro de la 
luz sea igual a la capacidad de momento en este punto y se forma así una tercera línea de fluencia 
como se ilustra en la figura 14.2~. La losa es ahora un mecanismo donde ocurren grandes deflexiones 
y se presenta el colapso. 

El diagrama de momentos justo antes de la falla se presenta en la figura 14.2d. Observe que 
ya no es válida la relación de momentos elásticos positivo a negativo de 1:2. Como consecuencia de 
las deformaciones inelásticas, la relación entre estos dos momentos justo antes del colapso es 1:l 
para esta estructura en particular. La redistribución de momentos se analizó anteriormente en la 
sección 11.9 y se destacó que las relaciones de momentos para el estado de colapso dependen 
principalmente del refuerzo proporcionado, no de los resultados de los análisis elásticos. 

Línea de fluencia negativa 

Línea e 
FIGURA 14.2 
Losa armada en una dirección, empotrada en los 
extremos y cargada uniformemente. 
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TEOREMA DE LOS L~MITES SUPERIOR E INFERIOR 

Los métodos de análisis plástico, como en la teoría de las líneas de fluencia, provienen de la teoría 
general de plasticidad estructural; ésta establece que la carga última de colapso de una estructura se 
encuentra entre dos límites, uno superior y otro inferior, de la carga real de colapso. Éstos pueden 
determinarse con métodos bien conocidos. Una solución completa mediante la teoría de la plastici- 
dad trataría de hacer que los límites superior e inferior convergieran a una solución correcta. 

Al aplicarse a losas, los teoremas de los límites inferior y superior pueden enunciarse de la 
siguiente manera: 

Teorema del límite inferior: si para determinada carga externa es posible encontrar una distribución 
de momentos que satisface los requisitos de equilibrio, sin que los momentos excedan el momento de 
fluencia en ningún sitio, y si se satisfacen las condiciones de frontera, entonces la carga dada es un 
límite de la capacidad de carga real. 

Teorema del límite superior: si para un pequeño incremento en el desplazamiento, el trabajo interno 
que hace la losa -suponiendo que los momentos en todas las rótulas plásticas son iguales al momento 
de fluencia y que las condiciones de frontera se satisfacen- es igual al trabajo externo hecho por la 
carga dada para ese mismo pequeño incremento en el desplazamiento, entonces, esa carga es un lími- 
te superior de la capacidad de carga real. 

Si se satisfacen las condiciones del límite inferior, con certeza la losa puede soportar la carga 
determinada, aunque podría sostenerse cargas mayores si ocurriera una redistribución interna de 
momentos. Si se cumplen las condiciones del límite superior, una carga mayor que la determinada 
producirá con certeza la falla aunque una carga inferior puede generar el colapso si el mecanismo 
de falla seleccionado es incorrecto en cualquier sentido. 

En la práctica, para el análisis plástico de la estructura se trabaja bien sea con el teorema del 
límite inferior o con el teorema del límite superior, pero no con los dos, y se toman precauciones 
para garantizar que la carga de falla estimada se aproxime suficientemente al valor correcto. 

El método de las líneas de fluencia para el análisis de losas es un procedimiento de límite 
superior y, en consecuencia, la carga de falla calculada para una losa con resistencias conocidas a 
flexión puede ser mayor que el valor real. Esto es preocupante, puesto que el diseñador preferiría 
tener la respuesta correcta o, al menos, estar en el lado seguro. Sin embargo, en el análisis de líneas de 
fluencia se pueden incorporar procedimientos para ayudar a asegurar que la capacidad calculada sea 
la correcta. Estos procedimientos se ilustrarán mediante los ejemplos de las secciones 14.4 y 14.5. 

La ubicación y orientación de la línea de fluencia fueron evidentes para el caso de la losa simple- 
mente apoyada de la figura 14.1. Asimismo, las líneas de fluencia se determinaron con facilidad 
para la losa estáticamente indeterminada, armada en una dirección, de la figura 14.2. En otros 
casos resulta útil tener un conjunto de guías para dibujar las líneas de fluencia y localizar los ejes de 
rotación. Cuando una losa está al borde del colapso porque hay una cantidad suficiente de rótulas 
reales o plásticas para formar un mecanismo, los ejes de rotación se ubicarán a lo largo de las líneas 
de apoyo o sobre puntos de apoyo como son las columnas. Puede considerarse que los segmentos 
de losa rotan como cuerpos rígidos en el espacio, alrededor de estos ejes. La línea de fluencia entre 
cualquiera de los dos segmentos de losa adyacentes es recta, puesto que se trata de la intersección 
de dos superficies planas. Debido a que la línea de fluencia (por ser la línea de intersección entre 
dos planos) contiene todos los puntos comunes a estos dos planos, el punto de intersección (si 
existe) de los dos ejes de rotación debe estar sobre la línea de fluencia ya que este punto también es 
común para los dos planos. Es decir, la línea de fluencia (o la extensión de la misma) debe pasar 
por el punto de intersección de los ejes de rotación de los dos segmentos adyacentes de losa. 
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Los términos línea de jluencia positiva y línea de jluencia negativa se utilizan para diferenciar 
entre aquéllas asociadas con tensión en la parte inferior y tensión en la parte superior de la losa, 
respectivamente. 

Las pautas para determinar los ejes de rotación y las líneas de fluencia se resumen a conti- 
nuación: 

1. Las líneas de fluencia son rectas puesto que representan la intersección de dos planos. 
2. Las líneas de fluencia representan ejes de rotación. 
3. Los bordes apoyados de la losa también establecen ejes de rotación. Si el borde está empotrado, 

se puede formar una línea de fluencia negativa que suministra resistencia constante a la rota- 
ción. Si el borde está simplemente apoyado, el eje de rotación proporciona restricción nula. 

4. Un eje de rotación pasará sobre cualquier columna de apoyo. Su orientación dependerá de otras 
consideraciones. 

5. Debajo de las cargas concentradas se forman líneas de fluencia que salen radialmente desde el 
punto de aplicación de la carga. 

6. Una línea de fluencia entre dos segmentos de losa debe pasar por el punto de intersección de los 
ejes de rotación de los segmentos adyacentes de losa. 

En la figura 14.3, que ilustra una losa simplemente apoyada a lo largo de sus cuatro lados, la 
rotación de los segmentos de losa A y B ocurre alrededor de ab y cd respectivamente. La línea de 
fluencia ef entre estos dos segmentos es una línea recta que pasa por5 el punto de intersección de 
los ejes de rotación. 

En la figura 14.4 se presentan ilustraciones de la aplicación de las pautas para determinar la 
ubicación de las líneas de fluencia y los mecanismos de falla para algunas losas con diferentes condi- 
ciones de apoyo. En la parte (a) se presenta una losa continua sobre apoyos paralelos. Los ejes de 
rotación se ubican a lo largo de los apoyos (líneas de fluencia negativas) y cerca del centro de la luz, 
en dirección paralela a la de los apoyos (líneas de fluencia positivas). La ubicación particular para la 
línea de fluencia positiva, en este caso y en los demás de la figura 14.4, depende de la distribución de 
las cargas y del refuerzo de la losa. Más adelante se analizarán los métodos para determinar su ubica- 
ción. 

Para la losa continua sobre apoyos no paralelos que se presenta en la parte (b), la línea de 
fluencia (prolongada) en el centro de la luz debe pasar por la intersección de los ejes de rotación 
sobre los apoyos. En (c) hay ejes de rotación sobre los cuatro apoyos simples. A lo largo de las 
líneas de intersección de los segmentos rotantes de la losa se forman líneas de fluencia positiva. En 
la parte (d) se ilustra una losa rectangular armada en dos direcciones y sobre apoyos simples. Las 
líneas de fluencia diagonales deben pasar por las esquinas, mientras que la línea de fluencia central 
es paralela a los dos lados largos (para este caso, los ejes de rotación a lo largo de los apoyos 
opuestos se intersectan en el infinito). 

Con todos estos fundamentos, el lector no debe tener dificultades en la aplicación de las 
pautas anteriores a las losas de las figuras 14.4.e a 14.4g, para confirmar el patrón general presenta- 
do para las líneas de fluencia. En las referencias 14.1 a 14.15 pueden encontrarse muchos otros 
ejemplos. 

FIGURA 14.3 
Losa armada en dos direcciones con 

d bordes simplemente apoyados. 
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/ Apoyos no paralelo,s 

Apoyos empotrados 
en dos lados 

(0 

FIGURA 14.4 
Patrones comunes de línea de fluencia. 

Apoyos simples en todos los lados 

El 
Apoyos empotrados 

(e) en dos lados 

Cuatro columnas 

Ejes de rotación 

Una vez que se establece el patrón general de fluencia y rotación mediante la aplicación de 
las pautas estipuladas anteriormente, puede determinarse la ubicación y orientación específica de 
los ejes de rotación y la carga de falla de la losa con cualquiera de los dos métodos siguientes. Al 
primero se hará referencia como el método de equilibrio de segmentos y se presentará en la sección 
14.4. Éste considera el equilibrio de los segmentos individuales de losa que forman el mecanismo 
de colapso; además, genera un conjunto de ecuaciones simultáneas que permiten encontrar los 
parámetros geométricos desconocidos y la relación entre capacidad de carga y momentos resisten- 
tes. El segundo, conocido como el método de trabajo virtual, se describe en la sección 14.5. Este 
método se basa en igualar el trabajo interno realizado en las rótulas plásticas con el trabajo externo 
que efectúan las cargas al someter el mecanismo predefinido de falla a un desplazamiento virtual 
pequeño. 

Se debe hacer énfasis en que cualquier método de análisis de líneas defluencia es un método de 
límite superior en el sentido de que la carga real de colapso nunca será mayor pero sí puede ser 
- 
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Borde libre , Líneas de fluencia Líneas de fluencia 

Apoyada en-" 
tres lados (a) 

FIGURA 14.5 
Mecanismos alternos para una losa apoyada en tres lados. 

menor que la carga estimada. En cualquier método la solución tiene dos partes esenciales: (a) 
establecer el patrón de falla correcto y (b) encontrar los parámetros geométricos que definen la 
ubicación y orientación exactas de las líneas de fluencia y obtener la relación entre la carga aplica- 
da y los momentos resistentes. Cualquiera de los métodos puede desarrollarse de manera que se 
llegue a la solución correcta para el mecanismo seleccionado para estudio, pero la carga real de 
falla se encontrará sólo si se escoge el mecanismo correcto. 

Por ejemplo, la losa rectangular de la figura 14.5, apoyada a lo largo de sólo tres lados y libre 
a lo largo del cuarto, puede fallar por cualquiera de los dos mecanismos expuestos. Un análisis 
basado en el patrón de fluencia a puede indicar una capacidad de la losa mayor que uno basado en 
el patrón b, o viceversa. Es necesario investigar todos los posibles mecanismos de cualquier losa, 
para confimar que se encuentre la solución correcta que da la menor carga de falla?. 

El método de equilibrio de segmentos no debe confundirse con un método de equilibrio real, 
como el de las franjas del capítulo 15. Un método de equilibrio real es un método de análisis de 
límite inferior, es decir, dará siempre un límite inferior de la capacidad real de la losa. 

ANÁLISIS MEDIANTE EL EQUILIBRIO DE SEGMENTOS 
Una vez que se establece el patrón general de fluencia y rotación aplicando las pautas de la sección 
14.3, puede determinarse la localización y orientación de los ejes de rotación y la carga de falla para 
la losa con base en el equilibrio de sus diferentes segmentos. Cada segmento, considerado como un 
cuerpo libre, debe estar en equilibrio bajo la acción de las cargas aplicadas, los momentos a lo largo 
de las líneas de fluencia y las reacciones o cortantes a lo largo de las líneas de apoyo. Se observa 
que, puesto que los momentos de fluencia son momentos principales, los momentos de torsión son 
iguales a cero a lo largo de las líneas de fluencia y, en muchos casos, las fuerzas cortantes también 
son iguales a cero. Por lo general, al enunciar las ecuaciones de equilibrio sólo se considera el 
momento unitario m. 

Ejemplo 14.1. Análisis de una losa armada en una dirección mediante el equilibrio de segmentos. El 
método se demostrará inicialmente con referencia a la losa continua en una dirección y cargada uni- 
formemente como aparece en la figura 14.6~. La losa tiene una luz de 10 pies y está reforzada para 
proporcionar una resistencia a la flexión positiva $mn = 5.0 klb-pielpie en toda la luz. Además el acero 
negativo sobre los apoyos suministra capacidades a momento de 5.0 klb-pielpie en A y 7.5 klb-pielpie 
en C. Determine la capacidad última de carga de la losa. 

Solución. La cantidad de ecuaciones requeridas de equilibrio dependerá del número de incógnitas. Una 
de ellas es siempre la relación entre los momentos resistentes de la losa y la carga. Otras incógnitas se 

- 

t La importancia de este punto fue resaltada por el profesor Ame Hillerborg de Lund Institute of Technology, Suecia, en una comunicación al 
director de la publicación del ACI, Concrete Zntemational, vol. 13, no. 5, 1991. El profesor Hillerborg indicó que en realidad existen dos 
patrones de líneas de fluencia adicionales para losas como las de la figura 14.5. Para un conjunto particular de dimensiones y refuerzo, estos 
mecanismos dieron un valor de carga de falla inferior que el dado por el mecanismo mostrado en la figura 14.5a. 



452 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 
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(a) ( c) 

FIGURA 14.6 
Análisis de una losa en una dirección mediante las ecuaciones de equilibrio de segmentos. 

requieren para definir la ubicación de las líneas de fluencia. En este caso, sólo se requiere una ecuación 
adicional para definir la distancia de la línea de fluencia a los apoyos. Si se toma el segmento izquierdo 
de la losa como un cuerpo libre y se enuncia la ecuación de equilibrio de momentos con respecto a la 
línea izquierda de apoyo (ver la figura 14.6b) se llega a 

De modo similar, para el segmento de losa derecho, 

Resolviendo las ecuaciones (a) y (b) simultáneamente para w y x se obtiene 

w = 0.89 klblpie2 x = 4.75 pies 

Si una losa se refuerza de manera idéntica en direcciones ortogonales, el momento resistente 
último es igual en estas dos direcciones y a lo largo de cualquier otra línea independientemente de su 
dirección. Se dice que tal losa está reforzada isotrópicamente. Sin embargo, si las resistencias últimas 
son diferentes en dos direcciones perpendiculares, se dice que la losa es ortogonalmente anisotrópica 
o simplemente ortotrópica; en esta sección se analizarán sólo losas isotrópicas. El refuerzo ortotrópico, 
que se utiliza con bastante Cecuencia en la práctica, se estudiará en la sección 14.6. 

En el análisis de líneas de fluencia resulta conveniente representar los momentos con vectores. 
Se seguirá la convención estándar, mediante la cual los momentos actúan en dirección de las mane- 
cillas del reloj cuando se observan a lo largo de la flecha del vector. El tratamiento de los momen- 
tos como cantidades vectoriales se ilustrará en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 14.2. Análisis de una losa cuadrada mediante el equilibrio de segmentos. Una losa cuadrada 
está simplemente apoyada a lo largo de todos los lados y se va a reforzar isotrópicamente. Determine 
el momento resistente m = @m,, por pie lineal, requerido para sostener justo una carga mayorada y 
uniformemente distribuida de w lb/pie2. 

Solución. Las condiciones de simetría indican el patrón de líneas de fluencia que se muestra en la 
figura 14.7~. Teniendo en cuenta el equilibrio de momentos en cualquiera de los segmentos de losa 
idénticos con respecto a su. apoyo (ver la figura 14.7b), se obtiene 
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FIGURA 14.7 
Análisis de una losa cuadrada en dos direcciones, mediante las ecuaciones 
de equilibrio de segmentos. 

En los dos ejemplos anteriores, el momento resistente era constante a lo largo de cualquier 
línea de fluencia particular, es decir, las barras de refuerzo eran de diámetro constante y estaban 
espaciadas uniformemente a lo largo de determinada línea de fluencia. Por otro lado, se recordará 
que, al utilizar los métodos elásticos para el análisis de losas presentados en los capítulos 12 y 13, 
las barras de refuerzo aparecen generalmente con espaciamientos diferentes y pueden ser de diver- 
so diámetro en las franjas centrales, en comparación con las franjas de columna o las de borde. La 
resistencia última de una losa diseñada con los métodos elásticos, que llevan a las variaciones ante- 
riores, puede analizarse fácilmente por el método de las líneas de fluencia. Es necesario simple- 
mente subdividir una línea de fluencia en sus partes componentes, dentro de cada una de las cuales 
el momento resistente por unidad de longitud de rótula es constante. Tanto las ecuaciones de equi- 
librio de esta sección como las de trabajo de la sección 14.5 pueden modificarse de esta manera. 

ANÁLISIS MEDIANTE EL MÉTODO DE TRABAJO VIRTUAL 

Como alternativa al método de la sección 14.4, se presenta un método de análisis que utiliza el prin- 
cipio de trabajo virtual. Puesto que los momentos y las cargas están en equilibrio cuando se forma el 
patrón de líneas de fluencia, un aumento infinitesimal en la carga producirá una deflexión adicional 
de la estructura. El trabajo externo realizado por las cargas para producir una deflexión virtual arbi- 
trariamente pequeña debe ser igual al trabajo interno hecho a medida que la losa rota alrededor de 
las líneas de fluencia para permitir esta deflexión. Por consiguiente, se da a la losa un desplazamiento 
virtual unitario y de este modo pueden calcularse las rotaciones correspondientes en las diversas 
líneas de fluencia. Al igualar el trabajo interno con el externo, se obtiene la relación entre las cargas 
aplicadas y los momentos últimos resistentes de la losa. Las rotaciones y deflexiones elásticas no se 
tienen en cuenta al enunciar las ecuaciones de trabajo, puesto que son muy pequeñas en comparación 
con las deformaciones plásticas. 

a. Trabajo externo realizado por las cargas 
Al imponer un desplazamiento virtual pequeño, una carga externa que actúa sobre un segmento de 
losa realiza un trabajo igual al producto de su magnitud constante por la distancia a lo largo de la 
cual se mueve el punto de aplicación de la carga. Si la carga está distribuida sobre una longitud o 
sobre un área, en vez de ser concentrada, el trabajo puede calcularse como el producto de la carga 
total por el desplazamiento del punto de aplicación de su resultante. 

La figura 14.8 ilustra las bases para el cálculo del trabajo externo para diversos tipos de car- 
gas. Si a una losa cuadrada que soporta una carga concentrada única en su centro (ver la figura 
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FIGURA 14.8 -- 
Bases para el cálculo del trabajo externo para diver- 

( c) (d) sos tipos de cargas. 

14.8~~) se le da un desplazamiento virtual definido por un valor unitario bajo la carga, el trabajo 
externo es 

Si la losa de la figura 14.8b, apoyada a lo largo de tres lados y libre en el cuarto, se somete a una 
carga lineal w por unidad de longitud a lo largo de su borde libre, y si a este borde se le da un 
desplazamiento virtual con un valor unitario a lo largo de la parte central, el trabajo externo es 

Cuando una carga distribuida w por unidad de área actúa sobre un segmento triangular definido 
por una rótula lineal y por líneas de fluencia, como en la figura 14.8c, 

wab 1 wab We = - x -  = - 
2 3 6  

mientras que para el segmento de losa rectangular de la figura 14.8d, que sostiene una carga distri- 
buida w por unidad de área, el trabajo externo es 

Formas trapezoidales más complicadas siempre pueden subdividirse en sus componentes triangulares y 
rectangulares. El trabajo externo total se calcula entonces, sumando el trabajo hecho por las cargas 
sobre las partes individuales de los mecanismos de falla, con todos los desplazamientos referidos a un 
valor unitario asignado en cualquier parte del sistema. No hay dificultades al combinar el trabajo reali- 
zado por cargas concentradas, lineales y distribuidas, cuando éstas actúan en combinación. 

b. Trabajo interno realizado por los momentos resistentes 
El trabajo interno hecho durante la aplicación de un desplazamiento virtual se encuentra sumando 
los productos de los momentos de fluencia m por unidad de longitud de rótula, por las rotaciones 
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plásticas O en las respectivas líneas de fluencia, consistentes con el desplazamiento virtual. Si el 
momento resistente m es constante a lo largo de la línea de fluencia de longitud 1, y si se experirnen- 
ta una rotación 8 el trabajo interno es, 

Si el momento resistente varía, como sería el caso en que el tamaño o el espaciamiento de las 
barras no sea constante a lo largo de la línea de fluencia, ésta última se divide en n segmentos 
dentro de cada uno de los cuales el momento es constante. El trabajo interno es entonces 

Para todo el sistema, el trabajo interno total realizado es la suma de las contribuciones de todas las 
líneas de fluencia. Observe que en todos los casos la contribución del trabajo interno es positiva, 
independientemente del signo de m, porque la rotación ocurre en la misma dirección que el mo- 
mento. Por otro lado, el trabajo externo puede ser positivo o negativo según la dirección del despla- 
zamiento del punto de aplicación de la resultante de fuerzas. 

Ejemplo 14.3. Análisis de una losa en una dirección mediante el método de trabajo virtual. Determine 
la capacidad de carga de la losa continua en una dirección (cargada uniformemente) que aparece en la 
figura 14.9, utilizando el método de trabajo virtual. Los momentos resistentes de la losa son 5.0,5.0 y 
7.5 klb-pielpie en A, B y C respectivamente. 

Solución. Se aplica una deflexión unitaria en el punto B de la losa. Entonces, el trabajo externo realiza- 
do por la carga es la suma de las cargas multiplicadas por sus desplazamientos y es igual a 

Las rotaciones en las rótulas se calculan en términos de la deflexión unitaria (ver la figura 14.9) y son 

El trabajo interno es la suma de los momentos multiplicados por sus correspondientes ángulos de 
rotación: 

Al igualar el trabajo externo con el interno, se obtiene: 

FIGURA 14.9 
Análisis de una losa, en una dirección, mediante el método 
del trabajo virtual. 

www.elsolucionario.org
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Para determinar el valor mínimo de w, esta expresión se deriva con respecto ax  y se iguala a cero: 

A partir de lo cual 

x = 4.75 pies 

Al sustituir este valor en la expresión anterior para w, se obtiene 

como antes. 

En muchos casos, en particular aquéllos con líneas de fluencia definidas mediante varias 
dimensiones desconocidas (como en la figura 14.4f), la solución directa por el método del trabajo 
virtual resultaría bastante tediosa. Las derivadas ordinarias en el ejemplo anterior se remplazarían 
por varias derivadas parciales, produciendo un conjunto de ecuaciones que deben resolverse simul- 
táneamente. En estos casos, por lo general es más conveniente seleccionar una sucesión arbitraria 
de ubicaciones posibles de líneas de fluencia, resolver los mecanismos resultantes para la carga 
desconocida (o para el momento desconocido) y determinar la carga mínima correcta (o el mo- 
mento máximo) por tanteos. 

Ejemplo 14.4. Análisis de una losa rectangular mediante el método de trabajo virtual. La losa en dos 
direcciones de la figura 14.10 está simplemente apoyada en los cuatro lados y soporta una carga últi- 
ma, uniformemente distribuida, de w lb/pie2. Determine la resistencia última a momento de la losa 
que se va a reforzar de manera isotrópica. 

Solución. Se formarán líneas de fluencia positivas siguiendo el patrón que se ilustra en la figura 14.10~~ 
con la dimensión a como incógnita. La dimensión correcta a será aquella que maximice la resistencia 
a momento requerida para soportar la carga w. Los valores de a y m se determinarán por tanteos. 

En la figura 14.10a, la longitud de la línea de fluencia diagonal es m. A partir de la seme- 
janza de triángulos, 

Entonces, la rotación de la rótula plástica en la línea de fluencia diagonal correspondiente a una 
deflexión unitaria en el centro de la losa (ver la figura 14.10b) es 

FIGURA 14.10 
Análisis de una losa rectangular en dos direcciones 
mediante el método de trabajo virtual. 



La rotación de la línea de fluencia paralela a los lados largos de la losa es: 

Para un primer ensayo tome a = 6 pies. Entonces, la longitud de la línea de fluencia diagonal es 

J%TZ = 7.81 pies 

La rotación en la línea de fluencia diagonal es: 

En la línea de fluencia central, se tiene t12 = 0.40. El trabajo interno realizado al aplicar el incremento 
en la deflexión es 

Wi = (m x 7.81 x 0.261 x 4) + (m x 8 x 0.40) = 11.36m 

El trabajo externo realizado durante la misma deflexión es 

Al igualar Wi y W,, se obtiene 

Tanteos sucesivos para diferentes valores de a generan los siguientes datos: 

Resulta evidente que el patrón de líneas de fluencia definido mediante a = 6.5 pies es crítico. El 
momento resistente requerido para la losa dada es 7 . 0 8 ~ .  

REFUERZO ORTOTRÓPICO Y L~NEAS DE FLUENCIA OBLICUAS 

Por lo general, el refuerzo de la losa se coloca ortogonalmente, es decir, en dos direcciones perpen- 
diculares. El mismo refuerzo puede proporcionarse en cada dirección, pero en muchos casos prác- 
ticos se logra un diseño más económico utilizando refuerzo con diferentes áreas de barras o diversos 
espaciamientos en cada una de las direcciones. En estos casos, se dice que el refuerzo es 
ortogonalmente anisotrópico o simplemente ortotrópico. 

Con frecuencia, las líneas de fluencia se desarrollan formando un ángulo con las direcciones 
establecidas por el refuerzo; éste fue el caso en muchos de los ejemplos que se analizaron anterior- 
mente. Para el estudio de líneas de fluencia, es necesario calcular el momento resistente por uni- 
dad de longitud a lo largo de estas líneas de fluencia oblicuas. Esto requiere el cálculo de las 
contribuciones a la resistencia de cada uno de los dos conjuntos de barras. 

La figura 14.11a presenta una malla ortogonal de refuerzo, que forma un ángulo a entre la 
línea de fluencia y las barras en la direcciónx. Las barras en la direcciónx están colocadas con un 
espaciamiento v y tienen un momento resistente my por unidad de longitud con respecto al eje Y, 
mientras que las barras en la dirección Y tienen un espaciamiento u y un momento resistente m, 
por unidad de longitud con respecto al eje X. Los momentos resistentes por unidad de longitud 
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Línea de fluencia 

(a) 

FIGURA 14.11 
Línea de fluencia oblicua con refuerzo ortotrópico: (a) malla ortogonal y línea de fluencia; 
(b)  barras en la dirección Y; ( c )  barras en la dirección X. 

para las barras en las direcciones Y yX se determinarán por separado, con referencia a las figuras 
14.11b y c, respectivamente. 

Para las barras en la dirección Y, el momento resistente por barra con respecto al ejeX es m$ 
y la componente de esta resistencia alrededor del eje a es m p  cos a. El momento resistente por 
unidad de longitud a lo largo del eje a suministrado por las barras en la dirección Yes, por consiguien- 
te, 

mxu cos a 2 
maY = = mxcos a 

U/ cos a 

Para las barras en la direcciónx, el momento resistente por barra con respecto al eje Y es myv, y la 
componente de esa resistencia con respecto al eje a es my v sen a. Así que, el momento resistente 
por unidad de longitud a lo largo del eje a que proveen las barras en la dirección X es 

myv sena 2 
max = = m,, sen a v/sen a 

Así, para la combinación de los conjuntos de barras, el momento resistente por unidad de longitud 
medido a lo largo del eje a está dado por la suma de las resistencias determinadas por las ecuaciones 

(a) Y (b): 

Observe que, para el caso especial en que m, = my = m, con el mismo refuerzo proporcionado en 
las dos direcciones, 

Se dice que la losa está reforzada isotrópicamente, con la misma resistencia por unidad de longitud 
independientemente de la orientación de la línea de fluencia. 

El análisis que se acaba de presentar ignora cualquier consideración relacionada con la com- 
patibilidad de deformaciones a lo largo de la línea de fluencia y supone que los desplazamientos al 
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nivel del acero durante la fluencia, que esencialmente son perpendiculares a la línea de fluencia, 
son suficientes para producir la fluencia en los dos conjuntos de barras. Esto es razonable de acuer- 
do con los datos de ensayos, excepto para valores de a cercanos a O0 o a 90°. Para estos casos, sería 
conservador no tener en cuenta la contribución de las barras casi paralelas a la línea de fluencia. 

Se ha demostrado que el análisis de una losa ortotrópica puede simplificarse asimilándolo al 
de una losa isotrópica equivalente, llamada losa afín, siempre y cuando la relación entre las áreas 
de refuerzo negativa y positiva sea la misma en las dos direcciones. Las dimensiones horizontales y 
las cargas sobre la losa deben modificarse para permitir esta transformación. En las referencias 
14.1 a 14.5 se encontrarán detalles con respecto a lo anterior. 

Ejemplo 14.5. Momento resistente a lo largo de una línea de fluencia oblicua. La losa de balcón de la 
figura 14.12 tiene apoyos empotrados a lo largo de dos lados adyacentes y está libre de apoyo en el 
tercer lado. Está reforzada para flexión positiva con barras No. 5 espaciadas a 10 pulg y con una 
profundidad efectiva de 5.5 pulg, paralelas al borde libre, y barras No. 4 espaciadas a 10 pulg y con una 
altura efectiva de 5.0 pulg en dirección perpendicular a ese borde. La resistencia del concreto y el 
esfuerzo de fluencia del acero son 4000 Ib/pulg2 y 60,000 lb/pulg2 respectivamente. Un posible meca- 
nismo de falla incluye una línea de fluencia positiva formando un ángulo de 30° con respecto al borde 
largo, como se ilustra. Determine el momento resistente total a lo largo de la línea de fluencia positiva 
suministrado por los dos conjuntos de barras. 

Empotrado 

FIGURA 14.12 
Ejemplo de línea de fluencia oblicua. 

Solución. Se puede confirmar que el momento resistente con respecto al ejeX, proporcionado por las 
barras en la dirección Y, es m = 5.21 lúb-pielpie y el momento resistente con respecto al eje Y que 
proveen las barras en la direcGónx es m = 8.70 lúb-pielpie (los dos con un valor = 0.90 incluido). 
La línea de fluencia forma un ángulo de lo0 con las barras en el ejeX. Dado que cos a = 0.500 y sena 
= 0.866, el momento resistente a lo largo del eje a a partir de la ecuación (14.1) es 

CONDICIONES ESPECIALES EN LOS BORDES Y EN LAS ESQUINAS 
En los ejemplos anteriores se realizaron algunas simplificaciones para la definición de los patrones 
de líneas de fluencia en la vecindad de los bordes y de las esquinas. En algunos casos, como en las 
figuras 14.4b y f, se indican las líneas de fluencia positivas interceptando un borde en determinado 
ángulo. En realidad, tanto para los bordes libres como para los simplemente apoyados, los momen- 
tos de flexión al igual que los de torsión deben ser en teoría iguales a cero. Los esfuerzos principa- 
les son en la dirección paralela y en la perpendicular al borde y, en consecuencia, las líneas de 
fluencia deben penetrar en un borde en la dirección perpendicular a éste. Los ensayos confirman 
que lo anterior es cierto, pero las líneas de fluencia cambian de dirección generalmente sólo cuan- 
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do están muy cerca del borde, donde la distancia t de la figura 14.1 111eña en comilnra- 
ción con las dimensiones de la losa (ver la referencia 14.4). 

Con referencia a la figura 14.13, la línea de fluencia real de a puede sl-L~plificarse prolongán- 
dola en línea recta hasta el borde, como en b, si se introduce un par de fuerzas cortantes concentra- 
das mt en las esquinas de los segmentos de la losa. La fuerza mt que actúa hacia abajo en la esquina 
aguda (cruz con círculo), y la fuerza mt que actúa hacia arriba en la esquina obtusa (punto con 
círculo) son, conjuntamente, el equivalente estático de los momentos de torsión y de las fuerzas 
cortantes cerca del borde. En la referencia 14.4 se demuestra que la magnitud de las fuerzas cor- 
tantes ficticias m, está determinada por la expresión 

donde m es el momento resistente por unidad de longitud a lo largo de la línea de fluencia y a es el 
ángulo agudo entre la línea de fluencia simplificada y el borde de la losa. 

Debe observarse que, aunque las fuerzas ficticias entran en la solución por el método de 
equilibrio, la solución mediante el método de trabajo virtual no se afecta porque el trabajo neto 
realizado por el par de fuerzas iguales y opuestas que se mueven a través del desplazamiento vir- 
tual idéntico es cero. 

También, en los ejemplos anteriores se supuso que las líneas de fluencia entraban en las 
esquinas entre los dos lados que se intersectan. Una alternativa posible es que la línea de fluencia 
se bifurque antes de alcanzar la esquina, formando lo que se conoce como unapalanca de esquina, 
como aparece en la figura 14.14~. 

Si la esquina no se sujeta hacia abajo, el elemento triangular abc pivotearán con respecto al 
eje ab y se levantará de los apoyos. El desarrollo de una palanca de esquina se expone claramente 
en la figura 14.15. La fotografía muestra un modelo de losa de concreto reforzado que se ensayó 
con carga uniformemente distribuida. Los bordes estaban simplemente apoyados y no se encontra- 

FIGURA 14.13 
Condiciones en el borde de una losa: 
(a) línea de fluencia real; (b) línea de 
fluencia simplificada. 

(a) (b) 

FIGURA 14.14 
Condiciones de las esquinas. 



FIGURA 14.15 
Desarrollo de palancas de esquina en una losa simplemente apoyada con carga uniforme. 

ban restringidos contra movimiento hacia arriba. Si la esquina se sujeta hacia abajo se logra una 
situación similar, excepto que la línea ab se convierte en una línea de fluencia. Si se desea controlar 
el agrietamiento en las esquinas de estas losas, debe suministrarse acero superior en dirección más 
o menos perpendicular a la línea ab. La dirección tomada por las líneas de fluencia positivas, cerca 
de las esquinas, indica la conveniencia de refuerzo suplementario en la parte inferior de la losa en 
las esquinas, colocado en dirección aproximadamente paralela a la línea ab (ver la sección 12.6). 

Aunque los patrones de líneas de fluencia con palancas de esquina generalmente son más 
críticos con los que no las tienen, éstas se ignoran a menudo en el análisis de líneas de fluencia. El 
análisis resulta considerablemente más complicado si se tiene en cuenta la posibilidad de las palan- 
cas de esquina, y el margen de error cometido al no tenerlas en cuenta por lo general es pequeño. 

Como ilustración, la losa cuadrada cargada uniformemente del ejemplo 14.2, analizada para 
el patrón de líneas de fluencia supuesto de la figura 14.7, requería una capacidad última a momen- 
to de wL2/24. El patrón real de líneas de fluencia en la falla es el que se indica en la figura 14.4b. 
Puesto que se introducen dos parámetros adicionales m y n necesarios para definir el patrón de 
líneas de fluencia, ahora se requiere un total de tres ecuaciones de equilibrio. Estas ecuaciones se 
obtienen sumando los momentos y las fuerzas verticales sobre los segmentos de la losa. Este análi- 
sis genera un momento resistente requerido de wL2/22, con un aumento aproximado del 9 por 
ciento en comparación con los resultados de un análisis que desprecia las palancas de esquina. La 
influencia de estos efectos de esquina puede ser considerablemente mayor cuando el ángulo de la 
esquina es menor que 90°. 

PATRONES EN FORMA DE ABANICO BAJO CARGAS CONCENTRADAS 

Cuando una carga concentrada actúa sobre una losa de concreto reforzado en un punto interior de 
la misma, lejos de cualquier borde o esquina, se formará una línea de fluencia negativa con un 
patrón más o menos circular como aparece en la figura 14.16a con líneas de fluencia positivas 
saliendo radialmente a partir del punto de aplicación de la carga. Si el momento resistente positivo 
por unidad de longitud es m y el negativo es m: los momentos por unidad de longitud que actúan a 
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FIGURA 14.16 
Patrón de las líneas de fluencia en forma de abanico bajo cargas concentradas: (a) líneas de 
fluencia en forma de abanico; (b)  vectores de momento actuando sobre un segmento de abanico; 
(c) resultante de los vectores de momento positivo; (d) vista de borde de un segmento de abanico. 

lo largo de los bordes de un elemento individual del abanico, con un ángulo central p y un radio r, 
son como los de la figura 14.16b. Para valores pequeños del ángulop el arco a lo largo de la línea de 
fluencia negativa puede representarse mediante una línea recta con longitud rp. 

La figura 14.16~ indica la resultante de momentos obtenida mediante la sumavectorial de los 
momentos positivos mr que actúan a lo largo de los bordes radiales del segmento de abanico. La 
suma vectorial es igual a mrp que actúa a lo largo de la longitud rp y el momento positivo resultante 
por unidad de longitud es, en consecuencia, m. Éste actúa en la misma dirección que el momento 
negativo m', como se señala en la figura 14.16d. Esta figura también muestra la fracción de la carga 
total P que actúa sobre el segmento de abanico. 

Al tomar momentos con respecto al eje a-a, se obtiene 

a partir de lo cual 

P = &(m + m') (14.4) 

Observe que la carga P de colapso resulta independiente del radio r del abanico. Cuando sólo actúa 
una carga concentrada, puede formarse un abanico completo de cualquier radio sin que cambie la 
carga de colapso. 

Se concluye que la ecuación (14.4) también de la carga de colapso para una losa con extremos 
empotrados de cualquier forma y que sostiene sólo una carga concentrada P. La única condición 
necesaria es que la frontera sea capaz de soportar un momento de restricción igual a m' en todos 
los puntos. 

Otros casos de carga de interés práctico, que incluyen una carga concentrada cerca o sobre un 
borde libre y una carga concentrada sobre una esquina, se tratan en al referencia 14.5. Cargas 
distribuidas sobre pequeñas áreas y combinaciones de carga se analizan en la referencia 14.12. 
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A partir de las secciones anteriores se hace evidente la utilidad de la teoría de líneas de fluencia. En 
general, las soluciones elásticas sólo están disponibles para condiciones restringidas, por lo general 
losas y sistemas de losas rectangulares cargadas de manera uniforme; éstas no tienen en cuenta los 
efectos de acción inelástica, excepto en forma empírica. Mediante el análisis de líneas de fluencia 
se puede tener una determinación racional de la resistencia a flexión de losas de cualquier forma, 
apoyadas de varias maneras, con cargas concentradas al igual que distribuidas y cargas parcialmen- 
te distribuidas; los efectos de huecos de cualquier tamaño también pueden incluirse. Se observa 
entonces, que este método es una poderosa herramienta analítica para el ingeniero estructural. 

Por otro lado, como método de límite superior, éste predice una carga de colapso que puede 
ser mayor que la de colapso real. La capacidad real será menor que la estimada si el mecanismo 
seleccionado no es el que controla o si la ubicación específica de las líneas de fluencia no es correc- 
ta. La mayoría de los ingenieros preferiría un método que, aunque produzca error, esté del lado de 
la seguridad. A este respecto, el método de las franjas del capítulo 15 es claramente superior. 

Además de lo anterior, también es evidente que la teoría de líneas de fluencia ofrece en 
esencia un método para calcular la capacidad de diseños preliminares, a los cuales se llega median- 
te cualquier otro medio, más que para determinar la cantidad y el espaciamiento del refuerzo. No 
es, estrictamente hablando, un método de diseño. Para ilustrar lo anterior, la teoría de las líneas de 
fluencia no induce al diseñador a colocar acero de manera diferente a un espaciamiento lateral 
uniforme a lo largo de una línea de fluencia. Por ejemplo, es necesario considerar los resultados del 
análisis elástico de una placa plana para comprender que, en este caso, el refuerzo debe colocarse 
conformando bandas más fuertes a través de las columnas. 

En la aplicación del análisis de líneas de fluencia a losas, debe recordarse que éste se basa en 
la capacidad de rotación disponible en dichas líneas. Si el refuerzo de la losa corresponde en forma 
cercana a la distribución elástica de momentos en la losa, se requiere poca rotación. Si, de otro 
lado, existe una marcada diferencia, es posible que la rotación requerida exceda la capacidad de 
rotación disponible, en cuyo caso la losa fallará prematuramente. Sin embargo, puesto que las losas 
tienen en general muy poco refuerzo, tendrán capacidad de rotación adecuada para alcanzar las 
cargas últimas estimadas mediante el análisis por líneas de fluencia. 

Debe también tenerse en cuenta que el análisis mediante líneas de fluencia se enfoca total- 
mente hacia la capacidad a flexión de la losa. Se presume que no ocurrirá una falla temprana por 
cortante o por torsión, y que no se presentarán agrietamientos y deflexiones excesivas para las 
cargas de servicio. El Código ACI 13.5.1 llama la atención específicamente a la necesidad de cum- 
plir "todas las condiciones de funcionalidad, incluyendo los límites especificados referentes a las 
deflexiones" y el comentario del ACI 13.5.1 enfatiza la necesidad de una "evaluación de las condi- 
ciones de esfuerzos alrededor de los apoyos con relación al cortante y a la torsión al igual que a la 
flexión". 
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PROBLEMAS 
14.1. Una losa cuadrada que mide 10 pies en cada lado está simplemente apoyada en tres de sus lados y libre 

de apoyo a lo largo del cuarto. Está reforzada para flexión positiva con una malla de acero isotrópica 
que proporciona una resistencia $mn de 7000 lb-pielpie en cada una de las dos direcciones principales. 
Determine la carga uniformemente distribuida que producirá la falla a flexión utilizando el método de 
trabajo virtual. 

14.2. La losa triangular de la figura P14.2 tiene apoyos empotrados a lo largo de dos bordes perpendiculares 
y está libre de cualquier apoyo en el borde diagonal. El refuerzo negativo en dirección perpendicular 
a los bordes de apoyo suministra una resistencia de diseño $mn = 4 klb-pielpie. La losa está reforzada 
para flexión positiva mediante una malla ortogonal que provee una resistencia $mn = 2.67 klb-pielpie 
en todas las direcciones. Determine la carga mayorada total w, que producirá la falla a flexión. Se 
sugiere una solución mediante el método de trabajo virtual. 

1: 20' 
4 FIGURA P14.2 

143. La losa de concreto reforzada en una dirección de la figura P14.3 tiene una luz de 20 pies. Está simple- 
mente apoyada en su borde izquierdo, totalmente empotrada en su borde derecho y libre de apoyo a 
lo largo de los dos lados largos. El refuerzo proporciona una resistencia de diseño $mn = 5 klb-pielpie 
para flexión positiva y $mn = 7.5 klb-pielpie para flexión negativa en el extremo derecho. Con el 
método de equilibrio, determine la carga mayorada w, uniformemente distribuida sobre la superficie, 
que producirá la falla a flexión. 

Simplemente 
apoyada Empotrada 1 O' I I 
L 

Libre 
i_ 

FIGURA P14.3 

14.4. Resuelva el problema 14.3 utilizando el método de trabajo virtual. 
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14.5. La losa triangular que aparece en la figura P14.5 servirá como protección contra el clima sobre un 
muelle de carga. Las condiciones de apoyo son: esencialmente empotrada a lo largo de AB y BC y 
borde libre a lo largo de AC. Además de su peso propio, debe tenerse en cuenta una carga muerta 
superpuesta de 15 lb/pie2 y una carga viva de servicio de 40 lb/pie2. Las resistencias de los materiales 
son f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. Utilizando el análisis mediante líneas de fluencia, deter- 
mine el espesor requerido de losa h y encuentre el refuerzo necesario en las secciones críticas. Ignore 
los pivotes de esquina. Utilice una cuantía máxima de acero de 0.005. Seleccione el tamaño de las 
barras y su espaciamiento e incluya un esquema que resuma los aspectos importantes del diseño. Haga 
una verificación aproximada pero conservadora de la seguridad contra falla a cortante para el diseño. 
Incluya también un estimativo conservador de la deflexión cercana al centro del borde AC que ocasio- 
na la carga viva total. 

FIGURA P14.5 

14.6. La losa cuadrada de concreto de la figura P14.6 está soportada por muros monolíticos de concreto que 
proporcionan restricción total vertical y rotacional a lo largo de dos bordes adyacentes, y por una 
columna en tubo de acero de 6 pulg de diámetro, cercana a la esquina exterior, que ofrece restricción 
rotacional insignificante. Está reforzada para flexión positiva mediante una malla ortogonal de barras 
paralelas a los muros, la cual suministra una capacidad de diseño a momento $m, = 6.5 klb-pielpie en 
todas las direcciones. El refuerzo negativo en dirección perpendicular a los muros, y las barras negati- 
vas en la esquina exterior paralelas a la diagonal de la losa, proveen un $m, = 8.9 klb-pielpie. Ignoran- 
do los pivotes de esquina, determine la carga mayorada total uniformemente distribuida w, que iniciará 
la falla a flexión. Se recomienda la solución mediante el método de trabajo virtual con una geometría 
de colapso establecida mediante ensayos sucesivos. Las longitudes de las líneas de fluencia y las dis- 
tancias perpendiculares se determinan más fácilmente en forma gráfica. 
Incluya una revisión de la capacidad a cortante de la losa utilizando métodos aproximados. La columna 
de acero está coronada con una platina de 12 x 12 pulg que suministra el área de contacto. 

Empotrado 
FIGURA P14.6 

14.7. La losa cuadrada que aparece en la figura P14.7, monolítica con un muro de concreto reforzado a lo 
largo del borde CD, el cual le proporciona empotramiento total, también se apoya en el muro de 
mamposteríaAB que proporciona una línea de apoyo simple. La losa debe sostener una carga mayorada 
w, = 300 lb/pie2 incluyendo su peso propio. Suponiendo-un espesor de losa uniforme de 6 pulg, deter- 
mine el refuerzo requerido. Incluya un esquema que resuma los detalles de su diseño indicando la 
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ubicación y la longitud de todas las barras de refuerzo. Revise también la capacidad a cortante de la 
estructura adoptando cualquier supuesto que parezca razonable y necesario. Utilice fi = 4000 lb/ 
pulg2 y& = 60,000 lb/pulg2. 

14.8. La losa de la figura P14.8 está apoyada sobre tres bordes empotrados pero no tiene soporte a lo largo 
de uno de los lados largos. Tiene un espesor uniforme de 7 pulg, que genera profundidades efectivas 
en la dirección larga de 6 pulg y en la dirección corta de 5.5 pulg. El refuerzo inferior consta de barras 
No. 4 espaciadas a 14 pulg entre centros en cada dirección, que continúan hasta los apoyos y hasta el 
borde libre. El acero negativo superior a lo largo de los bordes apoyados consta de barras No. 4 espa- 
ciadas a 12 pulg entre centros, excepto que en una "banda fuerte" de 2 pies de ancho paralela y adya- 
cente al borde libre se utilizan cuatro barras No. 5. Todas las barras negativas se prolongan más allá de 
los puntos de inflexión como lo requiere el Código ACI. Las resistencias de los materiales son fi = 
4000 lb/pulg2 y f,, = 60,000 lb/pulg2. Utilizando el método de las líneas de fluencia, determine la carga 
última w, que puede aplicarse. 

Libre 
-- \ r -- - 4 NO. 5 superiorE= -- 4 No. 5 superiores 

superiores 

No. 4 a  12" No.4 a 12" superiores 

superiores 'Empotrado 
FIGURA P14.8 

1 9' 

14.9. Utilizando el método de trabajo virtual y la teoría de las líneas de fluencia, calcule la carga de colapso 
a flexión de la losa en una dirección del ejemplo 12.1 del capítulo 12. Suponga que todas las barras que 
se utilizan son rectas, de acuerdo con la figura 12.4b. Compare la carga de colapso calculada con la 
original de diseño mayorada y comente las diferencias. 

14.1O.Con el método de trabajo virtual y la teoría de las líneas de fluencia, calcule la carga de colapso a 
flexión de la losa en dos direcciones apoyada en los bordes del ejemplo 12.2 del capítulo 12. Para 
facilitar los cálculos, suponga que todas las barras que se utilizan son rectas y que todo el acero para 
momento positivo se lleva hasta la cara de las vigas de apoyo, sin que se corten barras en la longitud de 
la luz. Ignore los efectos de esquina. Observe que el efecto de la continuidad sobre una viga de borde 
es correr la línea de fluencia del momento positivo, alejándola de ese borde hacia el borde discontinuo 
en el lado opuesto. Compare la carga de colapso calculada con la original de diseño mayorada y co- 
mente las diferencias. 

14.11.Utilizando el método de trabajo virtual y la teoría de líneas de fluencia, calcule la carga de colapso 
a flexión de la placa plana en dos direcciones apoyadas sobre columnas del ejemplo 13.2 del capítulo 
13. Para simplificar los cálculos, suponga que todas las barras para momentos positivos se llevan 
hasta los bordes de los paneles sin que se corten en la luz. Tenga en cuenta todos los posibles meca- 
nismos de falla, incluyendo un abanico circular alrededor de la columna. Los efectos de esquina son 
insignificantes. Compare la carga de colapso calculada con la original de diseño mayorada y comen- 
te las diferencias. 



INTRODUCCI~N 
En la sección 14.2 del capítulo 14 se presentaron los teoremas del límite superior e inferior de la 
teoría de la plasticidad y se señaló que el método de líneas de fluencia para el análisis de losas es 
un método de límite superior para determinar la resistencia a flexión última de losas. Un análisis de 
límite superior, si no se realiza correctamente, no será seguro. La capacidad de carga real será 
menor o, en el mejor de los casos, igual a la capacidad estimada, lo que causa preocupación en el 
diseño. También, cuando se aplica el método de las líneas de fluencia, es necesario suponer que se 
conoce la distribución del refuerzo sobre la totalidad de la losa. Se concluye que el método de las 
líneas de fluencia es una herramienta para revisar la capacidad de una determinada losa y puede 
utilizarse en diseño únicamente de manera iterativa, para calcular las capacidades de diseños ten- 
tativos con diferentes refuerzos hasta que se encuentre una distribución satisfactoria. 

Estas circunstancias motivaron a Hillerborg a desarrollar lo que se conoce como el método 
de lasfranjas para el diseño de losas, cuyos primeros resultados se publicaron en idioma sueco en 
1956 (ver la referencia 15.1). En contraste con el análisis mediante líneas de fluencia, el de las 
franjas es un método de límite inferior que se basa en el cumplimiento de los requisitos de equilibrio 
en toda la losa. Mediante este método (llamado algunas veces teoría del equilibrio), se determina 
inicialmente un campo de momentos que cumple los requisitos de equilibrio; después, se diseña el 
refuerzo de la losa en cada punto para este campo de momentos. Si se puede encontrar una distri- 
bución de momentos que satisfaga tanto el equilibrio como las condiciones de frontera para deter- 
minada distribución de cargas externas, y si la capacidad a momentos de fluencia de la losa no se 
excede en ninguna parte, entonces la distribución de cargas externas representará un límite infe- 
rior de la capacidad de carga real. 

El método de las franjas ofrece resultados con respecto a la seguridad, lo que en la práctica 
es preferible, y las diferencias con respecto a la capacidad de carga real no afectarán en ningún 
momento esta seguridad. El método de las franjas es un método de diseño mediante el cual puede 
calcularse el refuerzo necesario. El método anima al diseñador a variar el refuerzo de manera 
lógica llevando a una distribución económica del acero al igual que a un diseño seguro. Por lo 
general es muy sencillo de utilizar, aún para losas con huecos o con límites irregulares. 
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En su trabajo original de 1956, Hillerborg estableció los principios básicos para losas apoya- 
das en los bordes e introdujo la expresión "método de las franjas" (ver la referencia 15.1). Poste- 
riormente, amplió la teoría para incluir el diseño práctico de losas apoyadas en columnas y de losas 
con forma de L (ver las referencias 1 5 . 2 ~  15.3). El primero en tratar este tema en inglés fue Crawford 
(ver la referencia 15.4). En 1964, Blakely tradujo al inglés el primer trabajo de Hillerborg (ver la 
referencia 15.5). Kemp (ver las referencias 15.6 y 15.7), y Wood y Armer (ver las referencias 15.8, 
15.9 y 15.10) hicieron contribuciones importantes particularmente con relación a las condiciones 
de continuidad. Anner (ver la referencia 15.11) llevó a cabo pruebas de carga en losas diseñadas 
mediante el método de las franjas y confirmó que éste producía diseños seguros y satisfactorios. 
Más recientemente, Hillerborg escribió un libro "dirigido al diseñador práctico, para ayudarlo de la 
manera más sencilla posible a generar diseños seguros para muchas de las losas que se presentan 
en la práctica, incluyendo losas irregulares en planta o losas que soportan cargas no uniformes" 
(ver la referencia 15.12). Posteriormente publicó un artículo donde resumió lo que se conoce ahora 
como el "método avanzado de las franjas", que se relaciona con el diseño de losas apoyadas sobre 
columnas, esquinas entrantes o muros interiores (ver la referencia 15.13). En la referencia 15.14 se 
encuentra un resumen muy útil de los métodos simple y avanzado de las franjas. 

El método de las franjas es atractivo no sólo porque es seguro, económico y versátil para un 
amplio rango de aplicaciones, sino también porque formaliza los procedimientos que siguen de 
manera instintiva los diseñadores competentes para colocar el refuerzo en la mejor posición posi- 
ble. En contraste con el método de las líneas de fluencia, que no induce a variar el espaciamiento 
de las barras, el de las franjas promueve la utilización de bandas fuertes de acero donde se necesi- 
tan (como alrededor de las aberturas o sobre las columnas), lo cual mejora la economía y reduce la 
posibilidad de agrietamiento excesivo o de deflexiones considerables bajo cargas de servicio. 

La ecuación de equilibrio que regula el comportamiento de un pequeño elemento de losa con 
lados dx y dy es 

d2mx d2m d2mxy + Y - 2  = -w 
dx2 dy2 dxdy 

donde w es la carga externa por unidad de área; m, y my son los momentos flectores por unidad 
de ancho en las direccionesxy Y respectivamente, y mv es el momento torsor (ver la referencia 
15.15). De acuerdo con el teorema del límite inferior, cualquier combinación de m,, my y m que Y satisfaga las ecuaciones de equilibrio en todos los puntos de la losa y que cumpla las condiciones 
de frontera es una solución válida, siempre y cuando se coloque refuerzo para soportar estos 
momentos. 

La base para el método simple de las franjas consiste en suponer que el momento torsor es 
igual a cero; se desprecia la resistencia a torsión de la losa. Por consiguiente, si el refuerzo es 
paralelo a los ejes en un sistema coordenado rectilíneo, 

La ecuación de equilibrio se reduce entonces a 

Esta ecuación puede dividirse convenientemente en dos partes, que representan la acción de una 
franja de viga sin torsión, 
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donde la proporción de la carga que toman las franjas en la dirección X es k y en la dirección Y es 
(1 - k). En muchas zonas de la losa, el valor de k será O ó 1. Con un valor de k = O las franjas 
transmiten toda la carga en la dirección Y; con un valor de k = 1 toda la carga se transmite en la 
dirección X. En otras zonas, es razonable suponer que la carga se divide igualmente en las dos 
direcciones (es decir, k = 0.5). 

SELECCIÓN DE LA DISTRIBUCIÓN DE CARGAS 
Teóricamente, la carga w puede dividirse arbitrariamente entre las direcciones X y Y. Diferentes 
proporciones llevarán naturalmente a patrones diversos de refuerzo y no todas serán igualmente 
apropiadas. El objetivo deseado es llegar a una distribución de acero que sea segura y económica y 
que evite problemas a nivel de cargas de servicio, asociados con agrietamientos o deflexiones exce- 
sivas. En general, el diseñador puede guiarse por su conocimiento sobre la distribución general de 
momentos elásticos. 

Para observar un ejemplo del método de las franjas e ilustrar las posibilidades abiertas al 
diseñador, considere la losa cuadrada simplemente apoyada de la figura 15.1, con una longitud de 
lados a y una carga última (mayorada) y uniformemente distribuida w por unidad de área. 

La distribución de carga más sencilla se obtiene estableciendo un valor de k = 0.5 sobre la 
totalidad de la losa, como aparece en la figura 15.1. La carga sobre todas las franjas en cada una de 
las direcciones es entonces w12, como lo ilustran las flechas de dispersión de carga de la figura 
15.1~. Esto da valores máximos de momentos de diseño 

sobre la totalidad de la losa, como se indica en la figura 15.lc, con una distribución transversal 
uniforme a lo ancho de la sección crítica, como se observa en la figura 15.ld. 

Esto no representaría una solución económica o funcional puesto que se sabe que las curva- 
turas, y por tanto los momentos, deben ser mayores en las franjas cercanas al centro de la losa que 
en las próximas a los bordes en la dirección paralela a éstos (ver la figura 12.5). Si se reforzara la 
losa de acuerdo con esta solución, se requeriría una extensa redistribución de momentos acompa- 
ñada, en efecto, por un amplio agrietamiento en las zonas de altos esfuerzos cercanas al centro de 
la losa. 

Y f Apoyos simples en los 4 lados 

(a) 
Vista 

A 

planta 
(d) 
m, a través de x = 2 

W - 

(b) 
wx a lo largo de A-A 

wa2 - FIGURA 15.1 
( c) Losa cuadrada con carga compartida 
m, a lo largo de A-A 

igualmente en dos direcciones. 
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Una distribución alterna más razonable se presenta en la figura 15.2. En ésta, las zonas con 
dispersiones diferentes de carga, separadas por las "líneas de discontinuidad" con rayas y puntos, 
siguen las diagonales y toda la carga sobre cualquier zona se transmite en la dirección que da la 
distancia mínima hasta el apoyo más cercano. La solución se obtiene convalores de k de O ó 1 según 
la región, con la carga transmitida en las direcciones indicadas por las flechas de la figura 15.2~~. 
Para la franja A-A, a una distancia y S a/2 desde el eje X, el momento de diseño es 

La carga que actúa sobre la franja A-A se ilustra en la figura 15.2b y el diagrama resultante de 
momentos m, se presenta en la figura 15.2~. La variación transversal de m, a lo ancho de la losa se 
indica en la figura 15.2d. 

La distribución transversal de momentos de la figura 15.2d requeriría teóricamente un 
espaciamiento de barras continuamente variable, lo cual es por supuesto impráctico. Una manera 
de utilizar la distribución de la figura 15.2, que es considerablemente más económica que la de la 
figura 15.1, sería reforzar para el momentopromedio en un ancho determinado, tratando de aproxi- 
mar la variación transversal real de la figura 1 5 2  de manera escalonada. Hillerborg indica que 
esto no está estrictamente de acuerdo con la teoría del equilibrio y así la seguridad se ve afectada, 
pero que otros supuestos conservadores, por ejemplo el hecho de ignorar la resistencia por el 
efecto de membrana en la losa y el endurecimiento por deformación del refuerzo, compensarán la 
pequeña reducción en el margen de seguridad. 

Una tercera alternativa de distribución se expone en la figura 15.3. En este caso la división se 
hace de manera que la carga se transmita al apoyo más cercano, como antes, pero las cargas cerca- 
nas a las diagonales se dividen de modo que se transmita la mitad en cada una de las direcciones. 
Así, se asignan valores a k de O ó 1 a lo largo de los bordes centrales, y de 0.5 en las esquinas y en el 
centro de la losa, con dispersión de carga en las direcciones indicadas por las flechas de la figura 

' t f Apoyos simples en los 4 lados 

(a) x 
Vista en planta wa2 - 

8 

(b) 
wx a lo largo de A-A Y 

(4 
m, a lo largo de A-A =? 

w? - 
2 

(4 
m, a través de x = 

FIGURA 15.2 
Losa cuadrada con líneas de dispersión de la carga a lo largo de las diagonales. 
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- 6  - X 
(d) m, a través de x = 

(a) Vista en planta 2 

(4 wx Y mx waZ - 
a lo largo de A-A ( 64 

\ I 

(4 wx Y mx ,64 FIGURA 15.3 a lo largo de 6-6 
\ 8 1  1 Losa cuadrada con la carga cercanh a las diagonales, compartida 

igualmente en dos direcciones. 

15.3a.Se identifican ahora dos distribuciones de carga diferentes en las franjas. Para una franja en 
la dirección X a lo largo de la sección A-A, el momento máximo es 

y para una franja a lo largo de la sección B-B, el momento máximo es 

Este diseño lleva a una distribución práctica del refuerzo, con un espaciamiento constante a través 
de la franja central de ancho al2 y con un espaciamiento mayor que pasa por las franjas exteriores, 
donde se sabe que las curvaturas y momentos elásticos son menores. Así se evita promediar los 
momentos, como era necesario en la segunda solución, y esta tercera opción es totalmente consis- 
tente con la teoría del equilibrio. 

Al comparar las tres soluciones que se acaban de presentar, se concluye que la primera no 
resultaría satisfactoria como se anotó anteriormente porque para que ésta sea posible se requiere 
una redistribución de momentos muy grande, posiblemente acompañada por agrietamientos exce- 
sivos y deflexiones considerables. La segunda, con líneas de discontinuidad que siguen las diagonales 
de la losa, tiene la ventaja de que el refuerzo se aproxima mejor a la distribución elástica de mo- 
mentos, pero lleva a un patrón de refuerzo impráctico o requiere promediar los momentos de 
diseño por bandas, lo cual obliga a una desviación de la estricta teoría del equilibrio. La tercera 
solución, con líneas de discontinuidad paralelas a los bordes, no exige promediar los momentos y 
lleva a una distribución del refuerzo práctica, por lo cual ésta será a menudo preferible. 

Los tres ejemplos anteriores ilustran la manera simple mediante la cual pueden encontrarse 
los momentos en la losa utilizando el método de franjas con base en el análisis corriente de vigas. 
Es importante anotar que las cargas en las vigas de apoyo son relativamente fáciles de determinar 
porque éstas pueden calcularse en todos los casos a partir de las reacciones en los extremos de las 



472 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

franjas de viga de la losa. Esta información no está disponible en soluciones como las obtenidas por 
la teoría de las líneas de fluencia. 

LOSAS RECTANGULARES 

Para el caso de losas rectangulares, resulta razonable suponer que en la mayor parte del área la 
carga se transmitirá en la dirección corta, lo cual es consistente con la teoría elástica (ver la sección 
12.4). Además, es importante tener en cuenta el hecho de que por su longitud las barras longitudinales 
de refuerzo serán más costosas que las transversales con el mismo tamaño y espaciamiento. Para 
una losa rectangular con carga uniforme sobre apoyos simples Hillerborg presenta una posible 
división, como se indica en la figura 15.4, con líneas de discontinuidad que se originan en las esqui- 
nas de la losa a un ángulo que depende de la relación entre los lados corto y largo de la misma. Se 
supone que toda la carga en cada zona se transmite en las direcciones señaladas por las flechas. 

En vez de la solución de la figura 15.4, que exige una distribución del refuerzo continuamente 
variable para que sea estrictamente correcta, Hillerborg sugiere que la carga puede distribuirse 
como en la figura 15.5, con líneas de discontinuidad paralelas a los lados de la losa. Para estos 
casos, es razonable tomar bandas de borde con ancho igual a un cuarto de la dimensión de la luz 
corta; así, la carga en las esquinas se divide igualmente en las direccionesx y Y, como se muestra, 
mientras que para las otras zonas de la losa toda la carga se transmite en la dirección indicada por 
las flechas. 

Losa rectangular con líneas de discontinuidad - - 
a que se originan en las esquinas. 

L 
FIGURA 15.5 
Líneas de discontinuidad paralelas a los lados 

a de una losa rectangular. 
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La segunda distribución, que es la preferida, se ilustra en la figura 15.5 y produce los siguien- 
tes momentos de diseño: 

En la dirección X: 

franjas laterales 

En la dirección Y: 

franjas laterales 

franjas centrales 

Esta distribución, que no exige promediar los momentos a través de los anchos de las bandas, es 
siempre segura, sencilla y económica. 

BORDES EMPOTRADOS Y CONTINUIDAD 
El diseño mediante el método de las franjas demuestra ser muy flexible en la asignación de carga a 
las diferentes zonas de la losa; esta misma flexibilidad se extiende a la asignación de momentos 
entre secciones de flexión positiva y negativa para las losas que están empotradas o continuas sobre 
sus bordes de apoyo. Debe prestarse un poco de atención a las relaciones de momentos elásticos 
para evitar problemas con agrietamientos y deflexiones para cargas de servicio. Sin embargo, la 
redistribución que puede alcanzarse en las losas, que están por lo general muy poco reforzadas y 
tienen en consecuencia grandes capacidades de rotación plástica cuando están sometidas a sobre- 
cargas, permite reajustes arbitrarios considerables de la relación entre los momentos negativo y 
positivo en una franja. 

Esto se ilustra con la figura 15.6, que presenta una franja de losa que soporta cargas única- 
mente en las zonas cercanas a los apoyos y sin carga en la zona central, lo cual ocurre a menudo 
cuando se diseña por el método de las franjas. Esta distribución es conveniente si la zona no some- 
tida a carga está sujeta a un momento constante (y a cortante cero), pues esto simplifica la selec- 
ción del refuerzo positivo. La suma de los valores absolutos del momento positivo en la luz y del 
momento negativo en el extremo izquierdo o derecho, indicados como rnl y m, en la figura 15.6, 
depende únicamente de las condiciones en los respectivos extremos y es numéricamente igual al 
momento negativo si la franja transmite la carga como un voladizo. Así que, para determinar los 
momentos de diseño, se calculan los momentos en "voladizo", se selecciona el momento en la luz y 
se determinan los momentos correspondientes en los apoyos. Hillerborg anota que, como regla 

*1 Franja de losa sin carga en la zona central. 
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general para bordes empotrados, el momento en el apoyo debe estar aproximadamente entre 1.5 y 
2.5 veces el momento en la luz de la misma franja. Para franjas longitudinales que casi no tengan 
carga deben seleccionarse valores mayores y, en tales casos, puede utilizarse una relación de mo- 
mentos en el apoyo a momentos en la luz entre 3 y 4. Sin embargo, se ganará muy poco al utilizar 
estas grandes relaciones si el acero para momento positivo es controlado por los requisitos míni- 
mos del Código ACI. 

En franjas de losa con un extremo empotrado y uno simplemente apoyado, los dos objetivos: 
lograr momento constante en la zona central sin carga y una relación adecuada entre los momentos 
negativo a positivo, controlan la selección de la ubicación de las líneas de discontinuidad. La figura 
15.7~ presenta una losa rectangular uniformemente cargada con dos bordes adyacentes empotra- 
dos y los otros dos simplemente apoyados. Observe que aunque las franjas centrales tienen el mis- 
mo ancho que las de la figura 15.5, las líneas de discontinuidad se corren para tener en cuenta la 
mayor rigidez de las franjas con extremos empotrados. Su localización se define mediante un coefi- 
ciente a ,  con un valor menor que 0.5 para la losa mostrada y cuyo valor exacto debe determinarse 
en el análisis. Se observará que la selección de a se asocia directamente con la relación de los 
momentos negativo a positivo en las franjas. 

La curva de momentos de la figura 15.7b se selecciona de manera que el momento sea cons- 
tante sobre la zona sin carga, es decir, que la fuerza cortante sea cero. Con un momento constante, 
el acero positivo puede someterse a sus esfuerzos máximos en la mayor parte de la franja. El máxi- 
mo momento positivo en la franja central de la dirección X es entonces 

awb a b  
m,f = - wb2 

x - = cu2- 
2 4 8 

El momento de voladizo en el apoyo izquierdo es 

y, por tanto, el momento negativo en el apoyo izquierdo es 

b ( ~ - a ) ~  a - b  a b  
2 2 a2T w d  

1 A A p o y ~ m p i e s  en 2 lados 1 r 

L 1 \ Apoyos empotrados en 2 lados 
4 w d  

a (1 - 2a)- 2 

(a) Vista en planta 

(b) w, y m, a lo largo de A-A 

(4 wy Y my 
a lo largo de 6-8 

FIGURA 15.7 
Losas rectangulares con dos bordes empotrados y dos bordes 
simplemente apoyados. 
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Como punto de referencia, la relación de momentos negativo a positivo en la franja central de la 
dirección X es 

Los momentos en las franjas de borde en la dirección X son iguales a la mitad de aquéllos en las 
franjas centrales puesto que la carga es la mitad. 

Resulta razonable seleccionar la misma relación entre los momentos en el apoyo y en la luz, 
tanto para la dirección Y como para la direcciónx. De acuerdo con esto, la distancia desde el apoyo 
derecho, figura 15.7c, hasta la sección de máximo momento positivo se selecciona como ab. Se 
obtiene que el máximo momento positivo es 

Al aplicar los mismos métodos que se utilizaron para la dirección X, se obtiene que el momento 
negativo en el apoyo en la franja central en la dirección Y es 

Se confirma así que los momentos en las franjas de borde en la dirección Y son justo iguales a un 
octavo de los de la franja central en la misma dirección. 

Con las expresiones anteriores, se pueden determinar todos los momentos de diseño de la 
losa, una vez que se seleccione un valor adecuado de a. A partir de la ecuación (15.12) puede 
confirmarse que valores de a entre 0.35 y 0.39 dan relaciones correspondientes de los momentos 
negativo a positivo desde 2.45 hasta 1.45, el intervalo recomendado por Hillerborg. Por ejemplo, si 
se decide que los momentos en los apoyos deben ser el doble de los momentos en luces, el valor de 
a debe ser 0.366 y los momentos negativo y positivo en la franja central en la dirección Y son 
respectivamente 0.134wb2 y 0.067wb2. En la franja central en la dirección X, los momentos son 
iguales a un cuarto de los valores anteriores; y en las franjas de borde en ambas direcciones, los 
momentos son iguales a un octavo de dichos valores. 

Ejemplo 15.1. Losa rectangular con bordes empotrados. La figura 15.8 presenta un panel interior 
típico de una losa de piso con vigas de apoyo en todos los ejes de columnas. Las vigas que se propor- 
cionan serán suficientemente rígidas, tanto a flexión como a torsión, como para suponer que la losa 
está restringida en todos los lados. Las luces libres de la losa, entre las caras de las vigas, son 25 y 20 
pies, como se ilustra. El piso debe soportar una carga viva de servicio de 130 lb/pie2, utilizando 
concreto con resistencia f,' = 3000 Ib/pulg2 y acero con f y  = 60,000 lb/pulg2. Calcule los momentos 
en todas las secciones críticas y determine el espesor requerido de losa y el refuerzo. 

Solución. El espesor mínimo de losa exigido por el Código ACI puede encontrarse a partir de la ecua- 
ción (13.8b) del capítulo 13, con 1, = 25 pies y /3 = 1.25: 

h = 
25 X 12(0.8 + 60/200) 

36 + 9 X 1.25 
= 6.98 pulg 

Se seleccionará un espesor total de 6.75 pulg para el cual wd = 150 x 6.75112 = 84 lb/pie2. Si se aplican 
los factores de carga usuales de 1.4 y 1.7 a las cargas muerta y viva respectivamente, se encuentra que la 
carga mayorada total de diseño es 338 lb/pie2. Para el análisis mediante franjas, las líneas de discontinui- 
dad se seleccionarán como en la figura 15.8, con unas franjas de borde de ancho igual a b/4 = 2014 = 5 
pies. En las esquinas, la carga se divide igualmente en las dos direcciones; en los demás sitios, el cien por 
ciento de la carga se asigna en la dirección indicada por las flechas. Se utilizará una relación entre el 
momento en el apoyo y el momento en la luz igual a 2.0. El cálculo de los momentos se realiza entonces 
de la siguiente manera: 
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Franja central en la dirección X: 

voladizo m, = - - 400 
Wp - 338 x - = 4225 ~ b - ~ i e / ~ i e  
32 32 

2 
negativo m,, = 4225 X - = 2817 3 

1 
positivo m,f = 4225 X - = 1408 3 

Franjas de borde en la dirección X: 

Wb2 - 21 13 lb-pielpie voladizo m, = - - 
64 

2 
negativo m, = 2113 X - = 1408 

3 

1 
positivo m,f = 2113 X - = 704 3 

a = 25' 

(a) Vista en planta 

(b) Franja central en la dirección X (u) Franja central en la dirección Y 

(c) Franja de borde en la dirección X (e) Franja de borde en la dirección Y 

FIGURA 15.8 
Ejemplo de diseño: losa en dos direcciones con bordes empotrados. 
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Franja central en la dirección Y: 

wb2 400 
voladizo m, = - = 338 x - = 16,900 lb-pielpie 

8 8 
2 

negativo mys = 16,900 x - = 11,267 
3 

1 
positivo myf = 16,900 x - = 5633 

3 

Franjas de borde en la dirección Y: 

wb2 
voladizo m, = - = 2113 lb-pielpie 

64 

2 negativo m, = 2113 x - = 1408 
3 

1 
positivo myf = 2113 X - = 704 

3 

Las cargas y los diagramas de momento para las franjas son como se muestran en la figura 15.8. De 
acuerdo con el Código ACI 7.12, el acero mínimo requerido para control de grietas por retracción de 
fraguado y temperatura es 0.0018 x 6.75 x 12 = 0.146 pulg2/pie de franja. Con un espesor total de 6.75 

1 pulg, un recubrimiento de concreto de de pulg y con diámetros de barra estimados e n y  pul& la altura 
efectiva de la losa en la dirección corta será de 5.75 pulg, y en la dirección larga, de 5.25 pulg. Segun esto, la 
cuantía de acero a flexión proporcionada por el acero mínimo que actúa con la menor altura efectiva es 

De la tabla A.6a del apéndice A, R = 134 y la resistencia a flexión de diseño es 

Comparando este valor con la resistencia requerida a momento, se concluye que el acero míni- 
mo será adecuado en la direcciónx, tanto para la franja central como para las de borde, lo mismo que 
para las franjas de borde en la dirección Y. Barras No. 3 espaciadas a 9 pulg suministrarán el área 
necesaria. En la franja central en la dirección Y, para flexión negativa, 

y de la tabla A&, la cuantía de acero necesaria es 0.0069. El acero requerido es entonces 

Este acero se suministrará con barras No. 5 espaciadas a 8 pulg entre centros. Para flexión positiva 

para el cualp = 0.0033 y el área de acero positivo que se exige por franja es 

que se suministrará mediante barras No. 4 espaciadas a 10 pulg entre centros. Observe que se reali- 
zaron pequeños ajustes hacia abajo y hacia arriba en el acero requerido en las secciones de flexión 
positiva y negativa, lo cual está permitido por el Código ACI 8.4, para obtener espaciarnientos prác- 
ticos de las barras. Hay que advertir también que todos estos espaciamientos son menores que 
2h = 2 x 6.75 = 13.5 pulg, como lo requiere el Código ACI, y que las cuantías de acero están muy 
por debajo del máximo valor permitido de 0.0160. 
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Los puntos de corte para las barras negativas pueden calcularse fácilmente a partir de los 
diagramas de momento. Para la franja central en la dirección X, el punto de inflexión localizado a una 
distanciax desde el borde izquierdo se determina de la siguiente manera: 

x2 
1690~ - 2817 - 338- = O 

2 
x = 2.11 pies 

De acuerdo con el Código ACI, las barras negativas deben prolongarse al menos una distancia igual a 
d o 12db más allá de este punto, requiriéndose una extensión de 6 pulg en este caso. Así las barras 
negativas se cortarán a 2.11 + 0.50 = 2.61 pies, que se aproxima a 2 pies 8 pulg de la cara del apoyo. El 
mismo resultado se obtiene para las franjas de borde en la direcciónxy para las franjas de borde en la 
dirección Y. Para la franja central en la dirección Y, la distancia y = 4.21 pies de la cara del apoyo al 
punto de inflexión se determina de manera similar. En este caso, al utilizar barras No. 5, la prolonga- 
ción necesaria es de 7.5 pulg, obteniéndose una longitud total más allá de la cara de los apoyos de 4.21 
+ 0.63 = 4.84 pies, que se aproxima a 4 pies 10 pulg. Todas las barras positivas se llevarán 6 pulg 
dentro de la cara de las vigas de soporte. 

BORDES LIBRES 

Las losas consideradas en las secciones anteriores, con cargas uniformes y con apoyos en los cuatro 
lados, podrían haberse diseñado también mediante los métodos del capítulo 12. El verdadero pode- 
río del método de las franjas se hace evidente cuando se consideran problemas no comunes como 
losas con un borde libre, losas con huecos o losas con esquinas entrantes (losas en forma de L). 

Por ejemplo, para una losa con un borde libre, una base razonable para realizar el análisis 
mediante el método sencillo de las franjas consiste en considerar que una franja a lo largo del 
borde libre, toma una carga por unidad de área mayor que la carga unitaria real que actúa, es decir, 
que la franja a lo largo del borde libre actúa a manera de apoyo para las franjas perpendiculares a 
ella. Wood y Armer (ver la referencia 15.8) llaman a estas franjas "bandas fuertes". Una banda 
fuerte es, en efecto, una viga integral cuyo espesor es por lo general igual al del resto de la losa, 
pero que contiene una concentración de refuerzo. La franja puede hacerse de mayor espesor que el 
resto de la losa para aumentar su capacidad de carga, pero esto no será necesario en muchos casos. 

La figura 15 .9~  ilustra una losa rectangular que sostiene una carga última w uniformemente 
distribuida por unidad de área, con bordes empotrados a lo largo de tres lados y sin soporte a lo 
largo de uno de los lados cortos. Las líneas de discontinuidad se seleccionan como se indica. La 
carga sobre una franja central unitaria en la dirección X, indicada en la figura 15.9b, incluye la 
carga hacia abajo w en la zona adyacente al borde empotrado izquierdo y la reacción hacia arriba 
kw en la zona adyacente al borde libre. Al sumar momentos con respecto al extremo izquierdo, 
considerando positivos los momentos en el sentido de las agujas del reloj y designando el momento 
desconocido en el apoyo como m,, se obtiene 

a partir de lo cual 

Así, el valor de k se puede calcular después de seleccionar el momento en el apoyo. 
El valor apropiado de m, a utilizar en la ecuación (15.15) dependerá de la forma de la losa. 

Si el valor de a es relativamente grande en comparación con b, la banda fuerte en la dirección Y en 
el borde será relativamente rígida y el momento en el apoyo izquierdo de las franjas en la dirección 
X se aproximará al valor elástico para una viga empotrada en un extremo y simplemente apoyada 
en el otro. Si la losa es casi cuadrada, la deflexión de la banda fuerte tenderá a incrementar el 



(a) Vista en planta 

(c) wy a lo largo de 6-B 

-kw 

(a) wy a lo largo de C-C 

(1+ kR)w (1+ k)w (1+ kR)w 
(b) wx y m, a lo largo de A-A 

FIGURA 15.9 
Losa con un borde libre a lo largo de un 

(e) wy a lo largo de D-D lado corto. 

momento en el apoyo; se puede seleccionar un valor aproximadamente igual a la mitad del mo- 
mento correspondiente a un voladizo libre (ver la referencia 15.14). 

Una vez seleccionado el valor de m,, y conocido el valor de k se demuestra que el momento 
máximo en la luz ocurre cuando 

Este momento tiene un valor de 

Los momentos en las franjas de borde en la direcciónxson iguales a la mitad de los momentos en la 
franja central. En la franja central en la dirección Y, figura 15.9d, el momento de voladizo es wb2/8. 
Al adoptar una relación entre el momento en el apoyo y el momento en la luz igual a 2, se obtienen 
valores para el momento en el apoyo y el momento en la luz respectivamente de 

Los momentos en la franja en la dirección Y adyacente al borde empotrado, figura 15.9c, serán 
iguales a un octavo de los valores anteriores. En la franja en la dirección Y a lo largo del borde libre, 
figura 15.9e, los momentos pueden igualarse, un poco conservadoramente, a (1 + k) veces los 
momentos de la franja central en la dirección Y. 

Si el borde libre está en la dirección larga de la luz, entonces una fracción significativa de la 
carga de la zona central de la losa se transmitirá en dirección perpendicular a los bordes largos y 
resulta más conveniente una distribución simple como lo indica la figura 15.10a. Una banda fuerte 
a lo largo del borde libre funciona como una viga de borde integral con ancho pb seleccionado 
normalmente tan bajo como sea posible, considerando las limitaciones en la cuantía de acero a 
tensión en la banda fuerte. 
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(a) Vista en planta 

(b) w, a lo largo de A-A (u) w,, a lo largo de C-C 

FIGURA 15.10 
(c) wx a lo largo de B-B Losa con un borde libre en dirección de la luz larga. 

Para una franja en la dirección Y, considerando positivos los momentos en el sentido de las 
agujas del reloj, 

a partir de lo cual 

El valor de kl se puede seleccionar de manera que se utilice el acero mínimo en la direcciónx reque- 
rido por el Código ACI 7.12. Al escoger el valor de m que se va a utilizar en la ecuación (15.18) para 

?: 
calcular k2, debe reconocerse de nuevo que la deflexion de la banda fuerte a lo largo del borde libre 
incrementará el momento en la dirección Y, en el borde apoyado, por encima del valor correspon- 
diente de la viga empotrada en un extremo y simplemente apoyada en el otro que se basa en una 
deflexión igual a cero. En casos típicos puede ser apropiado un valor para my, igual a aproximada- 
mente la mitad del momento de voladizo libre. Una relación alta de alb dará lugar a una mayor 
deflexión del borde libre en la zona central, generando un incremento del momento en el apoyo, . 
mientras que una relación baja restringirá la deflexión reduciendo el momento en el apoyo. 

Ejemplo 15.2. Losa rectangular con un borde libre en la dirección larga. La losa de 12 X 19 pies que se 
ilustra en la figura 15.11a, con tres bordes empotrados y uno libre en la dirección larga, debe soportar 
una carga viva de servicio uniformemente distribuida de 110 lb/pie2. La resistencia del concreto será 
de f,' = 4000 lb/pulg2 y las barras tendrán un& = 60,000 lb/pulg2. Seleccione un espesor adecuado 
para la losa, determine todos los momentos de diseño y seleccione las barras de refuerzo y sus 
espaciamientos. 

Solución. Los requisitos de espesor mínimo del Código ACI no son aplicables al tipo de losa que se 
analiza en este caso. Sin embargo, la tabla 13.3, que controla el caso de placas planas sin vigas, puede 
aplicarse en forma conservadora puesto que, aunque la losa en consideración no tiene viga a lo largo 
del borde libre, tiene apoyos infinitamente rígidos en los otros tres bordes. A partir de esta tabla con 1, 
= 19 pies, 
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l. a =  19' 4 

(a) Vista en planta 

(b) Franja en la dirección X 
(d) Franja en la dirección Y 

(c) Banda fuerte 

Banda 

INO. 4 cada 12" 
No. 4 cada 12" No. 4 cada 12" 

1 No. 4 cada 12" 6'- 2" 

4' - 6" 
u 
4' - 6" 

(e) Barras superiores 

No. 4 cada 14" 

----- 

3 2  No. 4 

(0 Barras inferiores 

FIGURA 15.11 
Ejemplo de diseño: losa con u n  borde libre en la  dirección larga. 
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Se seleccionará en este caso un espesor total de 7 pulg. La carga muerta de la losa es 150 x = 88 
lb/pie2, y la carga mayorada de diseño total es 1.4 X 88 + 1.7 x 110 = 310 lb/pie2. 

Una banda fuerte de 2 pies de ancho servirá de apoyo a lo largo del borde libre. Para la losa 
principal se seleccionará un valor de k,  = 0.45, que resulta en una carga de losa en la dirección Y de 
0.45 x 310 = 140 lb/pie2 y en la dirección X de 0.55 x 310 = 170 lb/pie2. 

En primer lugar, con respecto a Ias franjas de losa en la dirección Y, el momento negativo en el 
borde soportado se seleccionará como la mitad del momento de voladizo, que a su vez se calculará 
aproximadamente con base en una carga de 140 lb/pulg2 aplicada en una distancia de 11 pies medida 
desde la cara del apoyo hasta el centro de la banda fuerte. El momento resistente es entonces 

l 140 '12 = 4235 lb-pielpie m,, = - X 
2 2 

Luego, a partir de la ecuación (15.6), 

Así, la banda fuerte suministrará un empuje hacia arriba de 0.402 x 310 = 125 1blpie2 para las franjas 
en la dirección Y, como se muestra en la figura 15.11d. Para esta carga, el momento negativo en el 
apoyo izquierdo es 

lo2 
m,, = 140 X - - 125 x 2 x 11 = 4250 lb-pielpie 

2 

La diferencia con respecto al valor original de 4235 lb-pielpie se debe a pequeños errores de redondeo 
introducidos en los términos de la carga. Para diseño se utilizará el valor estáticamente consistente de 
4250 lb-pielpie. El máximo momento positivo en las franjas en la dirección Y estará localizado en el 
punto de cortante nulo. Llamando y, a la distancia desde este punto de cortante cero hasta el borde 
libre, y refiriéndose a la figura 15.11d, 

a partir de lo cual y, = 3.79 pies. El momento positivo máximo para este punto es 

1 792 
m,f = 125 x 2(3.79 - 1) - 140 x - = 473 lb-pielpie 

2 

Como referencia posterior para el corte de las barras, el punto de inflexión está localizado a una 
distancia y2 desde el borde libre: 

140 
125 X 2(y2 - 1) - -(y2 - 212 = O 

2 
lo cual resulta en y2 = 6.39 pies. 

Para las franjas de losa en la dirección X, el momento de voladizo es 

voladizo m, = 170 192 = 7671 lb-pielpie 
8 

En este caso se seleccionará una relación entre los momentos negativo y positivo de 2.0, que resulta en 
los siguientes valores respectivos de momento negativo y positivo, 

negativo 
2 

m, = 7671 x - = 5114 lb-pielpie 
3 

positivo 
1 

m d  = 7671 x - = 2557 lb-pielpie 
3 

como se muestra en la figura 15.116. 
La carga unitaria sobre la banda fuerte en la dirección X es 
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de manera que la carga por pie para la banda de 2 pies de ancho es 2 x 435 = 870 lb/pie2, tal como se 
indica en la figura 15.11~. Los momentos de voladizo negativo y positivo de la banda fuerte son, res- 
pectivamente 

voladizo M, = 870 x 192/8 = 39,300 lb-pie 

negativo M, = 39,300 x 3 = 26,200 lb-pie 

positivo Mg = 39,300 x f = 13,100 lb-pie 

Con un momento negativo de -26,200 lb-pie y con una reacción en el apoyo de 870 x y = 8265 lb, el 
punto de inflexión en la banda fuerte se determina de la siguiente manera: 

obteniéndose un valor de x = 4.02 pies. El punto de inflexión de las franjas de losa en la dirección x 
estará localizado en el mismo sitio. 

Para el diseño del acero de la losa en la dirección X, se observa que el acero mínimo requerido 
por el Código ACI es 0.0018 x 7 x 12 = 0.15 pulg2/pie. La altura efectiva de la losa en la direcciónx, 
suponiendo barras con diámetro de pulg y con un recubrimiento de pulg, es 7.0 - 1.0 = 6.0 pulg. 2 
La cuantía de acero a flexión correspondiente en la direcciónxesp = 0.15/(12 X 6) = 0.0021. A partir 
de la tabla A.&, R = 124 y la resistencia de diseño es 

Se puede observar que para la losa, el acero mínimo de losa requerido por el Código absorberá el 
momento flector positivo de 2557 lb-pielpie. El requisito de 0.15 pulg2/pie puede cumplirse con barras 
No. 3 espaciadas a 9 pulg, pero con el fin de reducir costos de colocación, se seleccionarán barras No. 
4 con el máximo espaciamiento permitido de 2h = 14 pulg, que proporciona un área de 0.17 pulg2Jpie. 
El momento negativo en la dirección X de 5114 lb-pielpie requiere 

y la tabla A.& indica que se necesita unp = 0.0027. Así, el requisito de barras negativas esA, = 0.0027 
x 12 x 6 = 0.19 pulg2/pie. Esta área se suministrará mediante barras No. 4 espaciadas a 12 pulg que se 
prolongan a lo largo de una distancia de 4.02 x 12 + 6 = 54 pulg, o sea 4 pies 6 pulg a partir de la cara 
del apoyo. 

En la dirección Y, la altura efectiva será un diámetro de barra menor que en la direcciónx, o sea 5.5 
pulg. Por tanto, la cuantía de acero a flexión que proporciona el acero de retracción de fraguado y tempe- 
ratura es p = 0.15/(12 x 5.5) = 0.0023. Esto genera un valor de R = 135, de modo que la resistencia de 
diseño es 

valor que está muy por encima del requerido para flexión positiva, que es de 473 lb-pielpie. La utiliza- 
ción de barras No. 4 espaciadas a 14 pulg será también,satisfactoria para el acero positivo en esta 
dirección. Para el momento negativo de 4250 lb-pielpie 

y a partir de la tabla A.&, se requiere un valor dep = 0.0027. El requisito correspondiente de acero es 
0.0027 x 12 x 5.5 = 0.18 pulg2/pie. Se utilizarán barras No. 4 espaciadas a 12 pulg, las cuales se 
prolongarán una distancia de 5.61 x 12 + 6 = 74 pulg, o sea 6 pies 2 pulg, más allá de la cara del apoyo. 

En la banda fuerte, el momento positivo de 13,100 lb-pie requiere 
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La cuantía correspondiente de acero es 0.0035 y el área requerida de barras es 0.0035 x 24 x 6 = 0.38 
pulg2. Este valor puede suministrarse mediante dos barras No. 4, apenas un poco más de acero que 
para una franja común de losa en la dirección X. Para el momento negativo de 26,200 lb-pie 

que da un valor dep = 0.0072 y exige un área de acero de 0.0072 x 24 x 6 = 1.04 pulg2. Se utilizarán 
entonces cuatro barras No. 5 que proveen un área de 1.23 pulg2 y se cortarán a 4.02 x 12 + 7.5 = 56 
pulg o sea a 4 pies 8 pulg, de la cara del apoyo. -- 

La distribución final de las barras de refuerzo aparece en la figura 15.11e. Los puntos de corte 
de las barras negativas son como se indica, y se suministrará la longitud de desarrollo de las barras 
mediante empotramiento dentro de los apoyos. Todas las barras positivas en la losa y en la banda 
fuerte se llevarán 6 pulg dentro de las caras de los apoyos. 

Un problema de diseño que se presenta a menudo en la práctica es el de una losa apoyada a 
lo largo de tres bordes y sin soporte en el cuarto, con una carga distribuida que aumenta linealmente 
de cero a lo largo del borde libre, a un valor máximo en el borde opuesto que se apoya. Ejemplos de 
lo anterior incluyen muros de tanques rectangulares sometidos a presión de líquido y muros de 
contención de tierra con machones o contrafuertes (ver la sección 19.1). 

La figura 15.12 ilustra una de estas losas, con una intensidad de carga igual a wo en el borde 
largo soportado, la cual se reduce a cero en el borde libre. En la zona principal de la losa, una carga 
constante igual a k2wo se transmite en la direcciónXcomo se indica en la figura 15.12c, por lo cual 
debe restarse una carga constante igual a k2w0 de la carga que varía linealmente en la dirección Y, 
como en la figura 15.1%. A lo largo del borde libre se proporciona una banda fuerte de anchopb la 
cual soporta una carga igual a klwo, como en la figura 15.1%, y provee a su vez una carga hacia 
arriba igual al valor que se señala en el extremo de la franja en la dirección Y de la figura 15.12d. La 
selección de kl y k2 depende de la relación de alb; si esta relación es alta, k2 se debe seleccionar con 
respecto al refuerzo mínimo de losa que exige el Código ACI. El valor de kl se calcula entonces 
mediante estática, con base en un valor seleccionado para el momento de restricción en el borde 
empotrado igual, por ejemplo, a la mitad del valor correspondiente a un voladizo libre. E n  muchos 
casos será conveniente tomar un valor de kl igual a k2. Entonces será el momento de apoyo el que 
se obtenga por estática. El valor dep se selecciona tan bajo como sea posible teniendo en cuenta el 
límite superior en la cuantía de acero a tensión para la banda fuerte impuesta por el Código para 

(a) Vista en planta 

(b) wx a lo largo de A-A 24% 

j A [  (4 m,, a lo largo de C-C FIGURA 15.12 
Losa con un borde libre y una 
carga que varía linealmente. (c) wx a lo largo de 6-6 
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vigas. La banda fuerte se diseña para una carga con intensidad klwo uniformemente distribuida 
sobre su ancho bb. 

LOSAS CON ABERTURAS 
Las losas con aberturas pequeñas pueden diseñarse generalmente como si éstas no existieran, 
remplazando el acero interrumpido con bandas de refuerzo de área equivalente en cada uno de 
los lados de la abertura en las dos direcciones (ver la sección 13.8). Las losas con aberturas 
grandes deben tratarse en forma más rigurosa. En estos casos, el método de las franjas ofrece 
una base segura y racional para el diseño. Para esto se proveen vigas integrales portantes a lo 
largo de los bordes de las aberturas, usualmente con espesores iguales al de la losa, pero con 
refuerzo adicional para tomar la carga de las regiones afectadas y transmitirla a los apoyos. En 
general, estas vigas integrales deben seleccionarse de tal manera que lleven las cargas lo más 
directamente posible a los bordes apoyados de la losa. El ancho de las bandas fuertes debe 
seleccionarse de modo que las cuantías de acero sean iguales o estén por debajo del valor máxi- 
mo permitido para vigas por el Código ACI, asegurando así que no se presente sobre refuerzo y 
falla de compresión. 

En el siguiente ejemplo se ilustrará la utilización del método de las franjas para el análisis y 
diseño de una losa con un gran hueco central. 

Ejemplo 15.3. Losa rectangular con abertura central. La figura 15.13~ ilustra una losa de 16 x 28 pies 
con apoyos empotrados a lo largo de los cuatro lados. Debe ubicarse una abertura central de 4 x 8 
pies. El espesor de losa, estimado con la ecuación (13.8b), es 7 pulg. La losa debe resistir una carga 

28' 
(a) Vista en planta 

(b) Franja A-A 

+230 

(u) Franja C-C 

+ 461 - v 
+3600 FIGURA 15.13 

(e) Franja B-B (e) Franja D-D Ejemplo de diseño: losa con un hueco central. 
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+ 4711 
(t) Franja E-E 

+ 3200 

(g) Franja F-F 

(h) Franja G-G 

(1) Momentos de diseño - simétricos 
con respecto a ambos ejes 

FIGURA 15.13 
Continuación. 

mayorada y uniformemente distribuida de 300 1blpie2, incluyendo el peso propio. Proyecte un sistema 
adecuado de bandas fuertes para reforzar la abertura y determinar los momentos que deben resistirse 
en todas las secciones críticas de la losa. 

Solución. El patrón básico de líneas de discontinuidad y de dispersión de la carga se seleccionará de 
16 acuerdo con la figura 15.5. Se definen franjas de borde con un ancho de 4 = 4 pies. En las esquinas, 

la carga se divide igualmente en las dos direcciones. En la región central, el cien por ciento de la 
carga se asigna a la dirección Y, mientras que a lo largo de la parte central de los bordes cortos, el 
cien por ciento de la carga se transmite en la direcciónx. Los momentos para este "caso básico" sin 
el hueco se calcularán y se utilizarán posteriormente como una guía en la selección de los momentos 
para la losa real con el hueco. Se utilizará una relación entre los momentos en el apoyo y la luz de 
2.0, como en los ejemplos anteriores. Los momentos en la losa, sin considerar el hueco, serán enton- 
ces los siguientes: 

Franjas centrales en la dirección X: 

voladizo 
wb2 1 62 

m, = - = 300 X - = 2400 lb-pielpie 32 32 

negativo 
2 

m, = 2400 x - = 1600 
3 

positivo 
1 

rng = 2400 x - = 800 
3 

Las franjas de borde en la dirección X tienen valores iguales a la mitad de los de la franja central. 

Franjas centrales en la dirección Y: 

voladizo wb2 1 62 
m, = - = 300 x - = 9600 lb-pielpie 

8 8 

negativo 
2 

m, = 9600 x - = 6400 
3 

positivo 1 
m,f = 9600 x - = 3200 

3 

Las franjas de borde en la dirección Y tienen valores iguales a $ de los de la franja central. 
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A causa del hueco, algunas franjas no tienen apoyo en uno de los extremos. Para soportarlas, 
deben proveerse bandas fuertes de un pie de ancho en la direcciónx en los bordes largos del hueco, y 
bandas fuertes de 2 pies de ancho en la dirección Y a cada lado del hueco. Las bandas en la dirección 
Y servirán de apoyo a las bandas en la direcciónx. Con la distribución de cargas mostrada en la figura 
15.13a, se determinan las siguientes reacciones y momentos de las franjas: 

Franja A-A 

Puede suponerse inicialmente que se obtiene una acción de viga empotrada en un extremo y simple- 
mente apoyada en el otro, tomando un momento de restricción en el borde de la losa igual a 6400 
lb-pielpie, el mismo del caso básico. Al sumar momentos con respecto al extremo izquierdo de la 
franja cargada, se obtiene 

El valor negativo indica que las franjas en voladizo sirven de apoyo a la franja D-D y, a su vez, a las 
bandas fuertes en la dirección Y, lo cual es difícilmente un supuesto razonable. En cambio se supondrá 
una línea de discontinuidad a 5 pies del apoyo, como aparece en la figura 15.13b, que interrumpe el 
voladizo y permite que la franja D-D de un pie, ubicada a lo largo del borde de la abertura en la 
dirección X, soporte su propio peso. Así, el momento en el apoyo de la franja en voladizo es 

my, (negativo) = 300 x 5 x 2.5 = 3750 lb-pielpie 

Franja B-B 

El momento de restricción en el borde soportado se tomará igual que en el caso básico, es decir, 1600 
lb-pielpie. Al sumar momentos con respecto al extremo izquierdo de la franja de la figura 15.13c, se 
obtiene una reacción hacia arriba en el extremo derecho, que debe suministrar la franja E-E, igual a 

La reacción de la izquierda se puede encontrar fácilmente y resulta igual a 1112 lb, y el punto de cortante 
cero está ubicado a 3.70 pies del apoyo izquierdo. El momento positivo máximo en este punto es 

3 702 
(positivo) = 1112 X 3.70 - 1600 - 300- = 461 lb-pielpie 

2 

Franja C-C 

Los momentos negativos y positivos, y la reacción que debe proveer la franja E-E, como se indica en la 
figura 15.13d7 son todos iguales a la mitad de los valores correspondientes a la franja B-B. 

Franja D-D 

La franja de un pie de ancho soporta 300 lblpie2 en la direcciónx con reacciones que suministran las 
bandas fuertes E-E, como en la figura 15.13e. El máximo momento positivo es 

mxf = 600 x 2 x 5 - 300 x 4 x 2 = 3600 lb-pielpie 

Franja E-E 

Con respecto a la figura 15.13f, las bandas fuertes en la dirección Y sostienen la carga aplicada en 
forma directa de 300 lb/pie2, más la carga de 44 lblpie2 proveniente de la franja B-B, la carga de 22 
lb/pie2 de la franja C-C y la reacción en el extremo de 600 lblpie2 que proviene de la franja D-D. Para 
la franja E-E, los momentos de voladizo, negativo y positivo, son 

voladizo m, = 3 0 0 ~ 8 X 4 + 2 2 X 4 X 2 + 4 4 X 4 X 6 + 6 0 O X l x 5 . 5  

= 14,132 lb-pielpie 

negativo 2 
m, = 14,132 X - = 9421 

3 
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positivo m,f = 14,132 X - 1 = 4711 
3 

Debe enfatizarse que las cargas mostradas están en lb/pie2 y deben multiplicarse por dos para obtener 
las cargas por pie que actúan sobre las bandas fuertes. Asimismo, los momentos que se acaban de 
obtener son por pie de ancho y deben multiplicarse por dos para obtener los momentos en el apoyo y 
en la luz para las bandas fuertes de dos pies de ancho. 

Franja F-F 

Los momentos para la franja central en la dirección Ydel caso básico pueden utilizarse sin cambio; así, 
en la figura 15.13g, 

negativo mys = 6400 lb-pielpie 

positivo m$ = 3200 
Franja G-G 

Los momentos para las franjas de borde en la dirección Y del caso básico se utilizan sin cambio, 
obteniéndose lo siguiente: 

negativo mys = 800 lb-pielpie 

positivo m$ = 400 

como se indica en la figura 15.13h. 
La distribución final de momentos a través de las secciones críticas negativa y positiva de la losa 

se señalan en la figura 15.13i. La selección de las barras de refuerzo y la determinación de los puntos 
de corte siguen los mismos métodos que se presentaron en los ejemplos 15.1 y 15.2 y no se desarrolla- 
rán aquí. Las cuantías de barras de refuerzo necesarias en las bandas fuertes están muy por debajo de 
los máximos permitidos'para la losa de 7 pulg de espesor. 

Debe observarse que las franjas B-B, C-C y D-D se diseñaron como si estuvieran simplemente 
apoyadas sobre la banda fuerte E-E. Para evitar grietas anchas no deseables en los sitios donde estas 
franjas pasan sobre la banda fuerte, se debe adicionar refuerzo nominal negativo en esta región. Las 
barras positivas deben extenderse completamente hasta la parte interna de las bandas fuertes. 

- 
EL MÉTODO DE LAS FRANJAS AVANZADO 
El método de las franjas simple descrito en las secciones anteriores de este capítulo no es directa- 
mente aplicable para el diseño de losas apoyadas sobre columnas (por ejemplo, placas planas) o 
losas apoyadas en esquinas entrantes?. Para estos casos, Hillerborg desarrolló el método de las 
franjas avanzado (ver las referencias 15.2, 15.5,15.12 y 15.13). 

En el método de las franjas avanzado es fundamental un elemento apoyado en la esquina 
como el que se ilustra en la figura 15.14~. Dicho elemento es una región rectangular de la losa con 
las siguientes propiedades: 

1. Los bordes son paralelos a las direcciones del refuerzo. 
2. Soporta una carga uniforme w por unidad de área. 
3. Está apoyado únicamente en una esquina. 
4. No actúan fuerzas cortantes a lo largo de los bordes. 
5. No actúan momentos de torsión a lo largo de los bordes. 
6. Todos los momentos flectores que actúan a lo largo de los bordes tienen el mismo signo o son 

iguales a cero. 

? Sin embargo, Wood y Armer, en la referencia 15.8, sugieren que las placas sin vigas, con columnas de soporte, se pueden resolver por el 
método de las franjas simple, usando bandas fuertes entre columnas, o entre columnas y muros exteriores. 

www.elsolucionario.org



MÉTODO DE LAS FRANJAS PARA LOSAS 489 

7. Los momentos flectores a lo largo de los bordes son los momentos de diseño para las barras de 
refuerzo. 

Una franja uniformemente cargada en la direcciónx, como se muestra en la figura 15.14b, tendna 
entonces los diagramas de corte y de momento que aparecen en las figuras 15.14~ y d, respectivamente. 
Los momentos máximos están localizados en las líneas de cortante cero. Los bordes exteriores del 
elemento apoyado en la esquina se definen por las líneas de cortante cero en las direcciones X y Y. 

En la figura 15.15 se muestra un elemento típico apoyado en la esquina, con una distribución 
supuesta de momentos a lo largo de los bordes. Se supondrá que el momento flector es constante a 
lo largo de las dos mitades de cada borde. La reacción vertical se encuentra sumando las fuerzas 
verticales: 

R = wab (15.19) 

y, a partir del equilibrio de momentos con respecto al eje Y, se obtiene 

donde mxfm y m,,, son, respectivamente, el momento promedio en la luz y el momento en 
el apoyo por unidad de ancho; se sigue la misma convención de signos que para las vigas. En forma 
similar, 

Las dos últimas ecuaciones son idénticas a las condiciones para una parte correspondiente de 
una franja simple [la ecuación (15.20) para la luz en la dirección X y la ecuación (15.21) para la 
dirección Y] apoyada en el eje y que sostiene la carga wb o wa por pie. De esta manera, si un 
elemento apoyado en la esquina hace parte de una franja, esta parte debe soportar el cien por 

~t I 2 bordes simplemente apoyados 

2 bordes - 
empotrados 

(a) Vista en planta 

- Elementa 

(b) Cargas 

(e) Cortantes 

I apoyado esquina 

(dj Momentos FIGURA 15.14 
Losa con una columna central de apoyo. 
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)rnx,mb FIGURA 15.15 
Elemento apoyado en la esquina. 

ciento de la carga w en cada dirección (este requisito se analizó en el capítulo 13 y es un requisito de 
equilibrio estático). 

La distribución de momentos dentro de los límites de un elemento apoyado en la esquina es 
compleja. Al considerar que la carga sobre el elemento está sostenida por una sola reacción verti- 
cal en una de las esquinas, deben presentarse fuertes momentos de torsión dentro del elemento; 
esto contrasta con los supuestos del método simple de las franjas utilizado anteriormente. 

En la referencia 15.12 se explora con mayor detalle el campo de momentos dentro de un 
elemento apoyado en la  esquina y los momentos de borde. Resulta esencial que éstos últimos, 
determinados en la figura 15.15, sean los momentos de diseño para las barras de refuerzo (es decir, 
que ninguna barra dentro del elemento quede sometida a un momento mayor que en los bordes). 
Para cumplir este requisito debe imponerse una limitación a la distribución de los momentos a lo 
largo de los bordes. Con base en sus estudios (ver la referencia 15.12), Hillerborg recomienda la 
siguiente restricción en los momentos de borde: 

con 

donde mxf y m,, son, respectivamente, los momentos positivo y negativo en la dirección X en la 
mitad externa del elemento, como se indica en la figura 15.15. La restricción correspondiente es 
aplicable en la dirección Y. Hillerborg destaca que para muchas de las aplicaciones prácticas, la 
distribución de momentos de borde, que se ilustra en la figura 15.16, es apropiada con 

(Como alternativa, en la referencia 15.14 se sugiere que los momentos negativos en los apoyos 
a través del eje de columnas se tomen iguales a 1.5mxsrn en la mitad del ancho del elemento 
cercana a la columna, e iguales a 0.5mXsrn en la mitad externa restante del ancho del elemen- 
to). El refuerzo positivo en la luz debe llevarse a través de todo el elemento apoyado en la 
esquina. El refuerzo negativo correspondiente a mXs1 - mXs2 de la figura 15.15 debe llevarse 
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"'xfm 

FIGURA 
' 2 m y s m  t t J  ] 

Distribución de momentos 
recomendada para un elemento 
típico apoyado en la esquina. 

a 

por lo menos hasta 0 . 6 ~  del apoyo. El acero negativo restante, si queda, debe llevarse a través 
de todo el elemento apoyado en la esquina. Las restricciones correspondientes son aplicables 
en la dirección Y. 

En aplicaciones prácticas, los elementos apoyados en la esquina se combinan entre sí y con 
partes de franjas en una dirección, como se señala en la figura 15.14, para conformar un sistema de 
franjas. En este sistema cada franja soporta la carga total w, como se estudió anteriormente. Para 
definir la ubicación de elementos y de franjas, se puede suponer que el apoyo puntual de esquina del 
elemento está localizado en el centro de la columna de apoyo, como aparece en la figura 15.14, a 
menos que los apoyos sean de un tamafio significativo. En ese caso, el apoyo de esquina puede tomar- 
se en la esquina de la columna y se incluye una franja simple comente que se extiende entre las caras 
de la columna, a lo largo del borde de los elementos apoyados en la esquina. Observe en la figura que 
las zonas de esquina de la losa no se incluyen dentro de las franjas principales que comprenden los 
elementos apoyados en la esquina. Estas regiones pueden diseñarse en forma segura para un tercio 
de los momentos correspondientes en las franjas principales (ver la referencia 15.13). 

Ejemplo 15.4. Placa plana apoyada en los bordes con una columna central. La figura 15.17~ ilustra 
una placa plana con dimensiones globales de 34 x 34 pies, con apoyos empotrados a lo largo de los 
bordes izquierdo e inferior en el diagrama, apoyos articulados en los bordes derecho y superior, y una 
sola columna central de sección cuadrada de 16 pulg. Debe soportar una carga viva de servicio de 30 
lb/pie2 sobre la totalidad de su superficie más su peso propio y una carga muerta adicional superpuesta 
de 4 lb/pie2. Calcule los momentos en todas las secciones críticas y encuentre el espesor requerido de 
la losa y el refuerzo. Las resistencias de los materiales se especifican como& = 60,000 lb/pulg2 y f,' = 
4000 lb/pulg2. 

Solución. Se seleccionará un espesor tentativo de losa con base en la tabla 13.3, que controla en el caso 
de placas planas. Esta ecuación será conservadora en este caso, ya que se consideran apoyos continuos 
a lo largo de los bordes exteriores. 

h = - -  l7 l2 - 6.18 pulg 
33 

Tentativamente se seleccionará un espesor de 6.5 pulg, para el cual el peso propio es 150 x 6.5112 = 81 
lb/pie2. La carga total mayorada que debe soportar la losa es entonces: 

Los momentos promedio en la franja en la dirección X para la zona central producidos por la 
carga de 170 lb/pie2 se determinan mediante la teoría elástica y aparecen en la figura 15.17~. El anáii- 
sis en la dirección Y es idéntico. Los puntos de cortante cero (y de momentos máximos) están localiza- 
dos a 9.11 pies a la izquierda de la columna y a 10.32 pies a la derecha, como se indica. Estas distancias 
determinan el tamaño de los cuatro elementos apoyados en la esquina. 
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(a) Vista en planta 

(b) Carga sobre la franja Iblpie 

- 3509 

(c) Momentos m, lb-pielpie 

+3789 

7.89' 4.56', _ 9.72' "16' 6'68' (4 Momentos de disefio por pie de franja 
l---t--r 0 - 

FIGURA 15.17 
Ejemplo de diseño: placa plana apoyada en los bordes 
con columna central. 

Los momentos en la losa se determinan entonces de acuerdo con las recomendaciones anterio- 
res. Para el borde empotrado a lo largo del lado izquierdo de las franjas principales, el momento m, es 
simplemente el momento por pie de franja calculado a partir del análisis elástico, o sea, 3509 lb-piel 
pie. En el borde izquierdo del elemento apoyado en la esquina en la luz izquierda, 

Mxfl = mxf2 = mxfm = 1788 lb-pielpie 

A lo largo de la línea central de la losa, sobre la columna, siguiendo las recomendaciones que se 
indican en la figura 15.16, 

Mxs2 = 0 

Mml = 2mm = 10,528 1b-pielpie 

En el borde derecho del elemento apoyado en la esquina en la luz derecha, 

M$ = m* = m+ = 3789 1b-pielpie 
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FIGURA 15.17 
Continuación. 

(0 Acero inferior 

En el borde exterior apo-ddo en una articulación todos los momentos son cero. Se realiza una verifi- 
cación de los valores de a utilizando la ecuación (15.221) y observando, a partir de la ecuación (15.20), 
que wa2/2 = m* -mm. Así, para la luz izquierda, 

y en la luz derecha, 

Puesto que los dos valores están dentro del intervalo de 0.25 a 0.75, la distribución propuesta de 
momentos es satisfactoria. Si el primero de estos valores hubiera estado por debajo del límite inferior 
de 0.25, el momento negativo en la media franja de columna hubiera podido reducirse con respecto al 
valor de 10,528 klb-pielpie por pie y el momento negativo en la media franja adyacente se hubiera 
incrementado por encima del valor utilizado de O. Como opción, el momento negativo total sobre la 
columna podría disminuirse ligeramente, con un aumento correspondiente de los momentos en la luz. 

Los momentos en la dirección Yse calculan de manera similar y todos los resultados se resumen 
en la figura 15.17d. Los momentos en las franjas adyacentes a los bordes apoyados se hacen iguales a 
un tercio de los correspondientes a las franjas principales adyacentes. 

Una vez conocidos los momentos por pie de franja en todas las secciones críticas, fácilmente se 
puede encontrar el refuerzo requerido. Con un recubrimiento de concreto de 4 de pulgada y barras 
con diámetros de 3 pulg, la altura efectiva de la losa será igual a 5.5 pulg. Cuando se presenten cruces 
de barras, es decir, sobre la columna central y cerca de la intersección de los dos bordes empotrados, 
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se utilizará una altura efectiva promedio igual a 5.25 pulg. Esto generará un refuerzo idéntico en las 
dos direcciones y facilitará la construcción. 

Para la losa de 6.5 pulg de espesor, el acero mínimo para control de grietas por retracción de 
fraguado y temperatura es 0.0018 x 6.5 x 12 = 0.140 pulg2/pie, que se suministrará con barras No. 3 
espaciadas a 9 pulg. La cuantía de acero a flexión correspondiente es 

Interpolando, a partir de la tabla a A.6a del apéndice A, se obtiene un valor de R = 124 y la resistencia 
de diseño es 

@m, = @Rbd2 = 0.90 x 124 x 12 x 5.52/12 = 3376 lb-pielpie 

En comparación con las resistencias requeridas que se resumen en la figura 15.17d, este valor será 
adecuado en todas partes excepto para las siguientes regiones particulares: 

Acero negativo sobre la columna: 

para el cual p = 0.0076 (a partir de la tabla A.6a) y A, = 0.0076 X 12 x 5.25 = 0.48 pulg2/pie. Este 
acero se suministra mediante barras No. 5 espaciadas a 7.5 pulg. Las barras se prolongarán una distan- 
cia de 0.6 x 9.11 = 5.47 pie o sea, aproximadamente 5 pies 6 pulg a la izquierda del eje de la columna, 
y 0.6 x 10.32 = 6.19 pie, es decir, casi 6 pies 3 pulg a la derecha. 

Acero negativo a lo largo de los bordes empotrados: 

para el cualp = 0.0022 YA, = 0.0022 x 12 x 5.5 = 0.15 pulg2/pie. Las barras No. 3 espaciadas a 9 pulg 
resultan adecuadas. El punto de inflexión para la losa en esta región puede encontrarse fácilmente y 
está ubicado a 3.30 pies del borde empotrado. Las barras negativas se extenderán 5.5 pulg más allá de 
este punto, lo que produce un punto de corte a 45 pulg, o sea 3 pies 9 pulg de la cara del apoyo. 

Acero positivo para las luces exteriores: 

esto generap = 0.0024 YA, = 0.0024 x 12 x 5.5 = 0.16 pulg2/pie. Se utilizarán barras No. 3 espaciadas 
a 8 pulg. En todos los casos se cumple el espaciamiento máximo de 2h = 13 pulg. Este máximo impide 
la utilización económica de barras de diámetro mayor. 

En las figuras 15.17e y 15.17f se resumen el tamaño de las barras, su espaciamiento y los puntos 
de corte para el acero superior e inferior, respectivamente. 

Finalmente, la carga que soporta la columna central es 

Al investigar el cortante por punzonamiento en la sección crítica tomada a d/2 de la cara de la columna 
de 16 pulg, con referencia a la ecuación (13.11a) y tomando un valor de b, = 4 x (16.00 + 5.25) = 85 
pulg, se obtiene 

+V, = * & ! b i d  = 4 x 0 . 8 5 m  x 85 X 5.25 = 96,000 lb 

Este valor está muy por encima del cortante aplicado de 64,200 lb, lo que confirma que el espesor de 
la losa es adecuado y que no se requiere refuerzo a cortante. 

Los métodos convencionales para el análisis y diseño de losas descritos en los capítulos 12 y 13, y 
tratados en el capítulo 13 del Código ACI, se limitan a aplicaciones en las cuales los paneles de losa 
están apoyados en lados opuestos o en todos los cuatro lados en vigas o muros, o al caso de placas 
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planas y formas relacionadas apoyadas en una distribución de columnas relativamente regular. En 
todos los casos, los paneles de losa deben ser cuadrados o rectangulares, las cargas deben distribuirse 
de modo uniforme dentro de cada panel y las losas no deben incluir huecos considerables. 

Tanto la teoría de líneas de fluencia como el método de las franjas ofrecen al diseñador pro- 
cedimientos racionales para el análisis y diseño de losas dentro de un intervalo mucho más amplio 
de posibilidades que comprenden: 

1. Fronteras de cualquier forma que incluyen límites rectangulares, triangulares, circulares y en 
forma de L con esquinas entrantes. 

2. Bordes apoyados o libres, apoyos oblicuos, apoyos en columnas o diversas combinaciones de 
estas condiciones. 

3. Cargas uniformemente distribuidas, cargas distribuidas sobre áreas parciales del panel, cargas 
distribuidas que varían linealmente, cargas lineales y cargas concentradas. 

4. Losas con huecos considerables. 

La diferencia más importante entre el método de franjas y el de líneas de fluencia es el hecho 
de que el análisis de franjas produce resultados dan seguridad, mientras que el de líneas de fluencia 
puede generar un diseño inseguro. Una losa diseñada con el método de las franjas puede soportar 
posiblemente una carga mayor que la estimada, mediante una redistribución interna de fuerzas, 
antes del colapso; una losa analizada con los procedimientos de líneas de fluencia puede fallar a 
una carga inferior que la estimada si se selecciona un mecanismo incorrecto como base del análisis 
o si las dimensiones que definen el mecanismo son incorrectas. 

Además, se debe reconocer que el método de las franjas es una herramienta para el diseño, 
mediante la cual puede seleccionarse el espesor de la losa y el tamaño y distribución de las barras 
de refuerzo para resistir las cargas especificadas. En contraste, la teoría de líneas de fluencia ofrece 
apenas un método para analizar la capacidad de determinada losa, con refuerzo conocido. De acuerdo 
con el análisis de líneas de fluencia, el proceso de diseño es un asunto de revisión de las capacida- 
des de varios diseños tentativos y de patrones alternos de refuerzo. Deben investigarse todos los 
patrones posibles de líneas de fluencia y variar las dimensiones específicas con el fin de estar segu- 
ros de haber encontrado la solución correcta. Excepto para casos sencillos, éste es un proceso que 
probablemente tomará un tiempo considerable. 

Ni el método de las franjas, ni el de las líneas de fluencia ofrecen información con respecto al 
agrietamiento o a las deflexiones para las cargas de servicio. Los dos análisis enfocan su atención 
estrictamente hacia la resistencia a flexión. Sin embargo, con el procedimiento de las franjas, si se 
toma la preocupación de aproximarse al menos a la distribución elástica de momentos, se presen- 
tarán muy pocas dificultades con agrietamientos excesivos. Los métodos para predicción de de- 
flexiones presentados en la sección 12.7 del capítulo 12 y en la sección 13.9 del capítulo 13, pueden 
adaptarse sin dificultad al de las franjas, puesto que los conceptos son totalmente compatibles. 

Con relación a la economía en el refuerzo, se puede suponer que la utilización del método de 
las franjas, que conduce siempre a diseños seguros, puede generar estructuras más costosas que la 
teoría de las líneas de fluencia. Sin embargo, las comparaciones indican que en la mayor parte de los 
casos esto no es cierto (ver las referencias 15.8 y 15.12). Con la utilización adecuada del método de las 
franjas, las barras de refuerzo se colocan de manera no uniforme en la losa (por ejemplo, en bandas 
fuertes alrededor de las aberturas) donde éstas se utilizan de manera más efectiva; por otro lado, los 
métodos que se basan en líneas de fluencia llevan a menudo a un espaciamiento uniforme de las 
barras, lo cual puede significar que algunas barras individuales se utilizan de maneras ineficientes. 

Se han realizado muchos ensayos sobre losas diseñadas mediante el mCtodo de las franjas 
(ver la referencia 15.11; también el resumen en la referencia 15.12). Estos ensayos incluyen losas 
cuadradas, rectangulares, con bordes tanto empotrados como simplemente apoyados, apoyadas 
directamente en columnas y con aberturas grandes. Las conclusiones obtenidas establecen que el 
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método de las franjas ofrece diseños seguros con respecto a la carga última y que, para las cargas de 
servicio, el comportamiento con relación a las deflexiones y al agrietamiento es por lo general 
satisfactorio. El análisis se utiliza ampliamente y en forma exitosa en los países escandinavos desde 
1960 y cada vez recibe mayor atención en otros países. 
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PROBLEMAS 
Nota: Para todos los problemas que siguen, utilice como resistencia de los materiales4 = 60,000 lb/pulg2 y 

f: = 4000 lb/pulg2. Debe aplicar todos los requisitos del Código ACI referentes al acero mínimo, 
espaciamientos máximos, corte de barras y refuerzo especial de esquinas. 

15.1. La losa cuadrada de la figura P15.1 está simplemente apoyada en muros de mampostería a lo largo de 
todos los lados. Debe soportar una carga viva de servicio de 100 lb/pie2, además de su peso propio. 
Especifique una distribución de carga adecuada; determine los momentos en todas las secciones que 
controlan y seleccione el espesor de losa, las barras de refuerzo y el espaciamiento. 

15.2. La losa rectangular expuesta en la figura P15.2 es un panel interior típico de un sistema de piso grande 
que tiene vigas en todos los ejes de columnas. Las columnas y las vigas son suficientemente rígidas para 
considerar la losa como totalmente restringida a lo largo de todos los lados. La losa debe soportar una 
carga viva de 100 lb/pie2 y una carga muerta superpuesta de 30 lb/pie2, además de su peso propio. 
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Determine el espesor requerido de losa y especifique todas las barras de refuerzo y su espaciamiento. 
Deben especificarse los puntos de corte para las barras negativas; todo el acero positivo puede llevarse 
hasta las vigas de apoyo. Tome los momentos en los apoyos como dos veces los de la luz de las franjas. 

FIGURA P15.2 

153. La losa de la figura P15.3 puede considerarse como totalmente empotrada a lo largo de tres bordes, 
pero sin apoyo en el cuarto lado en la dirección larga. Debe soportar una carga viva uniformemente 
distribuida de 80 lb/pie2 más una carga muerta externa de 40 lb/pie2. Especifique un espesor adecuado 
para la losa y determine el refuerzo y los puntos de corte. 

t- 
24' 

7 
3 bordes empotrados, 

\ ~ o r d e  libre FIGURA P15.3 

15.4. La figura P15.4 presenta un muro de contención con contrafuertes (ver la sección 19.1 del capítulo 19) 
que consta de una losa de base y un muro principal vertical de 16 pies de altura y un espesor constante 
que contiene la tierra. Los muros de contrafuerte, espaciados a 19 pies entre centros a lo largo del 
muro, suministran un apoyo adicional a la losa principal. Cada sección de la losa principal, con una 
altura de 16 pies y una longitud de 18 pies, puede considerarse como totalmente empotrada en su base 
y a lo largo de sus dos lados verticales (a causa de la continuidad completa y de la distribución de cargas 
idénticas sobre todos los paneles). La parte superior del muro principal no tiene apoyo. La presión de 
tierra horizontal varía de cero en la parte superior del muro a 587 lb/pie2 en la parte superior de la losa 
base. Determine un espesor adecuado para el muro principal y seleccione las barras de refuerzo y el 
espaciamiento. 

/Borde libre 

Contrafuerte 

Muro de contención 

Contrafuerte ' 

FIGURA 

15.5. La losa triangular de la figura P15.5, que sirve de cubierta para un muelle de carga, está totalmente 
empotrada a lo largo de dos lados adyacentes y libre de apoyo a lo largo del borde diagonal. Se espera 
una carga de nieve uniforme de 60 lb/pie2. Sobre la losa actuará una carga muerta de 10 lb/pie2, además 
de su peso propio. Determine el espesor requerido de losa y especifique todo el refuerzo (sugerencia: 
el refuerzo inferior principal debe ser paralelo al borde libre, y el refuerzo negativo debe ser perpendi- 
cular a los bordes apoyados). 
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- '  FIGURA P15.5 

15.6. La figura P15.6 ilustra una losa rectangular con una abertura grande cerca de una de las esquinas. La 
losa está simplemente apoyada a lo largo de uno de los lados largos y del lado corto adyacente, y los dos 
bordes adyacentes a la abertura están totalmente empotrados. La losa debe soportar una carga mayorada 
de 250 lbIpie2. Determine el espesor requerido de losa y especifique todo el refuerzo. 

26' *,[ L2;Jlados Borde empotrado 

6.5' 

Borde empotrado L---/ FIGURA P15.6 
13' 

15.7. La losa tablero de cubierta de la figura P15.7 debe diseñarse para soportar una carga mayorada total, 
incluyendo el peso propio, de 165 1blpie2. Ésta tendrá apoyos empotrados a lo largo de los dos lados 
largos y de uno de los cortos, pero el cuarto borde estará libre de cualquier apoyo. Las dos columnas 
cuadradas de 16 pulg estarán localizadas como aparece. 
(a) Determine un espesor aceptable para la losa. 
(b) Seleccione las líneas apropiadas de dispersión de carga. 
(c) Determine los momentos en todas las secciones críticas. 
(d) Especifique los tamaÍios de las barras, los espaciamientos y los puntos de corte. 
(e) Verifique las secciones que controlan la resistencia a cortante en la losa. 

/ 3 bordes empotrados 

- FIGURA P15.7 
16' 16' 7' 



TIPOS Y FUNCIONES 
La subestructura o cimentación es aquella parte de la estructura que se coloca generalmente por debajo 
de la superficie del terreno y que transmite las cargas al suelo o roca subyacentes. Todos los suelos se 
comprimen al someterlos a cargas y causan asentamientos en la estructura soportada. Los dos requisi- 
tos esenciales en el diseño de cimentaciones son: que el asentamiento total de la estructura esté lirnita- 
do a una cantidad tolerablemente pequeña y que, en lo posible, el asentamiento diferencial de las 
distintas partes de la estructura se elimine. Con respecto al posible daño estructural, la eliminación de 
asentamientos distintos dentro de la misma estructura es incluso más importante que los límites im- 
puestos sobre el asentamiento uniforme global. 

Para limitar los asentamientos de la manera indicada, es necesario (1) transmitir la carga de la 
estructura hasta un estrato de suelo que tenga la resistencia suficiente, y (2) distribuir la carga sobre un 
área suficientemente grande de este estrato para minimizar las presiones de contacto. Si no se encuentran 
suelos adecuados justo debajo de la estructura, es necesario recurrir a cimentaciones profundas como 
pilotes o pilas para transmitir la carga hasta estratos más profundos y de mayor £irmeza. Si existe un suelo 
satisfactorio inmediatamente debajo de la estructura, es suficiente distribuir la carga mediante zapatas u 
otros medios. Estas subestructuras se conocen como cimentaciones supe@ciales y es precisamente este 
tipo de cimentaciones el que se analizará en este capítulo. Un tratamiento más amplio referente a tipos 
más especiales de cimentaciones profundas puede encontrarse en textos sobre ingeniería de cimentacio- 
nes, por ejemplo en las referencias 16.1,16.2y 16.3. 

ZAPATAS SUPERFICIALES 
Las zapatas superficiales pueden clasificarse como zapatas para muros y zapatas para columnas. Los 
esquemas en planta de los tipos más comunes se presentan en la figura 16.1. Una zapata para muro 
consiste en una franja de concreto reforzado más ancha que el muro y que distribuye su presión. Las 
zapatas para columnas individuales son por lo general cuadradas, algunas veces rectangulares, y repre- 
sentan el tipo de cimentación más sencillo y económico. Su utilización para columnas exteriores tiene 
algunas dificultades si los derechos de propiedad impiden la utilización de zapatas que se extiendan 
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Muro 

FIGURA 16.1 
Tipos de zapatas superficiales. 

Límite de la propiedad > 

más allá de los muros exteriores. En este caso, se utilizan zapatascombinadas o zapatas amarradas para 
permitir el diseño de una zapata que no se extienda más allá del muro o columna. Las zapatas combina- 
das para dos o más columnas se utilizan también para columnas interiores con cargas considerables y 
poco espaciadas entre sí, donde las zapatas individuales, si se hicieran, quedarían casi o totalmente 
traslapadas. 

Las zapatas individuales y las zapatas combinadas para columnas son los tipos de cimentaciones 
superficiales más utilizados en suelos con capacidad razonable de carga. Si el suelo es blando o las 
cargas de las columnas son grandes, las áreas requeridas para las zapatas son tan grandes que se convier- 
ten en antieconómicas; en este caso, a menos que las condiciones del suelo exijan una cimentación 
profunda, se adopta una solución consistente en una losa de cimentación o en una cimentación flotante. 
Este tipo de cimentación consta de una losa maciza de concreto reforzado que se extiende bajo todo el 
edificio y que, en consecuencia, distribuye la carga de la estructura sobre la máxima área disponible. 
Esta cimentación, gracias a su propia rigidez, también minimiza los asentamientos diferenciales. En su 
forma más sencilla, consta de una losa de concreto reforzada en las dos direcciones. Una forma que 
proporciona mayor rigidez consiste en una losa de entrepiso invertiday conformada por vigas secunda- 
rias y principales. Las vigas principales se localizan en los ejes de columnas en cada una de las dos 
direcciones, y se proyecta una losa reforzada en las dos direcciones y apoyada en las vigas. También se 
utilizan losas planas invertidas con capiteles en la parte inferior de las columnas, como losas de cimen- 
tación. 

FACTORES DE DISENO 
En construcciones corrientes, la carga sobre un muro o columna se transmite verticalmente a la zapata, 
la cual a su vez la sostiene la presión hacia arriba del suelo sobre el cual descansa. Si la carga es 
simétrica con respecto al área de contacto, la presión de contacto se supone uniformemente distribuida 
(ver la figura 16.2~~); se sabe que esto es apenas aproximadamente cierto. Para zapatas que descansan 
sobre suelos granulares gruesos, la presión es mayor en el centro de la zapata y disminuye hacia el 
perímetro (ver la figura 16.2b), a causa de que los granos individuales de este tipo de suelos están 
relativamente sueltos de manera que el suelo localizado en las cercanías del perímetro puede corferse 
ligeramente hacia afuera en la dirección de menores esfuerzos en el suelo. En contraste, en suelos 
arcillosos las presiones son mayores cerca del borde que en el centro de la zapata, puesto que en este 

&&A FIGURA Distribución 16.2 de presiones de contacto: 
4 (a) supuesta; (b) real para suelos granulares; 

(a) (b) (4 (c) real para suelos cohesivos. 
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tipo de suelos la carga produce una resistencia a cortante alrededor del perímetro, la cual se adiciona a 
la presión hacia arriba (ver la figura 162) .  Se acostumbra ignorar estas variaciones con respecto a la 
distribución uniforme: (1) porque su cuantificación n ~ d r i c a  es incierta y altamente variable, depen- 
diendo del tipo de suelo, y (2) porque su iduencia en las magnitudes de los momentos flectores y de las 
fuerzas cortantes sobre la zapata es relativamente baja. 

Las zapatas sobre suelos compresibles deben cargarse de modo concéntrico para evitar la inclina- 
ción que se presentará si las presiones de contacto en un lado de la zapata son sustancialmente mayores 
que en el lado opuesto. Eso significa que las zapatas individuales deben colocarse concéntricamente 
bajo las columnas, que las zapatas para muros deben estar en forma concéntrica bajo los muros y que, 
para las zapatas combinadas, el centroide del área de las zapatas debe coincidir con la resultante de las 
cargas de las columnas. Las zapatas cargadas excéntricamente se pueden utilizar en suelos muy 
compactados o en roca. Se concluye que puede contarse con restricción de rotación de la columna, 
suministrada por una zapata individual, sólo cuando existen tales condiciones favorables del suelo y 
cuando la zapata se diseña tanto para la carga de columna como para el momento de restricción. 
Inclusive en este caso, debe suponerse una condición más flexible que la de un empotramiento total, 
excepto para zapatas en roca. 

La determinación precisa de esfuerzos en elementos de cimentación de cualquier tipo es difícil, 
no sólo por las incertidumbres en la determinación de la distribución real de presiones hacia arriba, 
sino también porque los elementos estructurales mismos son bloques relativamente masivos o losas de 
espesor considerable sometidos a cargas concentradas altas provenientes de la estructura superior. Los 
procedimientos para el diseño de zapatas aisladas para columnas individuales se basan casi por com- 
pleto en los resultados de dos amplias investigaciones experimentales que se llevaron a cabo en la 
Universidad de Illinois (ver las referencias 16.4 y 16.5). Estos ensayos y las recomendaciones resultan- 
tes se han reevaluado a la luz de investigaciones recientes particularmente en lo que tiene que ver con 
el cortante y la tensión diagonal (ver las referencias 16.6 a 16.8). Las zapatas combinadas y las losas de 
fundación también pueden diseñarse mediante métodos simplificados, aunque cada vez se utilizan 
herramientas más refinadas, tales como análisis por elementos finitos. 

CARGAS, PRESIONES DE CONTACTO Y DIMENSIONES DE LAS ZAPATAS 
Las presiones de contacto admisibles se determinan a partir de los principios de la mecánica de suelos, 
con base en ensayos de carga y otras determinaciones experimentales (ver por ejemplo las referencias 
16.1 a 16.3). Las presiones de contacto admisibles qa para cargas de servicio se escogen de tal forma que 
se tenga un factor de seguridad entre 2.5 y 3.0 para que no se exceda la capacidad portante del suelo 
particular y que los asentamientos se mantengan dentro de unos límites tolerables. Muchos códigos de 
construcción locales incluyen presiones de contacto admisibles para los tipos y condiciones de suelos 
que se encuentran en esa localidad particular. 

Para zapatas cargadas concéntricamente, el área requerida se determina a partir de 

Además, la mayor parte de los códigos permiten un incremento del 33 por ciento en la presión admisi- 
ble cuando se incluyen los efectos de viento Wo de sismo E, en cuyo caso 

Se debe observar que los tamaños de las zapatas se determinan para cargas de servicio y presiones del 
suelo sin amplificar, en contraste con el diseño a la resistencia de elementos de concreto reforzado, en 
el cual se utilizan cargas mayoradas y resistencias nominales reducidas. Esto se debe a que, para el 
diseño de zapatas, la seguridad la proporcionan los factores de seguridad globales que se mencionaron 
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anteriormente, en contraste con los factores independientes de carga y coeficientes de reducción de 
resistencia que se utilizan para dimensionar los elementos. 

El área de zapata requerida,Areq, es la mayor de las determinadas con las ecuaciones (16.1) y 
(16.2). Las cargas en los numeradores de las ecuaciones (16.1) y (16.2) deben calcularse a nivel de la 
base de la zapata, es decir, en el plano de contacto entre el suelo y la zapata. Esto significa que deben 
incluirse el peso de la zapata y la sobrecarga (es decir, el relleno y la posible presión de fluidos sobre la 
parte superior de la zapata). Las cargas de viento y otras cargas laterales producen una tendencia al 
volcamiento. Al verificar el volcarniento de una cimentación, sólo deben incluirse aquellas cargas vivas 
que contribuyen al sismo y las cargas muertas que lo estabilizan deben multiplicarse por 0.9. Debe 
mantenerse un factor de seguridad de por lo menos 1.5 contravolcamiento, a no ser que el código de 
construcción local especifique otro valor (ver la referencia 16.7). 

Una zapata se considera cargada excéntricamente si la columna soportada no es concéntrica con 
el área de la zapata o si la columna transmite, en su unión con la zapata, no sólo una carga vertical sino 
también un momento flector. En cualquier caso, los efectos de la carga en la base de la zapata pueden 
representarse mediante una carga vertical P y un momento flector M. Las presiones de contacto resul- 
tantes se suponen de nuevo distribuidas en forma lineal. Siempre y cuando la excentricidad resultante 
e = MIP no exceda un sexto del ancho de la zapata, representado por la distancia k, la fórmula usual de 
flexión 

- P Mc 
q m a x - - p 7  

min 

permite la determinación de las presiones de contacto en los dos bordes extremos, como se indica en la 
figura 16.3~. El área de la zapata se determina mediante tanteos, con base en la condición q,, 5 q,. Si 
la excentricidad cae por fuera del tercio medio de la zapata, al evaluar la ecuación (16.3) se obtiene un 
valor negativo (tensión) para q a lo largo de uno de los bordes de la zapata. Puesto que en el área de 
contacto entre el suelo y la zapata no puede transmitirse tensión, la ecuación (16.3) deja de ser válida en 
este caso y las presiones de contacto se distribuyen como se ilustra en la figura 16.3b. Para zapatas 
rectangulares con dimensiones 1 x b la presión máxima puede determinarse a partir de 

la cual, de nuevo, no debe ser mayor que la presión admisible qa. Para áreas de zapatas no rectangulares 
con diversas configuraciones, las referencias 16.1 y 16.7, y otras, presentan excentricidades límites y 
otras ayudas para el cálculo de las presiones de contacto. 

FIGURA 16.3 
Presiones de contacto supuestas bajo zapatas excéntricas. 
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Unavez que se determina el área requerida de la zapata, ésta debe diseñarse para desarrollar la 
capacidad necesaria para resistir todos los momentos, cortantes y otras acciones internas que producen 
las cargas aplicadas. Con este propósito, se aplican los factores de carga del Código ACI 9.2 al caso de 
zapatas al igual que a todos los demás componentes estructurales. De acuerdo con esto, para diseño a la 
resistencia las zapatas deben dimensionarse para los efectos de las siguientes cargas externas (ver la 
tabla 1.2): 

o si se van a incluir efectos del viento, 

En zonas sísmicas, deben considerarse las fuerzas de sismo E, en cuyo caso el valor de Wse remplaza 
por l.lE. La combinación 

rara vez controlará el diseño a la resistencia de una zapata. Sin embargo, la presión lateral de tierra H 
ocasionalmente puede afectar el diseño de la zapata, en cuyo caso, 

Para presiones horizontales F de líquidos, como las generadas por aguas subterráneas, el valor de 1.4F 
en la última ecuación debe sustituir a 1.7H. Las presiones verticales de líquidos deben adicionarse a las 
cargas muertas; es decir, se les aplica un coeficiente de carga de 1.4. 

Estas cargas mayoradas deben contrarrestarse y equilibrarse mediante las correspondientes 
presiones de contacto en el suelo. En consecuencia, unavez que se determine el área de la zapata, las 
presiones de contacto se vuelven a calcular para las cargas mayoradas con el propósito de adelantar 
los cálculos de resistencia. Éstas son presiones ficticias que se necesitan solamente para producir la 
capacidad última que se exige en la zapata. Para diferenciar estas presiones de las presiones reales q 
bajo cargas de servicio, las presiones de diseño que equilibran las cargas mayoradas Use designarán 
mediante q,. 

ZAPATAS PARA MUROS 

Los principios elementales del comportamiento de vigas se aplican a zapatas para muros con algunas 
modificaciones menores. La figura 16.4 ilustra las fuerzas que actúan sobre una zapata para muro; si los 
momentos flectores se calcularan a partir de estas fuerzas, el máximo momento se presentará en la 
mitad del ancho. En realidad, la muy alta rigidez del muro modifica esta situación y los ensayos citados 
en la sección 16.3 demuestran que, para zapatas bajo muros de concreto, es satisfactorio calcular el 
momento en la cara del muro (sección 1-1). En estos ensayos se formaron grietas de tensión en los sitios 
indicados en la figura 16.4, es decir, bajo la cara del muro, envez de presentarse en la mitad del ancho. 

I d  

l q  FIGURA 16.4 - Zapata para muro. 

www.elsolucionario.org
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Para zapatas que soportan muros de mampostería el momento máximo se calcula en la mitad de la 
distancia entre el centro y la cara del muro, puesto que la mampostería es en general menos rígida que 
el concreto. Por consiguiente, el momento flector máximo en zapatas bajo muros de concreto lo deter- 
mina la ecuación 

Para determinar los esfuerzos cortantes se calcula la fuerza cortante vertical en la sección 2-2 que 
se localiza, al igual que para vigas, a una distanciad de la cara del muro. Así, 

b - a  
v u  = q.(T - d )  

El cálculo de la longitud del desarrollo se basa en la sección de máximo momento, es decir, en la 
sección 1-1. 

Ejemplo 16.1. Diseño de una zapata para muro. Un muro de concreto de 16 pulg soporta una carga 
muerta D = 14 klb/pie y una carga viva L = 10 klblpie. La presión de contacto admisible es q, = 4.5 
klb/pie2 a nivel de la parte inferior de la zapata, que se ubica a 4 pies por debajo del nivel del terreno. 
Diseñeua zapata para este muro utilizando un concreto de 3000 lb/pulg2 y acero grado 40. 

Solución. Con una zapata de 12 pulg de altura, el peso de la zapata por pie cuadrado es 150 lb/pie2 y 
el peso del relleno de 3 pies en la parte superior de la zapata es 3 x 100 = 300 lb/pie2. En consecuen- 
cia, la porción de la presión de contacto admisible que está disponible o es efectiva para sostener la 
carga del muro es 

El ancho requerido para la zapata es por tanto b = 24,000/4050 = 5.93 pies. Se supondrá una zapata 
de 6 pies de ancho. 

La presión de contacto producida por las cargas mayoradas para el diseño a la resistencia de la 
zapata es 

A partir de este valor, el momento requerido para diseño a la resistencia es 

y suponiendo un valor de d = 9 pulg el cortante en la sección 2-2 es 

La altura de las zapatas está controlada generalmente por cortante, en particular porque es común 
evitar la utilización de refuerzo a cortante en zapatas por ser poco económico. La resistencia a 
cortante de diseño por pie (ver la ecuación [4.12b]) es 

a partir de la cual 

d = - e  9700 - 8.7 pulg 
1117 
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Puesto que el Código ACI 7.7.1 exige un recubrimiento libre de las barras de 3 pulg, se selecciona una 
altura de zapata de 12 pulg, obteniéndose un valor de d = 8.5 pulg. Este valor es suficientemente 
cercano a los valores supuestos y no es necesario revisar los cálculos. 

Para determinar el área requerida de acero se utiliza el valor de Mu/q5bd = 199,500/(0.9 x 12 x 
8.52) = 256 para entrar al gráfico A.I. del apéndice A. Para este valor, la curva 4013 da una cuantía de 
acero p = 0.0067. El área requerida de acero es entonces A, = 0.0067 x 8.5 x 12 = 0.68 pulg2/pie. 
Barras No. 6, espaciadas a 7 S pulg entre centros, suministran un A, = 0.71 pulg2/pie. La longitud de 
desarrollo requerida de acuerdo con la tabla 5.1 es 22 pulg. Esta longitud debe proveerse a partir de 
la sección 1-1 hacia afuera. La longitud de cada barra, si el recubrimiento en el extremo es de 3 pulg, 
es 72 - 2 = 66 pulg y la longitud real de desarrollo desde la sección 1-1 hasta el extremo más cercano 
es (66 - 16) = 25 pulg que es mayor que la longitud requerida de desarrollo. 

De acuerdo con el Código ACI 7.12, el refuerzo longitudinal por retracción de fraguado y 
temperatura debe ser al menos 0.002 x 12 x 12 = 0.29 pulg2/pie. Barras No. 4 espaciadas a 8 pulg 
entre centros, proporcionarán un área de 0.29 pulg2/pie. 

ZAPATAS PARA COLUMNAS 
En planta, las zapatas para columnas individuales son en general cuadradas. Se utilizan zapatas rectan- 
gulares cuando las restricciones de espacio obligan a esta selección o si la columna apoyada tiene una 
sección transversal rectangular bastante alargada. En su forma más simple, constan de una losa sencilla 
(ver la figura 16.5a). Otro tipo es el que aparece en la figura 16.5b7 donde se interpone un pedestal o 
dado entre la columna y la losa de la zapata; el pedestal proporciona una transferencia de carga más 
favorable y en muchos casos se requiere con el'fin de suministrar la longitud de desarrollo necesaria 
para los bastones. Esta forma se conoce también como una zapata escalonada. Todas las partes de una 
zapata escalonada deben vaciarse en la misma colada, con el fin de proveer una acción monolítica. 
Algunas veces se utilizan zapatas acarteladas como las de la figura 16.5~. Éstas consumen menos 
concreto que las zapatas escalonadas, pero la mano de obra adicional necesaria para producir las 
superficies acarteladas (formaletas, etc.) hace que las zapatas escalonadas sean casi siempre más econó- 
micas. En general, las zapatas de losa sencilla (ver la figura 16.5~) son las más económicas para alturas 
de hasta 3 pies. 

Las zapatas para columnas individuales representan voladizos que se proyectan hacia afuera 
desde la columna en las dos direcciones y cargados hacia arriba con la presión del suelo. En la superfi- 
cie inferior se producen los correspondientes esfuerzos de tensión en estas dos direcciones. En conse- 
cuencia, estas zapatas se refuerzan mediante dos capas de acero perpendiculares entre sí y paralelas a 
los bordes. 

El área requerida de contacto se obtiene dividiendo la carga total, que incluye el peso propio de 
la zapata, por la presión de contacto seleccionada. En esta etapa debe estimarse el peso de las zapatas 
que generalmente está entre un cuatro por ciento y un ocho por ciento de la carga de la columna, 
intervalo en el que el primer valor es aplicable a los tipos de suelo más fuertes. 

Al calcular los momentos flectores y los cortantes, únicamente se considera la presión hacia 
arriba q, generada por las cargas mayoradas de la columna. El peso mismo de la zapata no produce 
momentos ni cortantes, al igual que no existen, obviamente, momentos ni cortantes en un libro que 
descansa sobre la superficie de una mesa. 

FIGURA 16.5 
Tipos de zapatas para columnas individuales. 
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a. Cortante 

Unavez determinada el área requerida de la zapata,Areq a partir de la presión de contacto admisible q, 
y de la combinación más desfavorable de cargas de servicio, incluyendo el peso de la zapata y el relleno 
por encima de ésta (y todas las sobrecargas que puedan presentarse), debe determinarse la altura h de la 
zapata. En zapatas aisladas, la altura efectiva d es regulada principalmente por cortante. Puesto que 
estas zapatas se someten a una acción en dos direcciones, es decir, se flexionan en las dos direcciones 
principales, su comportamiento a cortante se parece al de las losas planas en inmediaciones de las 
columnas (ver la sección 13.6). Sin embargo, en contraste con losas de piso y de cubierta en dos 
direcciones, por lo general no es económico utilizar refuerzo a cortante en zapatas. Por esta razón, 
únicamente se analizará aquí el diseño de zapatas donde todo el cortante lo toma el concreto. Para los 
casos poco usuales en que la altura se restringe, de manera que es necesario utilizar refuerzo a cortante, 
la información relacionada con losas de la sección 13.6 es aplicable también a zapatas. 

En zapatas se distinguen dos tipos diferentes de resistencia a cortante: cortante en dos direcciones 
o por punzonamiento y cortante en una dirección o por acción de viga. 

Una columna sostenida por la losa de la figura 16.6 tiende a punzonar la losa a causa de los 
esfuerzos cortantes que actúan en la zapata alrededor del perímetro de la columna. Al mismo tiempo, 
los esfuerzos de compresión concentrados que provienen de la columna se distribuyen en la zapata de 
modo que el concreto adyacente a la columna queda sometido a una compresión vertical o ligeramente 
inclinada, adicional al cortante. En consecuencia, si la falla ocurre, la fractura adopta la forma de la 
pirámide truncada que aparece en la figura 16.6 (o de un cono truncado si la columna es circular), con 
lados que se extienden hacia afuera a un ángulo que se aproxima a los 45". El esfuerzo cortante prome- 
dio en el concreto que falla de esta manera puede tomarse equivalente al que actúa en planos verticales 
a través de la zapata y alrededor de la columna sobre un perímetro a una distancia d/2 desde las caras de 
la columna (sección vertical a través de abcd en la figura 16.7). El concreto sometido a este esfuerzo 
cortante v,, también está sometido a la compresión vertical que generan los esfuerzos que se distribu- 
yen desde la columna, y a la compresión horizontal en las dos direcciones principales producida por los 
momentos de flexión biaxial en la zapata; la presencia de estos esfuerzos triaxiales aumenta la resisten- 
cia a cortante del concreto. Ensayos realizados en zapatas y losas planas demuestran en corresponden- 
cia con esto que, para fallas por punzonamiento, el esfuerzo cortante calculado en el área del perímetro 
crítico es mayor que en la acción en una dirección (es decir, por acción de viga). 

FIGURA 16.6 
Falla a cortante por punzonamiento en 
una zapata aislada. 

FIGURA 16.7 
Secciones críticas para cortante. 
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Como se analizó en la sección 13.6, las ecuaciones del Código ACI (13.11a, b, c) dan la resisten- 
cia a cortante por punzonamiento nominal en este perímetro: 

excepto para columnas con secciones transversales muy alargadas, para las cuales 

Para los casos en los cuales la relación entre el perímetro crítico y el espesor de la losa, bo/d, es muy 
grande, 

donde b, es el perímetro abcd en la figura 16.7;pc = alb es la relación entre los lados largo y corto de 
la sección transversal de la columna y as es 40 para cargas aplicadas hacia el centro, 30 para cargas 
aplicadas en los bordes y 20 para cargas aplicadas en las esquinas de una zapata. La resistencia a 
cortante por punzonamiento de la zapata debe tomarse como el menor de los valores determinados 
mediante las ecuaciones (16.7a, by c) y la resistencia de diseño es $Vc, como de cbsturnbre, donde $ = 
0.85 para cortante. 

En la figura 13.16 se presenta la aplicación de las ecuaciones (16.7) al cortante por punzonamiento 
en zapatas para columnas con secciones transversales no rectangulares. En estas situaciones, el Código 
ACI 11.12.1 indica que el perímetro bo debe ser de longitud mínima, pero no necesita aproximarse a 
menos de d/2 del perímetro del área real cargada. La manera de definir a y b para estas áreas cargadas 
irregularmente se ilustra también en la figura 13.16. 

Las fallas a cortante también pueden ocurrir, como en vigas y losas en una dirección, en una 
sección ubicada a una distanciad desde la cara de la columna, como en la sección ef de la figura 16.7. 
Al igual que para vigas y losas en una dirección, la resistencia a cortante nominal está dada por la 
ecuación (4.12a), es decir, 

donde b = ancho de la zapata a una distanciad de la cara de la columna 
= ef en la figura 16.7 

V, = fuerza cortante mayorada total en esa sección 
= q, multiplicada por el área de la zapata por fuera de esa sección (área efgh en la figura 

16.7) 
M, = momento de V, con respecto a ef 

En el diseño de zapatas se utiliza generalmente la ecuación (4.121) más sencilla y un poco más conser- 
vadora, es decir, 

La altura requerida para la zapata d se calcula entonces a partir de la ecuación acostumbrada 

aplicada por separado con relación a las ecuaciones (16.7) y (16.8). Para la ecuación (16.7), V, = V,, 
es la presión total hacia arriba que produce q, sobre el área por fuera del perímetro abcd en la figura 
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16.7. Para la ecuación (16.8) Vu = Vu2 es la presión total hacia arriba sobre el áreaefgh por fuera de la 
sección ef de la figura 16.7. La altura requerida es entonces la mayor de las calculadas, bien sea a partir 
de la ecuación (16.7) o (16.8). Para cortante, como es usual, $ = 0.85. 

b. Contacto: transferencia de fuerzas en la base de la columna 
Cuando una columna descansa sobre una zapata o pedestal, transfiere su carga sólo a una parte del área 
total del elemento de soporte. El concreto adyacente de la zapata suministra apoyo lateral a la parte de 
concreto directamente cargada; esto produce esfuerzos triaxiales de compresión que aumentan la 
resistencia del concreto sometido a carga en forma directa bajo la columna. Con base en ensayos, el 
Código ACI 10.17.1 establece que, cuando el área de apoyo es más ancha que el área cargada en todos 
los lados, la resistencia de diseño por contacto es 

Para esfuerzos de contacto sobre el concreto $ = 0.70, f,' es la resistencia determinada a partir del ensayo 
de cilindros para el concreto de la zapata, que con frecuencia es menor que la de la columna, yAl es el área 
cargada.A, es el área de la base inferior del mayor tronco de pirámide, cono o cuña contenida completa- 
mente dentro del apoyo, que tiene como base superior el área cargada y pendientes de los lados iguales a 
1 medida vertical por 2 horizontales. El significado de esta definición de A, puede clarificarse mediante 
la figura 16.8. Observe que, para el caso poco usual que se presenta, en el cual la parte superior del apoyo 
está escalonada, un escalón de mayor altura o más cercano al área cargada que el que se ilustra puede 
generar una reducción del valor deA,. Una zapata para la que la superficie superior tiene una inclinación 
por fuera del área cargada más pendiente que 1 a 2, producirá un valor deA, igual aAl. Para los casos más 
usuales, en los cuales la parte superior de la zapata es plana y los lados son verticales, A, es simplemente 
el área máxima de la porción de la superficie de apoyo que es geométricamente similar y concéntrica con 
el área cargada. 

Todas las fuerzas axiales y los momentos flectores que actúan en la sección inferior de una 
columna deben transferirse a la zapata en la superficie de contacto, por compresión en el concreto y por 
el refuerzo. Con respecto al refuerzo, esto puede lograrse bien sea extendiendo las barras de la columna 
dentro de la zapata o proporcionando bastones embebidos en la zapata y que se prolonguen por encima 
de ella. En este último caso, las barras de columna descansan simplemente sobre la zapata y, en muchos 
casos, están unidas a los bastones. Esto genera un procedimiento constructivo más sencillo que el de 

Pendiente A2 medida en este plano 

FIGURA 16.8 
J Definición de las áreas Al y A2 
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prolongar las barras de las columnas hasta laparte interna de las zapatas. Para asegurar la inte@dad de 
la unión entre la columna y la zapata, el Código ACI 15.8.2 exige que el área mínima de refuerzo que 
atraviesa la superficie de contacto (bastones o barras de columna) debe ser igual a 0.005 veces el área 
bruta de la columna sostenida. La longitud de los bastones o barras de diámetro db debe ser suficiente 
para suministrar la longitud de desarrollo requerida para barras a compresión a ambos lados de la 
superficie de contacto (ver la Sección 5.7), es decir, Id = 0.02 fflb/Jf: y 2 0.0003 f&. Asimismo, si 
se utilizan bastones, la longitud de traslapo debe ser al menos la que exige un empalme por traslapo a 
compresión (ver la sección 5.11b), es decir, la longitud de traslapo no debe ser menor que la longitud 
de desarrollo usual en compresión y tampoco menor que 0.0005 fflb. Cuando se empalmen barras de 
diferentes tamaños por traslapo, la longitud de traslapo debe ser la mayor entre la longitud de desarro- 
llo de la barra más grande y la longitud de empalme de la más pequeña, según el Código ACI. 

Los dos tamaños más grandes de barras, las Nos. 14 y 18, se utilizan a menudo en columnas con 
cargas axiales grandes. En circunstancias normales, el Código ACI prohíbe en forma específica los 
empalmes por traslapo de estas barras, puesto que los ensayos realizados demuestran que se necesitan 
empalmes soldados u otras conexiones efectivas para lograr el desarrollo completo de estas barras 
pesadas. Sin embargo, se hace una excepción para los bastones con barras de columna Nos. 14 y 18. 
Confiando en su utilización exitosa durante mucho tiempo, el Código ACI 12.16.2 ahora permite 
empalmar estas barras pesadas con bastones de diámetros menores (es decir No. 11 o menores) siem- 
pre y cuando los bastones tengan una longitud de desarrollo dentro de la columna que corresponda a la 
de la barra de columna (la barra No. 14 o la 18, según sea el caso) y dentro de la zapata de acuerdo como 
se especifique para el tamaño del bastón particular (No. 11 o menores, según sea el caso). 

c. Momentos flectores, refuerzo y adherencia 
Si se considera una sección vertical a través de la zapata, el momento flector producido en esta sección 
por la presión neta del suelo hacia arriba (es decir, la carga mayorada de la columna dividida por el área 
de contacto) se obtiene por simple estática. La figura 16.9 ilustra una de estas secciones cd localizada 
a lo largo de la cara de la columna. El momento flector con respecto a cd es el que genera la presión q, 
actuando hacia arriba sobre el área a un lado de la sección, es decir, el área abcd. El refuerzo perpendi- 
cular a esta sección, es decir, las barras quevan en la dirección larga, se calcula a partir de este momento 
flector. En forma similar, el momento con respecto a la sección ef lo causa la presiónq, que actúa sobre 
el área befg yel refuerzo en la dirección corta, es decir, el perpendicular a ef, se calcula para este 
momento flector. Para zapatas que soportan columnas de concreto reforzado, estas secciones críticas a 
flexión se localizan en las caras de las áreas cargadas, como se indica. 

Para el caso de zapatas que sostienen columnas de acero, las secciones ab y ef se localizan no en 
el borde de la platina base de acero, sino en la mitad entre el borde de la columna y el borde de la platina 
base de acero, de acuerdo con el Código ACI 15.4.2. 

Para el caso de zapatas conpedestales, el ancho del pedestal es el que resiste la compresión en las 
secciones cd y ef, la altura correspondiente es la suma de las alturas del pedestal y de la zapata. Para 
verificar la resistencia en sitios donde la altura es apenas igual a la de la zapata, se toman secciones 
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adicionales paralelas a cd y ef en el borde del pedestal y se determinan los momentos de igual manera 
que la anterior. 

En zapatas con pedestales relativamente pequeños, a menudo éstos últimos se ignoran al calcular 
los momentos y los cortantes, y los efectos de la flexión se verifican en la cara de la columna, tomando 
un ancho y una altura iguales a los de la zapata misma. 

En el caso dezapatas cuadradas, el refuerzo se distribuye uniformemente a lo ancho de la zapata 
en cada una de las dos capas, es decir, el espaciamiento de las barras es constante. Los momentos para 
los cuales se diseñan las dos capas son los mismos; sin embargo, la altura efectivad para la capa superior 
es menor en un diámetro de barra que la de la capa inferior. En consecuencia, el área requeridail, es 
mayor para la capa superior. En vez de utilizar espaciamientos o diámetros de barra diferentes en cada 
una de las dos capas, se acostumbra determinar el valor deA, con base en la altura promedio y utilizar 
la misma distribución del refuerzo para las dos capas. 

En el caso de zapatas rectangulares, el refuerzo en la dirección larga también se distribuye de 
modo uniforme sobre el ancho pertinente (el más corto). Para localizar las barras en la dirección corta, 
es necesario tener en cuenta que el soporte suministrado por la columna a la zapata se concentra cerca 
de la mitad; en consecuencia, la curvatura de la zapata es más pronunciada, es decir, el momento por 
pie es mayor inmediatamente bajo la columna y disminuye en la dirección larga a medida que se 
aumenta la distancia desde la columna. Por esta razón, se necesita un área de acero por pie de longitud 
mayor en la porción central que cerca de los extremos lejanos de la zapata. El Código ACI 15.4.4 
establece, por tanto, lo siguiente: 

Para el refuerzo en la dirección corta, una porción del refuerzo total [determinado por la ecuación 
(16.11)] debe distniuirse uniformemente sobre un ancho de banda (centrado en el eje de la columna o 
pedestal) igual a la longitud del lado corto de la zapata. El resto del refuerzo que se requiere en la 
dirección corta debe distribuirse de manera uniforme por fuera del ancho de la banda central de Ia zapata 

Refuerzo en el ancho de la banda - 2 --  
Refuerzo total en la dirección corta p + l  

En la ecuación (16.11), /3 es la relación del lado largo al lado corto de la zapata. 
De acuerdo con el Código ACI 10.5.4 de 1995, las cuantías mínimas de refuerzo de la sección 

3.4d no se aplican a losas o a zapatas. En lugar de esto, deben imponerse los requisitos de acero 
mínimos para control de agrietamiento por retracción de fraguado y temperatura para losas estructura- 
les, según lo establecido en la tabla 12.2. El espaciamiento máximo de barras en la dirección de la luz 
se reduce al menor entre 3 veces el espesor de la losa h y 18 pulg, en lugar de 5h como es usual para el 
acero de retracción y temperatura. Estos requisitos de acero mínimo y espaciamientos máximos deben 
aplicarse a losas de cimentación al igual que a zapatas aisladas. 

Las ediciones anteriores del Código ACI, incluyendo la más reciente de 1989, eran algo ambiguas 
sobre si los requisitos de acero mínimos para elementos a flexión debían aplicarse a losas y zapatas. 
Para el caso de losas estructurales, el argumento que se presentaba era que una sobrecarga se redistribuiría 
lateralmente y, por tanto, es menos probable una falla súbita que para el caso de vigas; así, el requisito 
usual podría liberarse. Aunque este razonamiento puede aplicarse a entrepisos de edificios bastante 
indeterminados, la posibilidad de redistribución en una zapata es mucho más limitada. Como conse- 
cuencia y ante la importancia de las zapatas en la seguridad de la estructura, muchos ingenieros aplican 
la cuantía mínima de acero a flexión de la ecuación (3.40a) para zapatas al igual que para vigas. Esto 
parece razonable de manera que en los ejemplos de diseño que siguen se utilizan los requisitos más 
conservadores de acero a flexión mínimo de la ecuación (3.40a). 

Las secciones críticas para las longitudes de desarrollo de las barras de la zapata son las mismas 
que para flexión. La longitud de desarrollo también se debe cumplir en todos los planos verticales 
donde ocurren cambios de sección o de refuerzo, como en los bordes de los pedestales o donde se 
interrumpa parte del refuerzo. 



ZAPATAS Y CIMENTACIONES 511 

Ejemplo 16.2. Diseño de una zapata cuadrada. Una columna cuadrada de 18 pulg con f: = 4 klblPulg2 
y reforzada con 8 barras No. 8 con4 = 50 klb/pulg2 soporta una carga muerta de 225 klb y una carga viva 
de 175 klb. La presión de suelo admisible q, es 5 klb/pie2. Diseñe una zapata cuadrada cuya base está a 
5 pies por debajo del nivel del terreno, utilizando f: = 4 klbIpulg2 y 4 = 50 klb/~ul~2. 

Solución. Puesto que el espacio entre la parte inferior de la zapata y la superficie del terreno está 
ocupado parcialmente por concreto y en parte por suelo (relleno), se supone un peso unitario 
promedio de 125 lb/pie3. La presión de este material a la profundidad de 5 pies es de 5 x 125 = 625 
lb/pie2, que deja disponible una presión de contacto de q, = 5000 - 625 = 4375 lb/pie2 para sostener 
la carga de servicio de la columna. De ahí que el área requerida de zapata esAreq = (225 + 175)/4.375 
= 91.5 pie2. Se selecciona una base cuadrada de 9 pies 6 pulg, que proporciona un área de zapata de 
90.3 pie2, la cual difiere del área requerida en aproximadamente el uno por ciento. 

Para diseño a la resistencia, la presión hacia arriba producida por las cargas mayoradas de la 
columna es q, = (1.4 x 225 + 1.7 x 175)/9S2 = 6.80 klb/pie2. 

La altura de zapata para las zapatas cuadradas se determina por lo general a partir del cortan- 
te en dos direcciones o el cortante por punzonamiento sobre el perímetro crítico abcd de la figura 
16.10. Cálculos tentativos sugieren un valor de d = 19 pulg. De ahí que la longitud del perímetro 
crítico es 

b, = 4(18 + d) = 148 pulg 

La fuerza cortante que actúa sobre este perímetro es igual a la presión total hacia arriba menos 
la presión que hay dentro del perímetro abcd, o sea: 

La resistencia nominal a cortante correspondiente [ecuación (13.11a)l es 

Puesto que la existencia de diseno excede la resistencia requerida Vu1, la altura de d = 19 pulg es 
adecuada para el cortante por punzonamiento. El valor seleccionado de d = 19 pulg se verifica ahora 
para el cortante en una dirección o cortante por acción de viga sobre la sección ef. La fuerza cortante 
mayorada que actúa sobre esta sección es 

VU2 = 6.8 x 2.42 x 9.5 = 156 klb 

FIGURA 16.10 
Secciones criticas para el ejemplo 16.2. 
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y la resistencia a cortante nominal es 

La resistencia a cortante de diseño 0.85 x 274 = 233 klb es mayor que la resistencia a cortante 
requerida Vu2 de manera que d = 19 pulg también es apropiada para el cortante en una dirección. 

El momento flector en la sección gh de la figura 16.10 es 

Puesto que la altura requerida por cortante está muy por encima de la que exige la flexión, la cuantía 
de acero será baja y la altura correspondiente del bloque rectangular de esfuerzos será pequeña. Si 
a = 2 pulg, el área requerida de acero es 

Al revisar la cuantía de acero mínima mediante la ecuación (3.40a), se encuentra que 

pero no menor que 

El valor que controla de 8.66 pulg2 es mayor que el valor de 7.65 pulg2 calculado para flexión. Se 
utilizarán 11 barras No. 8 en cada dirección, las cuales suministran 8.64 pulg2. La longitud de desarro- 
llo que se requiere más allá de la sección gh se encuentra a partir de la tabla A. l l  y es igual a 40 pulg, 
la cual se cumple más que adecuadamente con la longitud real de las barras que se prolongan más 
allá, una distancia de 48 - 3 = 45 pulg. 

Si se verifica la transferencia de fuerzas en la base de la columna, se encuentra que el concreto 
de la zapata, que tiene el mismo valor de fi que la columna de concreto y para el cual la resistencia 
se mejora de acuerdo con la ecuación (16.10), claramente es capaz de soportar la parte de la carga de 
la columna que transmite el concreto de ésta. La fuerza en la columna tomada por ,el acero se 
transmitirá a la zapata utilizando bastones que coincidan con las barras de la columna. Estos deben 
extenderse dentro de la zapata la longitud de desarrollo completa a compresión que se determina a 
partir de la tabla A.12 del apéndice A y es igual a 16 pulg para las barras No. 8. Esto se acomoda 
fácilmente en la zapata con un valor de d = 19 pulg. Por encima de la superficie superior de la zapata, 

FIGURA 16.11 

C 4 
Zapata del ejemplo 16.2. 

Y-6" 
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los bastones No. 8 deben extenderse dentro de la columna esa misma longitud de desarrollo, pero no 
menos que el requisito para empalmes por traslapo a compresión (ver la sección 5.11b). La longitud 
de empalme por traslapo mínima para las barras No. 8 es 0.0005 x 1.0 x 50,000 = 25 pulg que, como 
se observa, controla en este caso. Así, las barras se llevarán 25 pulg dentro de la columna, requiriéndose 
una longitud total del bastón de 41 pulg; este valor se redondeará hacia arriba, por razones prácticas, 
hasta un valor de 3.5 pies, como se ilustra en la figura 16.11. Finalmente, se confirma que en este caso 
no controla la mínima cantidad de acero exigida para los bastones 0.005 x 18 x 18 = 1.62 pulg2. 

Para concreto en contacto con la tierra, se requiere un recubrimiento mínimo de 3 pulg para 
protección contra la corrosión. Con un valor de d = 19 pulg, medido desde la parte superior de la 
zapata hasta el centro de la capa superior de barras, la altura total de la zapata que se necesita para 
garantizar el recubrimiento libre de 3 pulg para la capa de acero inferior es 

h = 19 + 1.5 x 1 + 3 = 23.5 pulg 

La zapata, con una altura de 24 pulg, se presenta en la figura 16.11. 

ZAPATAS COMBINADAS 

Las zapatas superficiales que sostienen más de una columna o muro se conocen como zapatas combi- 
nadas. Éstas pueden dividirse en dos categorías: aquellas que soportan dos columnas y las que sostie- 
nen más de dos columnas (en general una cantidad grande). 

Ejemplos del primer tipo, es decir, zapatas para dos columnas, se ilustran en la figura 16.1. En 
edificios donde la presión del suelo admisible es suficientemente grande para que puedan proyectarse 
zapatas individuales en la mayor parte de las columnas, las zapatas para dos columnas se hacen necesarias 
en dos situaciones: (1) cuando las columnas están tan cerca del límite de la propiedad que no se pueden 
construir zapatas individuales sin sobrepasar este límite, y (2) cuando algunas columnas adyacentes están 
tan cerca entre sí que sus zapatas se traslapan. Ambas situaciones se presentan en la figura 16.1. 

Cuando la capacidad de carga del subsuelo es baja de modo que se hacen necesarias grandes áreas 
de contacto, las zapatas individuales se remplazan por zapatas en franjas continuas que sostienen más 
de dos columnas y por lo general todas las columnas en una fila. Algunasveces estas franjas se disponen 
en las dos direcciones, en cuyo caso se obtiene una cimentación reticular, como se indica en la figura 
16.12. Las cimentaciones por franjas pueden proyectarse para que desarrollen un área de contacto 
mucho mayor, lo cual resulta más económico que proyectar zapatas individuales, puesto que las franjas 
individuales representan vigas continuas cuyos momentos son mucho menores que los momentos en 
los voladizos de las grandes zapatas individuales que se extienden distancias considerables desde la 
columna en las cuatro direcciones. 

En muchos casos, las franjas se traslapan entre sí para obtener una losa de cimentación, como se 
indica en la figura 16.13. Es decir, la cimentación consta de una losa maciza de concreto reforzado 
ubicada en la planta inferior de todo el edificio. El comportamiento estructural de este tipo de losas es 
muy similar al de una losa plana o una placa plana, pero volteada, es decir, cargada hacia arriba por la 

FIGURA 16.12 
Cimentación reticular. 
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FIGURA 16.13 
Losa de cimentación. 

presión de contacto y hacia abajo por las reacciones concentradas en las columnas. La losa de cimenta- 
ción desarrolla evidentemente la máxima área de contacto disponible bajo el edificio. Si la capacidad 
del suelo es tan baja que aún esta gran área de contacto es insuficiente, debe utilizarse algún tipo de 
cimentación profunda, como pilotes o pilas. Éstos se analizan en textos de diseño de cimentaciones y 
están por fuera del alcance de este libro. 

Las losas de cimentación pueden diseñarse con pedestales en las columnas, como se ilustra en las 
figuras 16.12 y 16.13, o sin ellos, dependiendo de si éstos son necesarios o no para la resistencia a 
cortante y para la longitud de desarrollo de los bastones. 

Además de desarrollar grandes áreas de contacto, otra ventaja de las cimentaciones continuas, 
reticulares o de las losas de cimentación, consiste en que su continuidad y rigidez ayudan a reducir los 
asentamientos diferenciales de las columnas individuales con respecto a las adyacentes, que de otra 
manera pueden presentarse por variaciones locales en la calidad del subsuelo u otras causas. Con este 
propósito, las cimentaciones superficiales continuas se utilizan a menudo en situaciones donde la 
superestructura o el tipo de ocupación son especialmente sensibles a los asentamientos diferenciales. 

Las referencias 16.9 y 16.10 presentan una información de diseño abundante y de mucha impor- 
tancia en relación con zapatas combinadas y losas de cimentación. 

ZAPATAS PARA DOS COLUMNAS 

Es aconsejable diseñar las zapatas combinadas de modo que el centroide del área de la zapata coincida 
con la resultante de las cargas de las dos columnas. Esto produce una presión de contacto uniforme 
sobre la totalidad del área y evita la tendencia a la inclinación de la zapata. Vistas en planta, estas 
zapatas son rectangulares, trapezoidales o en forma de T, y los detalles de su forma se acomodan para 
que coincidan su centroide y el de la resultante. Las relaciones sencillas de la figura 16.14 facilitan la 
determinación de la forma del área de contacto (tomadas de la referencia 16.7). En general, las distan- 
cias m y n están dadas, siendo la primera la distancia desde el centro de la columna exterior hasta el 
límite de la propiedad y la segunda la distancia desde esta columna hasta la resultante de las cargas de 
las dos columnas. 

Otro recurso que se utiliza cuando una zapata sencilla no puede centrarse bajo una columna exte- 
rior, consiste en colocar la zapata para la columna exterior en forma excéntrica y conectarla con la zapata 
de Ia columna interior más cercana mediante unaviga o una banda de amarre. Estaviga de amarre, al estar 
balanceada por la carga de la columna interior, resiste la tendencia a la inclinación de la zapata exterior 
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FIGURA 16.14 
Zapatas para dos columnas (adaptada de la referencia 16.7). 

excéntrica e iguala las presiones bajo ésta. Este tipo de cimentaciones se conoce como zapatas convigas de 
amarre, en voladizo o conectadas. 

Los dos ejemplos que siguen demuestran algunas de las particularidades del diseño de las zapatas 
para dos columnas. 

Ejemplo 16.3. Diseno de una zapata combinada que soporta una columna exterior y una columna 
interior. Una columna exterior de 24 x 18 pulg, con D = 170 kib, L = 130 kib y otra interior de 24 x 
24 pulg, con D = 250 klb y L = 200 klb, van a cimentarse mediante una zapata rectangular combinada 
cuyo extremo exterior no puede sobresalir más allá de la cara externa de la columna exterior (ver la 
figura 16.1). La distancia centro a centro entre columnas es 18 pies O pulg y la presión de contacto 
admisible del suelo es de 6000 lb/pie2. La parte inferior de la zapata se encuentra a 6 pies por debajo 
del nivel del terreno y se especifica una sobrecarga de 100 lbIpie2 sobre la superficie. Diseñe la zapata 
para f,' = 3000 lb/pulg2 y fy = 60,000 lb/pulg2. 

Solución. El espacio entre la parte inferior de la zapata y la superficie estará ocupado en parte por 
concreto (zapata, piso de concreto) y parcialmente por relleno. Se puede suponer un peso unitario 
promedio de 125 lb/pie3. De ahí que la porción efectiva de la presión admisible de contacto que está 
disponible para soportar las cargas de las columnas es q, = qa - (peso del relleno y del concreto + 
sobrecarga) = 6000 - (6 x 125 + 100) = 5150 lb/pie2. Entonces, el área requerida Areq = suma de las 
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Nivel del 

16-#7-6'-3" ' 
Parte inferior 

FIGURA 16.15 
Zapata combinada del ejemplo 16.3. 

cargas de columnas/q, = 75015.15 = 145.5 pie2. La resultante de las cargas de las columnas se localiza 
a una distancia medida desde el centro de la columna exterior igual a 450 x 181750 = 10.8 pies. 
Entonces, la longitud de la zapata debe ser 2(10.8 + 0.75) = 23.1 pies. Se selecciona una longitud de 
23 pies 3 pulg. El ancho requerido es entonces 1455123.25 = 6.3 pies. Se selecciona un ancho de 6 pies 
6 pulg (ver la figura 16.15). 

Longitudinalmente, la zapata representa una viga cargada hacia arriba, que se extiende entre 
columnas y que está en voladizo más allá de la columna interior. Puesto que esta viga es considerable- 
mente más ancha que las columnas, las cargas de éstas se distribuyen en dirección transversal me- 
diante vigas transversales, una bajo cada columna. Para esta zapata relativamente delgada y larga, se 
encuentra que la altura mínima requerida para las vigas transversales es menor que la exigida para la 
zapata en la dirección longitudinal. Estas "vigas" no son, por tanto, elementos realmente diferentes, 
sino que representan simplemente franjas transversales en el cuerpo principal de la zapata, reforza- 
das de manera que sean capaces de resistir los momentos flectores transversales y los cortantes 
correspondientes. Entonces se hace necesario decidir qué tan grande se puede suponer el ancho 
efectivo de estas vigas transversales. Por supuesto, la franja directamente bajo la columna no se 
deflecta de modo independiente y se fortalece con las partes adyacentes de la zapata. El ancho 
efectivo de las vigas transversales es, por consiguiente, mayor que el de la columna. Ante la carencia 
de reglas definidas para este caso o de resultados de investigaciones en los cuales se puedan basar 
tales reglas, los autores recomiendan, en forma conservadora, que se asuma que la carga se distribu- 
ye hacia afuera desde la columna y dentro de la zapata con una pendiente de 2 medidas verticales a 
1 horizontal. Esto significa que el ancho efectivo de la viga transversal se supone igual al ancho de la 
columna más d/2 a cada lado de la columna, donde d es la altura efectiva de la zapata. 

Diseño a la resistencia en la dirección longitudinal 
La presión neta que producen las cargas mayoradas de columna es 

Entonces la presión neta hacia arriba por pie lineal en la dirección longitudinal es 7.60 x 6.5 = 49.4 
klblpie. El momento máximo negativo entre las columnas se presenta en la sección de cortante cero. 
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. '21,400,000 lb-pulg 

~iagrama de momentos 

FIGURA 16.16 
Diagramas de momento y de cortante para la zapata del ejemplo 16.3. 

Sea x la distancia desde el borde externo de la columna exterior hasta esta sección, entonces (ver la 
figura 16.16) 

resulta en un valor de x = 9.3 pies. El momento en esta sección es: 

- 459,000(9.30 - 0.75) 12 = -21,400,000 lb-pulg 1 
El momento en el borde derecho de la columia inferior es: 

3 52 
M, = 49,400-12 = 3,630,000 lb-pulg 

2 

y los detalles del diagrama de momentos se ilustran en la figura 16.16. Se ensaya un valor de d = 37.5 
pulg. 

A partir del diagrama de cortante de la figura 16.16, se observa que la sección crítica a cortante 
por flexión se ubica a una distanciad a la izquierda de la cara izquierda de la columna interior. En este 
punto la resistencia requerida a cortante es 

37 5 
V, = 418,000 - -49,400 = 264,000 lb-pulg 

12 

y la resistencia a cortante de diseno es 

lo cual indica que un valor de d = 37.5 pulg es adecuado. 
Además, al igual que para zapatas individuales, debe verificarse el cortante por punzonamiento 

sobre una sección perimetral a una distancia de d/2 alrededor de la columna, donde el esfuerzo 
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cortante nominal es v, = 4- = 220 lb/pulg2. De las dos columnas, la exterior con un perímetro de 
tres lados, a una distancia d/2 desde la columna, es más crítica con respecto a este cortante por 
punzonamiento. El perímetro es 

y la fuerza cortante, calculada como la carga en la columna menos la presión del suelo dentro del 
perímetro resulta: 

Por otra parte, la resistencia de diseno a cortante en la sección perimetral es 

que es considerablemente mayor que la resistencia requerida V,. 
Con un valor de d = 37.5 pulg y con un aislamiento desde el centro de las barras hasta la 

superficie superior de la zapata de 3.5 pulg, la altura total es de 41 pulg. 
Para determinar el área requerida de acero, Mu/$bd2 = 21,400,000/(0.9 x 78 x 37.S2) = 217 se 

utiliza para entrar en el gráfico A.lb del apéndice A. Para este valor, la curva 6013 da una cuantía de 
acerop = 0.0037. El área requerida de acero esAs = 0.0037 x 37.5 x 78 = 10.8 pulg2. Once barras No. 
9 suministran un área de 11.00 pulg2. La longitud de desarrollo que se requiere es de 6.7 pies. A partir 
de la figura 16.16, la distancia desde el punto de momento máximo hasta el extremo izquierdo más 
cercano de las barras se observa que es 9.30 - = 9.05 pies, mucho mayor que la mínima longitud de 
desarrollo exigida. Por tanto, el refuerzo seleccionado es adecuado tanto para flexión como para 
adherencia. 

Para la porción de la viga longitudinal que está en voladizo más allá de la columna interior, 
controla el área mínima de acero que se requiere. En este caso 

pero no menos que 

Se seleccionan 16 barras No. 7 con un As = 9.62 pulg2; su longitud de desarrollo se calcula en forma 
similar, pero teniendo en cuenta que son barras inferiores, se encuentra que es adecuada. 

Diseíío de la viga transversal bajo la columna interior 
Ahora, el ancho de la viga transversal bajo la columna interior se puede determinar como se sugirió 
anteriormente y es igual a 24 + 2(d/2) = 24 + 2 x 18.75 = 61.5 pulg. La carga neta hacia arriba por 
pie lineal de viga transversal es 690,000/6.5 = 106,000 lb/pie. El momento en el borde de la columna 
interior es 

M,, = 106,000- 12 = 3,220,000 lb-pulg 
2 

Puesto que las barras transversales se colocan por encima de las barras longitudinales (ver la figura 
16.15), el valor real de d que se suministra es 37.5 - 1.0 = 36.5 pulg. En este caso controla el área 
mínima de acero requerida, es decir, 

Se seleccionan trece barras No.7 que se colocan dentro del ancho efectivo de 61.5 pulg de la viga 
transversal. 

El cortante por punzonamiento en el perímetro, a una distancia d/2 de la columna se revisó 
anteriormente. La sección crítica para el cortante por flexión regular, a una distancia d de la cara de 
la columna, cae por fuera del borde de la zapata y por consiguiente no se necesitan verificaciones 
adicionales con respecto al cortante. 
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El diseño de la viga transversal bajo la columna exterior es igual al de la viga bajo la columna 
interior, excepto que el ancho efectivo es 36.75 pulg; los detalles del cálculo no se presentan. Fácil- 
mente se verifica que ocho barras No. 7, colocadas dentro del ancho efectivo de 36.75 pulg, satisfacen 
todos los requisitos. Los detalles de diseño se ilustran en la figura 16.15. 

Ejemplo 16.4. Diseño de zapatas con viga de amarre. En el caso de zapatas con viga de amarre o 
zapatas conectadas, la zapata exterior se coloca en forma excéntrica bajo su columna, de manera que 
no sobresalga más allá del límite de la propiedad. Esta posición excéntrica generaría una distribución 
muy dispareja de la presión de contacto, que podría llevar a la inclinación o incluso al volcamiento de 
la zapata. Para contrarrestar esta excentricidad, la zapata se conecta mediante una viga o franja de 
amarre a la zapata interior más cercana. 

Las dos zapatas se dimensionan de manera que, bajo la carga de servicio, las presiones en cada 
una de ellas sean uniformes e iguales entre sí. Para lograr esto es necesario, al igual que en otras 
zapatas combinadas, que el centroide del área combinada para las dos zapatas coincida con la resul- 
tante de las cargas de las columnas. Las fuerzas resultantes se presentan en forma esquemática en la 
figura 16.17; éstas constan de las cargas Pe y Pi de las columnas exterior e interior respectivamente, y 
de la presión neta hacia arriba q, que es uniforme e igual bajo ambas zapatas. Las resultantes Re y Ri 
de estas presiones hacia arriba también se indican en la figura. Puesto que la zapata interior es 
concéntrica con la columna interior, Ri y Pi son colineales. Esto no ocurre para las fuerzas exteriores 
Re y Pe para las cuales el par resultante balancea justamente el efecto de la excentricidad de la columna 
con respecto al centro de la zapata. La viga de amarre se construye por lo general de modo que no se 
apoye sobre el suelo. Esto puede lograrse colocando formaleta no sólo a los lados sino también en la 
cara inferior y retirándola antes de rellenar. 

1 9'-0" 

Sección A-A 

FIGURA 16.17 
Fuerzas y reacciones en las zapatas con 
viga de amarre del ejemplo 16.4. 

FIGURA 16.18 
Zapatas con viga de amarre del ejemplo 16.4. 
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Para ilustrar este diseño, las columnas del ejemplo 16.3 se apoyarán ahora sobre zapatas con viga 
de amarre. En la figura 16.18 se ilustra su forma general y sus dimensiones, las cuales sólo se determi- 
narán posteriormente mediante cálculos. Considerando una presión admisible de contacto de qa = 6.0 
klb/pie2 y una profundidad de 6 pies hasta la parte inferior de la zapata como antes, la presión de 
contacto disponible para soportar las cargas externas aplicadas a la zapata es q, = 5.15 klb/pie2, al igual 
que en el ejemplo 16.3. Para zapatas con vigas de amarre, estas cargas externas incluyen las cargas de las 
columnas y el peso de la viga más el relleno y la sobrecarga de aquella parte de la viga de amarre 
localizada entre las zapatas (la porción de la viga de amarre localizada directamente en la parte superior 
de la zapata remplaza una cantidad correspondiente de relleno y, por tanto, ya se tiene en cuenta en la 
determinación de la presión admisible de contacto q. Si la parte inferior de la viga de amarre se 
encuentra 6 pulg por encima de la parte inferior de las zapatas para evitar el contacto con el suelo, la 
profundidad total desde el nivel del terreno es 5.5 pies. Si se estima el ancho de la viga de amarre en 2.5 
pies, su peso estimado más el relleno y la sobrecarga es 2.5 x 5.5 x 0.125 + 0.100 X 2.5 = 2 klblpie. Si 
la distancia libre entre zapatas se estima en 8 pies, el peso total de la viga de amarre es 16 klb. Por tanto, 
con el propósito de determinar el área requerida de zapatas, se adicionarán 8 klb a la carga muerta de 
cada columna. El área total que se requiere para las dos zapatas es entonces (750 + 16)/5.15 = 149 pie2. 
La distancia desde la resultante de las dos cargas de columna más la carga de la viga de amarre hasta el 
eje de la columna exterior, en forma suficientemente precisa, es igual a 458 x 181766 = 10.75 pies, o sea, 
11.50 pies desde el borde de afuera, casi idéntica al valor calculado para el ejemplo 16.3. Cálculos 
tentativos demuestran que una zapata rectangular de 6 pies O pulg x 11 pies 3 pulg bajo la columna 
exterior y una zapata cuadrada de 9 x 9 pies bajo la columna interior tienen un área combinada de 149 
pie2 y una distancia desde el borde de afuera hasta el centroide del área combinada de (6 x 11.25 x 3 
+ 9 x 9 x 18.75)/149 = 11.55 pies, que es casi exactamente igual a la distancia hasta la resultante de las 
fuerzas externas, calculada previamente. 

Para cálculos de resistencia, la presión de contacto producida por las cargas externas mayoradas, 
que incluyen la de la viga de amarre con su relleno y sobrecarga, es 

Diseño de zapatas 
La zapata exterior se comporta exactamente igual a una zapata para un muro de 6 pies de longitud. 
Aunque la columna se localiza en su borde, la acción de balanceo de la viga de amarre se dispuso de 
manera que se obtuviera una presión de contacto uniforme, donde la carga hacia abajo se transmite 
de manera uniforme a la zapata a través de la viga de amarre. Por consiguiente, el diseño se hace 
exactamente igual al de una zapata para muro (ver la sección 16.5). 

La zapata interior, aunque se traslapa en parte con la viga de amarre, puede diseñarse en 
forma segura como una zapata cuadrada independiente para una columna sencilla (ver la sección 
16.6). La principal diferencia consiste en que, por la presencia de la viga de amarre, no puede 
presentarse el cortante por punzonamiento a lo largo de la superficie en forma de trono de pirámide 
de la figura 16.6. Por esta razón, de acuerdo con la ecuación (16.7), el cortante por punzonamiento 
O cortante en dos direcciones debe verificarse a lo largo de una sección perimetral localizada a una 
distancia d12 hacia afuera de los bordes longitudinales de la viga de amarre y de la cara libre de la 
columna, donde d es la altura efectiva de la zapata. El cortante por flexión o cortante en una direc- 
ción, como es usual, se verifica en una sección a una distancia d desde la cara de la columna. 

Diseño de la viga de amarre 
Aunque la vigide amarre es monolítica con la zapata interior, el efecto de la presión del suelo sobre 
dicha viga bajo esta zapata puede ignorarse en forma segura, puesto que la zapata se diseñó para 
soportar la totalidad de la presión hacia arriba como si la viga de amarre no existiera. En contraste, 
si se hubiera diseñado la zapata exterior como una zapata para muro que recibe su carga a través de 
la viga de amarre, la presión hacia arriba causada por la zapata se convertiría en una carga que 

FIGURA 16.19 
Fuerzas actuantes en la viga de amarre 
del ejemplo 16.4. 
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debería ser resistida por la viga de amarre. Con esta simplificación de la situación real, un poco más 
compleja, la viga de amarre representa una viga de una sola luz cargada hacia arriba por la presión de 
contacto bajo la zapata exterior y sostenida por reacciones hacia abajo en los ejes de las dos columnas 
(ver la figura 16.19). Se selecciona un ancho de 30 pulg para una ancho de columna de 24 pulg, lo que 
permite colocar las barras de las vigas y de las columnas sin interferencia en los sitios donde los dos 
elementos se intersectan, y permite además apoyar las formaletas de las columnas en la parte supe- 
rior de la viga de amarre. El momento máximo, determinado al igualar la fuerza cortante a cero, se 
presenta muy cerca del borde interior de la zapata exterior. Las fuerzas cortantes son grandes en la 
vecindad de la columna exterior. En la figura 16.18, la zapata se dibuja aproximadamente a escala y se 
ilustra en forma simultánea la distribución general del refuerzo en las zapatas y en la viga de amarre. 

CIMENTACIONES CONTINUAS, RETICULARES Y LOSAS DE CIMENTACIÓN 

Como se mencionó en la sección 16.7, en el caso de columnas sometidas a cargas considerables, en 
particular si están soportadas por suelos relativamente blandos o poco uniformes, se recurre a la 
utilización de cimentaciones continuas. Éstas pueden ser zapatas continuas, que soportan todas las 
columnas en determinada fila, o dos conjuntos de estas zapatas en franjas que se intersectan formando 
ángulos rectos, de modo que conformen una cimentación reticular continua (ver la figura 16.12). Para 
cargas aun mayores o suelos más blandos, las franjas se traslapan obteniéndose una losa de cimentación 
(ver la figura 16.13). 

Para el diseño de estas cimentaciones es necesario hacer suposiciones razonablemente realistas 
con respecto a la distribución de las presiones de contacto que actúan como cargas hacia arriba sobre 
la cimentación. Para suelos compresibles, es posible suponer como una primera aproximación que la 
deformación o asentamiento del suelo en determinado sitio y la presión de contacto en el mismo son 
proporcionales entre sí. Si las columnas se encuentran espaciadas a distancias moderadas y si la cimen- 
tación continua o reticular o la losa de cimentación es muy rígida, los asentamientos en todos los 
puntos de la cimentación serán esencialmente los mismos. Esto significa que la presión de contacto, 
también conocida como reacción de la subrasante, será la misma siempre y cuando el centroide de la 
cimentación coincida con la resultante de las cargas. Si esto no sucede, entonces en estas cimentaciones 
rígidas la reacción de la subrasante puede suponerse que varía linealmente y se determina mediante 
estática, de la misma manera que para zapatas individuales (ver la figura 16.3). En este caso se conocen 
todas las cargas, tanto las de columna hacia abajo como las presiones de contacto hacia arriba. En 
consecuencia, los momentos y las fuerzas cortantes en la cimentación pueden determinarse mediante 
estática. Una vez que se determinan estos valores, el diseño de la cimentación continua o reticular es 
similar al de las vigas continuas invertidas y el de la losa de cimentación equivale al de losas o placas 
planas invertidas. 

De otra parte, si la cimentación es relativamente flexible y el espaciamiento entre columnas es 
considerable, los asentamientos no podrán considerarse uniformes o lineales. De un lado, las columnas 
sometidas a mayores cargas producirán asentamientos mayores y, por consiguiente, mayores reaccio- 
nes de la subrasante que las columna con poca carga. Asimismo, puesto que la franja o losa continua se 
deflecta hacia arriba a medio camino entre columnas con respecto a las columnas más cercanas, esto 
significa que el asentamiento del suelo y, por tanto, la reacción de la subrasante, serán menores en la 
zona central entre columnas que directamente bajo éstas. Esto se presenta en forma esquemática en la 
figura 16.20. En este caso, la reacción de la subrasante ya no es uniforme. De manera similar, las losas 
de cimentación requieren métodos alternos de análisis, dependiendo de si pueden o no considerarse 
como rígidas para el cálculo de la reacción del suelo. 

Se han establecido criterios para cuantificar la rigidez relativa de la estructura en comparación 
con la rigidez del suelo (ver las referencias 16.9 y 16.10). Si la rigidez relativa es baja, la cimentación 
debe diseñarse como un elemento flexible con una reacción no lineal hacia arriba del suelo. Para 
zapatas corridas, puede realizarse un análisis razonablemente preciso pero algo complejo, mediante la 
teoría de vigas sobre fundaciones elásticas (ver la referencia 16.11). Kramrisch (ver la referencia 16.7) 
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Asentamiento S 

Reacción de la subrasante q 

Simplificado 

FIGURA 16.20 
Diagrama de momentos Zapata continua (adaptada 

de la referencia 16.7). 

ha sugerido procedimientos simplificados, con base en la suposición de que las presiones de contacto 
varían linealmente entre puntos de carga, tal como se indica en la figura 16.20. 

Para losas de cimentación no ngidas, se han realizado avances importantes en el análisis utilizan- 
do el método de los elementos finitos, el cual puede considerar de manera específica la rigidez de la 
estructura y del suelo. Existe una gran cantidad de programas de computador disponibles (por ejemplo, 
PCA-MATS, Portland Cement Association, Skokie, Illinois) basados en el método de los elementos 
finitos, los cuales permiten la realización rápida de modelos y el análisis para zapatas combinadas, 
franjas de zapatas y losas de cimentación. 

DADOS DE PILOTES 

Si la capacidad portante de los estratos superiores del suelo es insuficiente para una cimentación 
superficial, pero existen estratos más ñrmes a profundidades mayores, se utilizan pilotes para transferir 
las cargas a estos estratos más profundos; los pilotes se distribuyen en general en grupos o paquetes, uno 
bajo cada columna. El grupo se corona con una zapata de distribución, o dado, el cual distribuye la 
carga de la columna a todos los pilotes del grupo. Estos dados de pilotes son, en muchos aspectos, 
similares a las zapatas sobre suelo, excepto por dos características: la primera, que las reacciones en el 
dado actúan como cargas concentradas sobre los pilotes individuales, envez de hacerlo como presiones 
distribuidas; la segunda, si el total de todas las reacciones de los pilotes de un grupo se divide por el área 
de la zapata para obtener una presión uniforme equivalente (sólo con propósitos de comparación), se 
encuentra que esta presión equivalente es sustancialmente mayor en los dados de los pilotes que en las 
zapatas superficiales. Esto significa que los momentos, y en particular los cortantes, también son 
mayores en forma recíproca, lo cud exige mayores alturas de zapata que para aquéllas superficiales con 
dimensiones horizontales similares. Con el fin de distribuir la carga a todos los pilotes de manera 
uniforme, es aconsejable en todo caso suministrar una rigidez considerable, es decir, una buena altura 
al dado de los pilotes. 

Las capacidades admisibles de carga de los pilotes Ra se obtienen a partir de la exploración del 
suelo, de la energía de hincado de los pilotes y de pruebas de carga, y su determinación no está dentro 
del alcance de este libro (ver las referencias 16.1 a 16.3). Al igual que para zapatas superficiales, la 
porción efectiva de Ra disponible para resistir las cargas no mayoradas de las columnas es igual a la 
reacción admisible del pilote menos el peso de la zapata, del relleno y la sobrecarga por pilote. Es decir, 

donde Wf es el peso total de la zapata, relleno y sobrecarga dividido por el número de pilotes. 
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Una vez determinada la reacción efectiva o disponible por pilote, Re, el número de pilotes en un 
grupo cargado en forma concéntrica es igual al entero siguiente mayor que 

Las consideraciones de diseño con respecto a los efectos del viento, a los momentos producidos por sismo 
en la base de las columnas y a la seguridad contra el volcamiento son las mismas que se hicieron en la 
sección 16.4 para zapatas superficiales. Estos efectos producen por lo general un grupo de pilotes cargado 
excéntricamente en el cual los distintos pilotes soportan cargas diferentes. La cantidad y ubicación de los 
pilotes en dicho grupo se determina mediante aproximaciones sucesivas, partiendo de la condición de que 
la carga en el pilote sometido a mayor carga no debe exceder la reacción admisible del pilote R,. Con una 
distribución lineal de cargas en los pilotes a causa de la flexión, la máxima reacción de un pilote es 

donde P es la carga máxima (incluye peso del dado, relleno, etc.) y M es el momento que debe resistir 
el grupo de pilotes, ambos referidos a la parte inferior del dado; Zpg es el momento de inercia del grupo 
completo de pilotes con respecto al eje centroidal alrededor del cual se produce la flexión; y c es la 
distancia desde ese eje hasta el pilote más alejado. Por ejemplo, Ipg = C; (1 X y%) es el momento de 
inercia de n pilotes, cada uno considerado como una unidad y localizado a una distanciay, del eje 
centroidal descrito. 

Los pilotes se distribuyen por lo regular en patrones ajustados, que minimizan el costo de los 
dados, pero no pueden colocarse a espaciamientos menores que los permitidos por las condiciones de 
hincamiento y que los que producirán alteración de la capacidad de carga. Se acostumbra utilizar un 
espaciamiento aproximado de tres veces el diámetro de la cabeza (parte superior) del pilote, pero no 
menor que 2 pies 6 pulg. Comúnmente, pilotes con reacciones admisibles entre 30 y 70 toneladas están 
espaciados a 3 pies O pulg (ver la referencia 16.7). 

El diseño de zapatas sobre pilotes es similar al de zapatas para columnas individuales. Un método 
consiste en diseñar el dado para las reacciones de los pilotes calculadas con las cargas de columna 

<D 

Y-G" 

Dado típico para pilotes 

FIGURA 16.21 
Zapata típica para columna individual sobre pilotes (dado 
de pilotes). 
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mayoradas. Para un grupo de pilotes cargado en forma concéntrica esto produciría R, = (1.4D + 
1.7L)h. Sin embargo, debido a que la cantidad de pilotes se tomó igual al siguiente número entero 
mayor de acuerdo con la ecuación (16.13), la determinación de R, de esta manera puede llevar a un 
diseño donde la resistencia del dado es menor que la capacidad del grupo de pilotes. En consecuencia, 
se recomienda tomar una reacción del pilote para el diseño a la resistencia igual a 

R, = Re x factor de carga ponderado (16.14) 

donde el factor de carga ponderado = (1.40 + 1.7L)l(D + L). De este modo, el dado se diseña para que 
sea capaz de desarrollar la capacidad admisible total del grupo de pilotes. Los detalles de un dado 
común de pilotes se ilustran en la figura 16.21. 

Así como en el caso de zapatas superficiales para columnas individuales, la altura del dado de 
pilotes es controlada por lo regular por cortante. Con respecto a esto debe tenerse en cuenta tanto el 
cortante por punzonarniento o en dos direcciones, como el cortante por flexión o en una dirección. Las 
secciones críticas son las mismas que las dadas en la sección 16.6~. La diferencia consiste en que el 
cortante se produce por las reacciones concentradas de los pilotes en lugar de las presiones distribuidas 
de contacto. De aquí surge el interrogante de cómo calcular el cortante si la sección crítica intersecta la 
circunferencia de uno o más pilotes. Para este caso, el Código ACI 15.5.3 tiene en cuenta el hecho de 
que la reacción del pilote no es en verdad una carga puntual, sino que se distribuye sobre el área de 
contacto del pilote. De acuerdo con esto, el Código establece lo siguiente para pilotes con diámetro dp: 

El cálculo del cortante en cualquier sección a través de una zapata sobre pilotes se debe realizar de 
acuerdo con lo siguiente: 
(a) La reacción total de cualquier pilote cuyo centro se localice a una distancia d 12 o mayor por P fuera de esta sección debe considerarse que produce cortante en esta seccion. 
(b )  La reacción de cualquier pilote cuyo centro se localice a una distancia de dp/2 o mayor por dentro 

de la sección debe considerarse que no produce cortante en esta sección. 
(c) Para posiciones intermedias del centro del pilote, la porción de reacción del pilote que se 

considera que produce cortante en la sección debe basarse en una interpelación lineal entre el 
valor total a dd2 por fuera de la sección y cero a dp/2 dentro de la sección. 

Además de verificar el cortante en dos direcciones y en una dirección, como se describió ante- 
riormente, también debe investigarse el cortante por punzonamiento para el pilote individual. Particu- 
larmente en el caso de dados sobre una pequeña cantidad de pilotes sometidos a cargas considerables, 
la altura requerida puede quedar controlada por la posibilidad de punzonamiento del pilote hacia 
arriba a través del dado. El perímetro crítico para esta acción se localiza de nuevo a una distanciad12 
por fuera del borde superior del pilote. Sin embargo, para dados con alturas relativamente grandes y 
con pilotes muy cercanos entre sí, los perímetros críticos alrededor de los pilotes adyacentes pueden 
traslaparse. En este caso, el fracturamiento, si se presenta, ocurrirá indudablemente a lo largo de una 
superficie inclinada hacia afuera alrededor de los dos pilotes adyacentes. Para estas situaciones, el 
perímetro crítico se localiza de modo que su longitud sea mínima, como aparece en la figura 16.22 para 
dos pilotes adyacentes. 

Traslapo 

FIGURA 16.22 
Sección crítica para cortante por punzonamiento 
en el caso de pilotes muy cercanos entre sí. 
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PROBLEMAS 
16.1. Una zapata continua se va a localizar concéntricamente bajo un muro de 12 pulg que entrega cargas 

de servicio D = 25,000 lblpie y L = 15,000 lblpie en la parte superior de la zapata. La parte inferior está 
4 pies por debajo de la superficie final del terreno. El suelo tiene una densidad de 120 lb/pie3 y una 
capacidad portante admisible de 8000 lb/pie2. Las resistencias de los materiales son f,' = 3000 lblpulg2 
yfy = 60,000 lb/pulg2. Determine: (a) el ancho requerido para la zapata; (b) las alturas efectiva y total 
que se requieren; con base en cortante, (c) el área requerida de acero a flexión. 

16.2. Una columna interior de una estructura de concreto soporta cargas totales de servicio D = 500 klb 
y L = 514 klb. La sección transversal de la columna tiene 22 x 22 pulg y está reforzada con doce 
barras No. 11 centradas a 3 pulg de las caras de la columna (igual cantidad de barras en cada cara). 
Para la columna, f,' = 4000 lb/pulg2 y fy = 60,000 lb/pulg2. La columna se apoyará sobre una zapata 
cuadrada cuya parte inferior estará a 6 pies por debajo del nivel del terreno. Diseñe la zapata 
determinando todas las dimensiones del concreto, cantidad y ubicación de todo el refuerzo, inclu- 
yendo la longitud y ubicación de los bastones de acero. No se permite refuerzo a cortante. La 
presión admisible de contacto del suelo es 8000 lb/pie2. Las resistencias de los materiales para la 
zapata son f,' = 3000 lb/pulg2 y fy = 60,000 lb/pulg2. 

163. Dos columnas interiores para una estructura de concreto alta están espaciadas a 15 pies entre sí y cada 
una soporta cargas de servicio D = 500 klb y L = 514 klb. Las columnas tendrán una sección transversal 
cuadrada de 22 pulg de lado y cada una se reforzará con doce barras No. 11 centradas a 3 pulg desde las 
caras de la columna, con una cantidad igual de barras en cada cara. Para la columna, f,' = 4000 lbIpulg2 
y f,' = 60,000 lb/pulg2. Las columnas se apoyarán en una zapata rectangular combinada, cuya dimensión 
del lado largo será el doble de la dimensión del lado corto. La presión de contacto admisible del suelo 
es 8000 lb/pie2. La parte inferior de la zapata estará 6 pies por debajo del nivel del terreno. Diseñe la 
zapata para estas columnas utilizando f,' = 3000 lb/pulg2 y f = 60,000 lb/pulg2. Especifique todo el 
refuerzo incluyendo la longitud y ubicación de la zapata, de i s  barras de refuerzo y del acero de los 
bastones. 

16.4. Un dado de pilotes se va a diseñar para distribuir una fuerza concéntrica que transmite una columna 
individual a un grupo de nueve pilotes, con la geometría que aparece en la figura 16.21. El dado 
sostendrá una carga muerta calculada y una carga viva de servicio de 280 kib y 570 klb respectivamente, 
provenientes de la columna de concreto de sección transversal cuadrada de 19 pulg de lado y reforza- 
da con seis barras No. 14. La carga admisible por pilote para cargas de servicio es 100 kib y el diámetro 
de los pilotes es 16 pulg. Determine las alturas efectiva y total, así como el refuerzo requeridos para 
el dado de pilotes. Revise todos los aspectos relevantes del diseño, incluyendo las longitudes de 
desarrollo para el refuerzo y la transferencia de fuerzas en la base de la columna. Las resistencias de 
los materiales para la columna son f,' = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2, y para el dado de pilotes 
son f,' = 3000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. 
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16.5. Complete el diseño del ejemplo 16.4 y determine todas las dimensiones y el refuerzo para las zapatas 
con viga de amarre. Compare el volumen total de concreto de las zapatas con viga de amarre del 
ejemplo 16.4 con el de la zapata combinada rectangular del ejemplo 16.3. Encontrará que el diseño de 
las zapatas con viga de amarre es significativamente más económico con respecto al material (aunque 
el proceso constructivo será más costoso). Esta economía de materiales se incrementará con el 
aumento de la distancia entre columnas. 



FUNCIÓN Y TIPOS DE MUROS DE CONTENCIÓN 

Los muros de contención se utilizan para detener masas de tierra u otros materiales sueltos cuando las 
condiciones no permiten que estas masas asuman sus pendientes naturales. Estas condiciones se presen- 
tan cuando el ancho de una excavación, corte o terraplén está restringido por condiciones de propiedad, 
utilización de la estructura o economía. Por ejemplo, en la construcción de vías férreas o de carreteras, 
el ancho de servidumbre de la vía es fijo y el corte o terraplén debe estar contenido dentro de este ancho. 
De manera similar, los muros de los sótanos de edificios deben ubicarse dentro de los límites de la 
propiedad y contener el suelo alrededor del sótano. 

A diferencia de aquellos que forman parte de estructuras como los muros de sótanos, los muros de 
contención autoportantes son de varios tipos y los más comunes se ilustran en la figura 17.1. El muro de 
gravedad (ver la figura 17.1~)  contiene la tierra trabajando únicamente con su peso propio. El muro de 
concreto reforzado en voladizo (ver la ñgura 17.lb) consta de un cuerpo vertical que contiene la tierra y 
se mantiene en posición gracias a la zapata o losa base. En este caso, el peso del relleno por encima del 
talón, además del peso propio del muro, contribuye a la estabilidad de la estructura. Puesto que el cuerpo 
trabaja como un voladizo vertical, su espesor requerido aumenta rápidamente con el incremento de la 
altura del muro. Para reducir los momentos flectores en muros verticales de gran altura, se utilizan 
contrafuertes espaciados entre sí a distancias iguales o ligeramente mayores que la mitad de la altura del 
muro (ver la figura 17.1~). En algunos casos, los límites de la propiedad u otras restricciones obligan a 
colocar el muro en el borde delantero de la losa base, es decir, a omitir el puntal. Siempre que sea posible, 
una extensión en el puntal con una dimensión entre un tercio y un cuarto del ancho de la base suministra 
una solución más económica. 

Cuál de los tres tipos de muros es el más apropiado en determinado caso depende de una variedad 
de condiciones como la disponibilidad local, el precio de los materiales de construcción y los derechos 
de propiedad. En general, los muros de gravedad son económicos sólo para muros relativamente bajos, 
probablemente hasta unos 10 pies. Los muros en voladizo son económicos para alturas entre 10 y 20 
pies, mientras que los muros con contrafuertes se utilizan para alturas mayores. 

www.elsolucionario.org
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Drenaje posterior continuo, 

A-A 

Losadebase 

(4 

FIGURA 17.1 
Tipos de muros de contención y drenajes posteriores: (a) muro de gravedad; (b) muro en voladizo; 
(c)  muro con contrafuertes. 

PRESIÓN DE TIERRA 

Con respecto a su comportamiento físico, los suelos y otras masas granulares ocupan una posición 
intermedia entre los líquidos y los sólidos. Si se descarga arena desde unavolqueta, ésta fluye pero, a 
diferencia de un líquido sin fricción, no asumirá una superficie horizontal; se mantiene por sí misma en 
una pila estable cuyos lados conforman un ángulo de reposo con la horizontal cuya tangente es casi 
igual al coeficiente de fricción intergranular. Si se excava un hueco en suelo arcilloso, sus lados pueden 
mantenerse verticales hasta profundidades considerables sin necesidad de soporte lateral; es decir, la 
arcilla se comportará como un sólido y mantendrá la forma que se le dé. Sin embargo, si el hueco se 
inunda, los lados ceder& y en muchos casos la arcilla saturada se convertirá prácticamente en un 
líquido. La arcilla es capaz de mantener su forma mediante su cohesión interna, pero la inundación 
reduce esa cohesión en forma sustancial, a menudo hasta cero. 

Si se construye un muro en contacto con un sólido, por ejemplo, un corte en roca, no se ejercerá 
presión sobre ésta. Por otro lado, si un muro contiene líquido como en el caso de un embalse, estará 
sometido a la presión hidrostática w,,,h, donde w, es el peso unitario del agua y h es la distancia desde 
la superficie. Asimismo, si un muro vertical contiene suelo, la presión de tierra aumenta en forma 
proporcional a la profundidad, pero su magnitud es 

donde w es el peso unitario del suelo y Co es una constante conocida como el coeficiente depresión de 
tierra en reposo. El valor de Co depende no solamente de la naturaleza del relleno, sino también del 
método de colocación y compactación del mismo. Se ha determinado experimentalmente que para 
suelos no cohesivos sin compactar, como arenas y gravas, Co varía entre 0.4y 0.5, mientras que para los 
mismos suelos en estados de alta compactación puede llegar a ser tan alto como 0.8 (ver las referencias 
17.1 hasta 17.3). Para suelos cohesivos, Co puede estar en el orden de 0.7 a 1.0. Las arenas y las gravas 
limpias se consideran superiores a todos los demás suelos porque son altamente permeables, no son 
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susceptibles a la acción del congelamiento y no pierden estabilidad con el paso del tiempo. Por esta 
razón, los rellenos se especifican por lo general en material no cohesivo. 

En general, los muros se mueven ligeramente bajo la acción de la presión de tierra. Puesto que se 
construyen en material elástico, se deflectan bajo la acción de la presión, y ya que usualmente descansan 
sobre suelos compresibles, se inclinan y se alejan del relleno (por esta razón, el muro se construye a 
menudo con una ligera inclinación hacia el relleno en la cara expuesta, de manera que cuando ocurra 
esta inclinación, no sea evidente para el observador). Aun si el movimiento en la parte superior del 

1 1  muro es apenas del orden de una fracción de la altura del muro (Ta m por ciento según la referencia 
17.2), la presión de tierra en reposo disminuye de modo efectivo por este motivo. 

Si el muro se aleja del relleno, se forma un plano de deslizamiento ab (ver la figura 17.2) en la 
masa de suelo, y la cuña abc que se desliza a lo largo de este plano ejerce una presión contra el muro. En 
este caso, el ángulo q5 se conoce como ángulo de ficción interna, es decir, su tangente es igual al 
coeficiente de fricción intergranular, que puede determinarse mediante ensayos de laboratorio apro- 
piados. La presión correspondiente se conoce comopresión de tierra activa. Por otro lado, si el muro se 
empuja contra el relleno, se forma un plano de deslizamiento ad y la cuñaacd es empujada hacia arriba 
por el muro, a lo largo de ese plano. La presión que esta cuña mayor ejerce contra el muro se conoce 
comopresión de tierra pasiva (este último caso se presenta también en la cara izquierda del muro de 
gravedad de la figura 17.1, cuando el muro cede ligeramente hacia la izquierda ante la presión del 
relleno). 

La magnitud de estas presiones fue analizada por Rankine, Coulomb y otros. Si la superficie de 
suelo conforma un ángulo 6 con la horizontal (ver la figura 17.la), entonces, de acuerdo con Rankine, 
el coeficiente depresión activa de tierra es 

cos 6 - ,/cos2 6 - cos2 4 c, = cosa 
cos 6 + ,/cos2 6 - cos2 4 

y el coeficiente depresión pasiva es 

cos S + Jcos2 S - cos2 4 
C, = cos6 

cos S - Jcos2 S - cos2 4 
Para el caso frecuente de una superficie horizontal, es decir, 6 = O (ver la figura 17.2), para la presión 
activa, 

y para la presión pasiva 

La teoría de Rankine es válida sólo para suelos no cohesivos como arenas y gravas, pero con los 
correspondientes ajustes se puede utilizar también en forma apropiada para suelos arcillosos cohesivos. 

FIGURA 17.2 
Bases para la determinación de las 
presiones de tierra activa y pasiva 
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A partir de las ecuaciones (17.1) a (17.5) se observa que la presión de tierra a determinada 
profundidad h depende de la inclinación de la superficie 6, del peso unitario w, y del ángulo de 
fricción $. Los primeros dos parámetros mencionados pueden determinarse fácilmente, mientras 
que hasta ahora se ha logrado acuerdo con respecto a los valores adecuados de $. Para el caso ideal 
de un relleno seco no cohesivo, el valor de $ podría determinarse mediante ensayos de laboratorio 
y luego utilizarse en las fórmulas. Esto es imposible para las arcillas, porque apenas una parte de 
su resistencia la suministra la fricción intergranular, mientras que el resto es debido a la cohesión 
interna. Por esta razón, los valores reales de $ se incrementan a menudo en una cantidad arbitraria 
para tener en cuenta implícitamente la cohesión adicional. Sin embargo, esto resulta a menudo en 
contra de la seguridad pues, como se demostró con el ejemplo del hueco inundado, la cohesión 
puede desaparecer casi completamente por saturación e inundación. 

Adicionalmente, los rellenos en la parte posterior de los muros de contención rara vez son 
uniformes y, lo que es más importante, en pocos casos se encuentran secos. Un drenaje adecuado 
del relleno es de vital importancia para reducir las presiones (ver la sección 17.6), pero aun en un 
relleno bien drenado, la presión aumentará temporalmente durante tormentas fuertes o deshielos 
súbitos. Esto es consecuencia de que, aunque el drenaje puede evacuar con éxito el agua a medida 
que aparece, su movimiento a través del relleno hacia los drenajes produce presión adicional 
(presión de filtración). Además, la acción de la escarcha y otros efectos pueden aumentar tempo- 
ralmente su valor por encima de la presión activa teórica. Muchos muros que se diseñaron sin 
tener en cuenta estos factores fallaron o presentaron desplazamientos o fisuración. 

Por tanto, es buena práctica seleccionar valores conservadores de $, considerablemente menores 
que los valores reales determinados mediante ensayos, en todos los casos, excepto cuando se tomen 
precauciones extraordinarias y por lo general costosas para mantener el relleno seco ante cualquier 
condición. En la referencia 17.2 se presentan ejemplos devalores recomendados de presión de tierra, 
bastante conservadores aunque están basados en una amplia investigación y en experiencia práctica. En 
diseños prácticos se utilizan a menudo valores menos conservadores, pero éstos deben emplearse con 
precaución puesto que se han presentado problemas ocasionales en muros diseñados de esta manera. 

La tabla 17.1 davalores representativos de w y$ utilizados a menudo en la práctica de la ingenie- 
ría (observe que los valores de $ no toman en cuenta probables presiones adicionales generadas por 
agua super£icial, filtración, escarcha, etc.). La tabla también presenta valores del coeficiente de fricción 
f entre el concreto y varios tipos de suelos. Los valores de $ para los suelos 3 a 5 pueden ser muy poco 
conservadores; bajo condiciones saturadas, las arcillas y los limos pueden convertirse en liquidos (es 
decir, $ = O). Siempre que sea posible. En los muros de contención deben utilizarse los suelos tipo 1 ó 
2 como relleno. 

TABLA 17.1 
Pesos unitarios, ángulos efectivos de fricción interna f y coeficientes de fricción 
con el concreto f 

-- 

Suelo Peso unitario, IbIpie3 q5, grados f 

1. Arena o grava sin partículas finas, . 
altamente permeable 110-120 33-40 0.5-0.6 

2. Arena o grava con mezcla de limo, 
baja permeabilidad 120-130 25-35 0.4-0-5 

3. Arena limosa, arena y grava con alto 
contenido de arcilla 110-120 23-30 0.3-0.4 

4. Arcilla media o rígida 100-120 25-35" 0.2-0.4 

5. Arcilla blanda, limo 90-110 20-25" 0.2-0.3 

" Para condiciones saturadas, elvalor de q5 para ardas  y ümos puede ser cercano a cero. 

www.elsolucionario.org
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PRESIÓN DE TIERRA PARA CONDICIONES USUALES DE CARGA 
En el cálculo de las presiones de tierra sobre muros, con frecuencia se encuentran tres condiciones 
usuales de carga: (1) relleno con superficie horizontal en la parte superior del muro, (2) relleno con 
superficie inclinada con pendiente hacia arriba y hacia atrás desde la parte superior del muro, y (3) 
relleno con superficie horizontal que soporta una carga adicional uniformemente distribuida (sobre- 
carga) como la que generan mercancías en patios de almacenamiento o por tráfico en una carretera. 

El aumento de la presión producido por una sobrecarga uniformes (caso 3) se calcula convirtien- 
do esta carga en una altura de tierra equivalente imaginaria h' por encima de la parte superior del muro, 
de manera que 

y midiendo la profundidad hasta determinado punto sobre el muro a partir de esta superficie imagina- 
ria. Esto equivale a remplazar h por (h + h') en la ecuación (17.1). 

La distribución de presiones para los casos 1 a 3 se presenta en la figura 17.3. El empuje total de 
tierra P por pie lineal de muro es evidentemente igual al área bajo la curva de distribución de presiones 
y su línea de acción pasa por el centroide de la presión. La figura 17.3 da información, calculada de esta 
manera, referente a magnitudes, puntos de aplicación y dirección de P para estos tres casos. 

En ocasiones, los muros de contención deben construirse para condiciones en las cuales el nivel 
freático está por encima de la base del muro, en forma permanente o de acuerdo con la estación. En este 
caso, la presión del suelopor encima del nivel freático se determina de la manera usual. La parte del muro 
por debajo del nivel freático se somete a la suma de las presiones de agua y de tierra. La primera es igual 
a la presión hidrostática totalp, = wwhw, donde ww y h, son respectivamente el peso unitario del agua y 
la distancia desde el nivel freático hasta el punto sobre el muro. La presión adicional del suelo por debajo 
del nivel freático se calcula a partir de la ecuación (17.1), donde, sin embargo, para la porción de suelo por 
debajo del agua, w se remplaza por w - w,, mientras que h se mide de la manera usual desde la super£icie 
del suelo. Es decir que, para suelo sumergido, la flotación reduce el peso efectivo de la manera indicada. 
Las presiones de esta magnitud, sustancialmente mayores que las de suelos drenados, se presentarán 
también en forma temporal después de tormentas de lluvias fuertes o deshielos en muros sin drenajes o 
cuando los drenajes se obstruyen. 

La aparente simplificación en la determinación de la presión de tierra indicada anteriormente no 
debe generar un sentimiento falso de seguridad y confianza en el diseñador. Ninguna teoría es más 
precisa que los supuestos en que se basa. Las presiones reales de suelo se ven afectadas por irregulari- 
dades en las propiedades del suelo, por el agua superficial, por las condiciones de drenaje, por factores 

FIGURA 17.3 
Presiones de tierra para (a) superficie horizontal; (b)  superficie con pendiente; ( e )  superficie 
horizontal con sobrecarga s. 
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climáticos y otros que no pueden expresarse en las fórmulas. Por una parte, esta situación indica que los 
refinamientos implícitos en las determinaciones teóricas de las presiones de tierra como se intentan 
hacer algunas veces, son de muy poco valor práctico. Por otro lado, el diseño de un muro de contención 
es raramente un procedimiento de rutina, porque las condiciones locales que afectan las presiones y la 
seguridad varían de un sitio a otro. 

ESTABILIDAD EXTERNA 

Un muro puede fallar de dos maneras diferentes: (1) las partes individuales pueden no ser suficiente- 
mente fuertes para resistir las fuerzas que actúan, como cuando un muro en voladizo vertical se agrieta 
por la acción de la presión de tierra que actúa sobre él, y (2) el muro como un todo puede desplazarse 
por la presión de tierra, sin que se presente una rotura interna. Para diseñar contra la primera posibili- 
dad se requiere la determinación de las dimensiones, espesores y refuerzos necesarios para resistir los 
momentos y los cortantes; este procedimiento no es en ningún momento diferente del utilizado para 
calcular las dimensiones y el refuerzo que se requieren en otros tipos de estructuras de concreto. 
Pueden aplicarse los factores de carga y los coeficientes de reducción de resistencia usuales estipulados 
por el Código ACI (ver la sección 17.5). 

Para salvaguardar el muro contra desplazamientos globales, es decir, para garantizar su estabili- 
dad externa, se requieren unas consideraciones especiales. En forma consistente con la práctica actual 
en la ingeniería geotécnica, la investigación de estabilidad se basa en las presiones reales de tierra (tan 
precisas como puedan determinarse) y en las cargas muertas y vivas de servicio calculadas o estimadas, 
todas sin factores de carga. Las presiones de contacto calculadas se comparan con los valores admisi- 
bles y los factores globales de seguridad se evalúan comparando las fuerzas resistentes con las máximas 
fuerzas que actúan en condiciones de servicio. 

Un muro como el de la figura 17.4, conjuntamente con la masa de suelo i jkl que descansa sobre la 
losa base, puede desplazarse globalmente por el empuje de tierra P que actúa sobre el plano ak 
mediante un deslizamiento a lo largo del plano ab. Este deslizamiento es resistido por fricción entre el 
suelo y la zapata a lo largo del mismo plano. Para que no se produzca movimiento, las fuerzas que 

FIGURA 17.4 
Estabilidad externa de un muro en voladizo. 
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resisten al deslizamiento deben exceder a aquellas que tienden a generarlo; por lo general, se supone 
que un factor de seguridad del orden de 1.5 es satisfactorio en este aspecto. 

En la figura 17.4, la fuerza que tiende a producir el deslizamiento es la componente horizontalPh 
del empuje total de tierra P. La fuerza de fricción resistente es&, donde f es el coeficiente de fricción 
entre el concreto y el suelo (ver la tabla 17.1) yl?,, es el componente vertical de la resultante total R; es 
decir, l?,, = W + Pv (W = peso del muro más el suelo que descansa sobre la zapata, Pv = componente 
vertical de P). Entonces, para suministrar una seguridad suficiente, 

En efecto, para que el muro se deslice hacia la izquierda debe empujar con él la cuña de tierra nmb, que 
da lugar a la presión pasiva de tierra indicada por el triángulo rmb. Esta presión pasiva representa una 
fuerza resistente adicional, que podría sumarse al lado izquierdo de la ecuación (17.7). Sin embargo, 
esto debería hacerse sólo si se asegura el funcionamiento adecuado de esta resistencia adicional; para 
este propósito, el rellenoghmv debe colocarse antes de que el relleno posterior i jkl se ubique en su sitio 
y tiene que asegurarse contra su posterior remoción por escorrentía o cualquier otra causa durante la 
vida del muro. Si estas condiciones no se cumplen, es mejor no confiar en la resistencia adicional de la 
presión pasiva. 

Si la resistencia al deslizamiento que se exige no puede desarrollarse de esta manera, se puede 
utilizar una cuña o tacón cdef para aumentar la resistencia horizontal. En este caso, si ocurre el desliza- 
miento, éste se presentará a lo largo de los planos ad y tf. Mientras que a lo largo de ad y ef se aplica el 
coeficiente de fricción$ el deslizamiento a lo largo de te ocurre dentro de la masa del suelo. El coeficiente 
de fricción que se debe usar en esta porción es, en consecuencia, igual a tan$, donde el valor de $ puede 
tomarse de la penúltima columna de la tabla 17.1. En esta situación, el deslizamiento del suelo del frente 
ocurre hacia arriba a lo largo de tn' de modo que, si el relleno del frente es seguro, la correspondiente 
resistencia generada por la presión pasiva de suelo la representa el triángulo de presiónstm. Si hay dudas 
con respecto a la confiabilidad del relleno por encima del puntal, debe suponerse más conservadoramente 
que la superficie libre del terreno se ubica en el nivel superior de la zapata, en cuyo caso el triángulos'tg 
representa la presión pasiva. 

Enseguida, es necesario garantizar que la presión bajo la zapata no exceda lapresión de contacto 
admisible para el suelo particular. Llámese a (ver la figura 17.4) la distancia desde el borde delantero 
b hasta la intersección de la fuerza resultante con el plano base y seal?,, la componente vertical de R (no 
siempre esta intersección se localizará por debajo del brazo vertical, como se indica, aunque si esto 
ocurre, se obtiene por lo general un muro más económico). Entonces, el plano base ab, de un pie de 
ancho en dirección longitudinal, está sometido a una fuerza normall?,, y a un momento con respecto al 
centroide igual a (112 -a)&. Cuando estos valores se sustituyen en la fórmula usual para flexión más 
fuerza axial. . 

se encontrará que si la resultante se localiza dentro del tercio medio (a > 1/3), esfuerzos de compresión 
actuarán a través de toda la sección y las presiones máximas y mínimas pueden calcularse a partir de las 
ecuaciones de la figura 17.5~. Si la resultante se localiza justo en el borde del tercio medio (a = 1/3), la 
distribución de presiones es como aparece en la figura 17.5b y la ecuación (17.8) se convierte en las 
fórmulas dadas allí. 

Si la resultante se localizara por fuera del tercio medio (a < 1/3), la ecuación (17.8) indicaría 
tensión en o cerca del punto a. Como es obvio, no puede desarrollarse tensión entre el suelo y una 
zapata de concreto que simplemente descansa sobre él. De ahí que, en este caso, se desarrollaría la 
distribución de presiones que se ilustra en la figura 17.5c, que implica un ligero levantamiento de la 
parte posterior de la zapata con respecto al suelo. El equilibrio exige que R, pase por el centroide de la 
distribución triangular de presiones, condición que permite deducir fácilmente la fórmula para q 
correspondiente en este caso. 
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(a) Resultante en el tercio medio 

Rv 
q, = (41-6a)- e 

Rv 
q2= (6a-20 - e 

1 Rv cuando a = -. 91 = 4 =- 
2 1 

(b) Resultante en el borde del tercio medio 

FIGURA 17.5 
Presiones de contacto para diferentes ubicaciones 

(c) Resultante por fuera del tercio medio de la resultante. 

Es buena práctica lograr que la resultante se localice dentro del tercio medio; esto no sólo 
reducirá la magnitud de la presión de contacto máxima, sino que también impedirá disparidades 
demasiado grandes en las presiones. Si el muro se encuentra cimentado en un suelo bastante compresible, 
como algunas arcillas, una distribución de presiones como la que se indica en la figura 17.5b producirá 
un asentamiento mucho mayor en el puntal que en el talón, con la correspondiente inclinación del 
muro. Por consiguiente, en una cimentación en este tipo de suelo, la resultante debe caer en o muy cerca 
del centro de la zapata. Si la cimentación está sobre un suelo altamente incompresible, como una grava 
bien compactada o una roca, puede permitirse que la resultante caiga por fuera del tercio medio (ver la 
figura 17%). 

Un tercer modo de falla consiste en la posibilidad de volcamiento de todo el muro alrededor del 
borde delantero b. Para que esto ocurra, el momento de volcamientoyPh con respecto al punto b tendría 
que ser mayor que el momento estabilizante (Wg + PJ) en la figura 17.4, que es lo mismo que afirmar 
que la resultante debería caer por fuera del borde b. Si, como en la mayor parte de los casos, la 
resultante cae dentro del tercio medio, existe un factor de seguridad adecuado contra el volcamiento y 
no es necesario realizar unaverificación especial. Si la resultante se localiza por fuera del tercio medio, 
debe mantenerse un factor de seguridad contra volcamiento al menos igual a 1.5, es decir, el momento 
estabilizante debe ser al menos 1.5 veces mayor que el momento de volcamiento. 

BASES DEL DISENO ESTRUCTURAL 

En la investigación de un muro de contención con respecto a la estabilidad externa descrita en la sección 
17.4, la práctica actual consiste en utilizar en los cálculos las presiones reales de tierray las cargas muertas 
y vivas de servicio calculadas o estimadas con factores de carga iguales a 1.0 (es decir, sin incrementar la 
carga para tener en cuenta una condición hipotética de sobrecarga). Las presiones de contacto en el suelo, 
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calculadas para condiciones de cargas de servicio, se comparan con las presiones admisibles de contacto, 
cuyos valores se establecieron por debajo de los valores de capacidad úitirna de carga, para mantener una 
adecuada seguridad. Los factores de seguridad contra volcamiento y deslizamiento se establecen con base 
en las condiciones para cargas de servicio. 

Por otra parte, el diseño estructural de un muro de contención debe ser consistente con los 
métodos utilizados para todos los demás tipos de elementos y debe basarse, por tanto, en cargas 
mayoradas que reconozcan la posibilidad de un incremento con respecto a las cargas de servicio. A 
continuación se resumen los factores de carga del Código ACI relacionados con el diseño estructural 
de muros de contención: 

1. Si la resistencia a la presión lateral de tierra H se incluye en el diseño, junto con las cargas muerta D 
y viva L, la resistencia requerida Udebe ser al menos igual a 

2. Cuando D o L reduzcan el efecto de H, la resistencia exigida Udebe ser por lo menos igual a 

3. Para cualquier combinación de D, L y H, la resistencia requerida no debe ser menor que 

Mientras que el método de diseño con factores de carga del Código ACI es lógico y relativamente 
fácil de aplicar en elementos de edificios, su aplicación en estructuras que deben resistir presiones de 
tierra no es tan fácil. Son posibles muchas combinaciones alternas de cargas muertas y vivas mayoradas y 
de presiones laterales. Cargas muertas como el peso del concreto deben multiplicarse por 0.9 cuando 
reduzcan los momentos de diseño como para la losa del puntal de un muro de contención en voladizo, 
pero deben multiplicarse por 1.4 cuando aumenten los momentos, como para la losa del talón. La carga 
muerta de la tierra sobre el talón debe multiplicarse por 1.4 según el Código ACI, pero hacer esto no es 
coherente con la especificación de presión lateral de 1.7H que depende, al menos en parte, del empuje 
lateral de la tierra sobre la losa de talón. Obviamente, no pueden obtenerse en forma concurrente dos 
estados mayorados de carga; para cada combinación de cargas mayoradas se producirán diferentes presio- 
nes de reacción en el suelo bajo la estructura, requiriéndose una nueva determinación de estas presiones 
para cada alternativa de combinación. Además, no hay razón para creer que la presión del suelo seguirá 
siendo una distribución lineal para el estado de sobrecarga o que aumentará en proporción directa al 
incremento de carga; la información con relación a la distribución de presiones del suelo para un estado 
de falla incipiente es incompleta. 

En el diseño de muros de contención utilizando factores de carga debe adoptarse un enfoque algo 
más simplificado. El procedimiento que se describe a continuación parece ser consistente con la 
intención del Código ACI. Cuando se presenten errores e inconsistencias, los resultados estarán del 
lado de la seguridad. 

Las presiones laterales de tierra se considerarán cargas vivas y se les aplicará un factor de 1.7. En 
general, la presión de reacción del suelo bajo la estructura para el estado de cargas mayoradas se tomará 
igual a 1.7 veces la presión del suelo determinada para las condiciones de cargas de servicio en el 
análisis de estabilidad?. Para muros de contención en voladizo, la carga muerta calculada de la losa del 
puntal, que causa momentos que actúan en el sentido opuesto a los producidos por la reacción del suelo 
hacia arriba, se multiplicará por un coeficiente de 0.9. Para la losa de talón, la capacidad requerida a 
momento se basará en la carga muerta de la misma losa de talón, más la tierra directamente encima de 
ella, ambas multiplicadas por 1.4. La sobrecarga, cuando esté presente, se tratará como una cargaviva 

?Estas reacciones se producen bajo la condición supuesta de cargas mayoradas y no tienen relación directa con los valores de capacidad 
última de carga del suelo o con la distribución de las presiones. 
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con un coeficiente de carga de 1.7. La presión hacia arriba del suelo bajo la losa de talón se tomará igual 
a cero, reconociendo que para un estado de sobrecarga severo se obtendrá probablemente una distribu- 
ción de presiones no lineal, con la mayor parte de la reacción concentrada muy cerca del puntal. 
Supuestos similares parecen razonables para el diseño de muros con contrafuertes. 

DRENAJE Y OTROS DETALLES 

Las fallas o daños que ocurren ocasionalmente en muros de contención se deben, en la mayor parte de 
los casos, a una de dos causas: sobrecarga del suelo bajo el muro con la consecuente inclinación hacia 
delante, o drenaje insuficiente del relleno posterior. En este último caso, la presión hidrostática que 
genera el agua superficial acumulada durante o después de lluvias torrenciales aumenta sustancialmente 
el empuje sobre el muro; asimismo, en climas con posibilidades de congelamiento pueden desarrollar- 
se presiones de hielo de magnitud considerable en suelos pobremente drenados. Las dos causas están a 
menudo interconectadas puesto que los grandes empujes incrementan en forma correspondiente las 
presiones de contacto bajo la zapata. 

Las presiones admisibles de contacto se deben seleccionar con bastante cuidado. Para esto es 
necesario investigar no sólo el tipo de suelo inmediatamente debajo de la zapata, sino también el suelo 
de los estratos profundos. A menos que se tenga información confiable sobre el sitio, deben realizarse 
sondeos hasta una profundidad al menos igual a la altura del muro. La cimentación debe ubicarse por 
debajo del nivel de congelamiento, el cual está entre 4 y 5 pies y más para los estados del norte de los 
Estados Unidos, con el fin de evitar el levantamiento por congelamiento de los suelos que contienen 
humedad. 

El drenaje puede suministrarse de varias maneras. Los lloraderos, conformados por tubos de 6 u 
8 pulg embebidos en el muro, como aparece en la figura 17.lc, se colocan por lo general con 
espaciamientos horizontales entre 5 y 10 pies. Además de la fila inferior, deben proporcionarse filas 
adicionales en muros con alturas sustanciales. Para facilitar el drenaje y evitar el taponamiento, se 
coloca un pie cúbico o más de piedra triturada en el extremo posterior de cada lloradero. Deben 
tomarse las precauciones necesarias para que el flujo que generan los lloraderos se evacue en forma 
segura, de manera que no se filtre y se ablande el suelo por debajo del muro. Para evitar esto, en vez de 
lloraderos pueden proveerse drenajes longizúdinales embebidos en piedra triturada o gravas a lo largo 
de la cara posterior del muro (ver la figura 17.lb) en uno o más niveles; los drenajes descargan en los 
extremos del muro o en algunos puntos intermedios. El drenaje más eficaz se proporciona mediante un 
dren continuo posterior que consta de una capa de grava o piedra triturada que cubre toda la cara 
posterior del muro (ver la figura 17.la), con descarga en los extremos. Sin embargo, este drenaje es 
costoso, a menos que el material apropiado esté disponible a bajo costo en el sitio. Siempre que sea 
posible, la superficie del relleno debe cubrirse con una capa de suelo de baja permeabilidad y, en caso 
de una superficie horizontal, ésta debe colocarse con una ligera pendiente para conducir el agua lejos 
del muro hacia una cuneta u otro drenaje. 
. En muros largos deben tomarse precauciones contra los daños producidos por la expansión o por 
la contracción que generan los cambios de temperatura y la retracción de fraguado. La especificación 
AASHTO exige que, para muros de gravedad al igual que para muros de concreto reforzado, se inclu- 
yan juntas de expansión a intervalos de 90 pies o menos y juntas de contracción a no más de 30 pies (ver 
la referencia 17.4). Las mismas especificaciones establecen que para muros de concreto reforzado debe 
suministrarse un refuerzo horizontal por temperatura no menor que 8 de pulg2 por pie de profundi- 
dad, adyacente a la superficie expuesta. Disposiciones similares se incluyen en la referencia 17.5. 

EJEMPLO: DISENO DE UN MURO DE CONTENCIÓN DE GRAVEDAD 

Un muro de gravedad debe contener un terraplén de 11 pies 6 pulg de alto cuya superficie horizontal se 
somete a una sobrecarga producida por una carga viva de 400 lbIpie2. El suelo es una mezcla de arena 
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y grava con una cantidad relativamente moderada de partículas finas de limos. Por consiguiente, puede 
suponerse que es de la clase 2 de la tabla 17.1, con las siguientes características: peso unitario w = 120 
lb/pie3, @ = 30° (siempre y cuando se proporcione un drenaje adecuado) y un coeficiente de fricción en 
la base f = 0.5. Con sen 30° = 0.5, a partir de las ecuaciones (17.4) y (17.5), los coeficientes de presión 
de suelo son Cah = 0.333 y Cph = 3.0. La presión de contacto admisible se supone igual a 8000 lb/pie2. 
Este suelo de grano grueso tiene poca compresibilidad, de modo que puede permitirse que la resultante 
caiga cerca del punto externo del tercio medio (ver la sección 17.4). El peso del concreto es w, = 150 
lbIpie3. 

El diseño óptimo de cualquier muro de contención es materia de aproximaciones sucesivas. De 
acuerdo con la experiencia se suponen dimensiones razonables y luego se verifican las diferentes 
condiciones de estabilidad para estas medidas. Con base en un primer ensayo, los cálculos se reajus- 
tan y uno o dos ensayos más conducen por lo general a un diseño aceptable. En el análisis que sigue 
se expone sólo el diseño final en detalle. Las dimensiones finales se indican en la figura 17.6. 

La altura equivalente de la sobrecarga es h' = 400/120 = 3.33 pies. A partir de la figura 17.3c, el 
empuje total de tierra es 

y su distancia desde la base esy = (225 + 150)/(3 x 21.67) = 5.77 pies. Por tanto, el momento de 
volcarniento es M,, = 6500 x 5.77 = 37,500 lb-pie. Para calcular el peso Wy su momento estabilizante 
M, con respecto al borde del puntal, se calculan los pesos individuales como se indican en la figura 17.6. 
Six representa la distancia de la línea de acción de cada peso desde el borde delantero, se obtienen los 
siguientes resultados: 

Pesos componentes 
S 4 Mr = xW, 
lb pies lb-pie 

Total 

La distancia de la resultante desde el borde delantero es 

que está justo por fuera del tercio medio. El factor de seguridad contravolcamiento, 99,770 i 37,500 
= 2.66, es bastante amplio. Apartir de la figura 17.5c, la máxima presión de suelo es q = (2 x 19,390) 
+ (3 x 3.21) = 4030 lb/pie2. 

Los cálculos anteriores se realizaron para el caso en que la sobrecarga se extiende sólo hasta el 
borde posterior del muro, o sea, el punto a de la figura 17.6. Si la sobrecarga se extiende hacia adelante 
hasta el punto b, se obtienen las siguientes modificaciones: 

W = 19,390 + 400 x 7.75 = 22,490 lb 

M, = 99,770 + 400 x 7.75 x 6.13 = 118,770 lb-pie 

a = 
118,770 - 37,500 

22,490 
= 3.61 pies 
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FIGURA 17.6 
Muro de contención de gravedad. 

Esta fuerza está dentro del tercio medio y, a partir de la figura 17.5a, la máxima presión de contacto es 

La situación más desfavorable para el deslizamiento se obtiene cuando la sobrecarga se extiende 
solamente hasta el punto a, puesto que sobrecargas adicionales entre a y b producirán un aumento del 
peso total y de la correspondiente resistencia por fricción. La fuerza de fricción es 

Adicionalmente, el deslizamiento es resistido por la presión pasiva de tierra sobre la parte frontal del 
muro. Aunque el plano de base está a 3.5 pies por debajo del nivel del terreno, no puede confiarse en la 
capa superior de suelo para suministrar la presión pasiva, puesto que ésta se afloja a menudo por raíces 
y similares o puede lavarse por fuertes lluvias. Por esta razón, se descontarán los 1.5 pies superiores 
para el cálculo de la presión pasiva, que entonces produce 

El factor de seguridad contra deslizamiento, (9695 + 720)/6500 = 1.6, es apenas ligeramente mayor 
que el valor requerido de 1.5 que indica un diseño aceptable. 

EJEMPLO: DISENO DE UN MURO DE CONTENCIÓN EN VOLADIZO 
Debe diseñarse un muro de contención en voladizo para la misma situación del muro de gravedad de la 
sección 17.7. Se utilizará concreto con f,' = 3000 lb/pulg2 y acero con f,' = 60,000 lb/pulg2. 

a. Diseño preliminar 

Con el fin de facilitar los cálculos de los pesos para verificar la estabilidad del muro, resulta ventajoso 
inicialmente estimar el espesor del cuerpo y la altura de la zapatat. Para este propósito, se calcula la 

t Los diseños tabulados como los que se presentan en la referencia 17.6 y los ejemplos de cálculo de la referencia 17.7 son una guía muy 
valiosa para el diseñador no experimentado. 
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altura aproximada de la zapata y luego se determina el espesor del cuerpo requerido en su sección 
inferior. Con la parte inferior de la zapata localizada a 3.5 pies por debajo del nivel del terreno, y con 
una altura de zapata estimada en 1.5 pies, la altura libre del cuerpo es 13.5 pies. De ahí que, con respecto 
a la parte inferior del cuerpo (ver la figura 17.3), 

183 + 135 
Y = 3 X20.16 

= 5.25 pies 

M, = 1.7 X 5440 X 5.25 = 48,600 lb-pie 

Para las características del concreto y del acero, la cuantía de acero máxima permitida es p,, = 
0.0160. Por economía y facilidad en la colocación de las barras, se utilizará una cuantía de acero 
aproximadamente igual a la mitad del valor máximo, o sea, 0.008. Entonces, a partir del gráfico A.lb 
del apéndice A, 

Para una longitud unitaria del muro (b = 12 pulg), con q5 = 0.90 como es usual para flexión, la altura 
efectiva que se requiere es 

Se requiere un recubrimiento de protección de 2 pulg para concreto en contacto con la tierra. Así que, 
estimando el diámetro de las barras en 1 pulg, el espesor mínimo exigido del cuerpo en la base es de 
13.7 pulg. Este valor se aumentará a 16 pulg porque el costo del concreto adicional en estas estructuras, 
por lo general, se compensa de sobra con el ahorro simultáneo en acero. Enseguida, se verifica el 
cortante en el cuerpo a una distanciad por encima de la base, o sea, a 12.5 pies por debajo de la parte 
superior del muro: 

lo cual confirma que el cuerpo es más que adecuado para resistir la fuerza cortante mayorada. 
La altura de la base es igual o un poco mayor que el espesor de la parte inferior del cuerpo. Por 

consiguiente, no es necesario modificar el valor estimado de 1.5 pies. Puesto que el momento en el 
cuerpo disminuye al incrementarse la distancia desde la base, y es cero en la parte superior, se tomará 
un espesor del cuerpo en la parte superior igual a 8 pulg. Ahora, es necesario suponer las longitudes de 
la losa o zarpa de puntal y de la losa o zarpa de talón y verificar la estabilidad para estas dimensiones 
supuestas. En este ejemplo se omiten los ensayos intermedios y sólo se tienen en cuenta las medidas 
finales que aparecen en la figura 17.7~. Los cálculos tentativos demuestran que puede alcanzarse una 
seguridad apropiada contra el deslizamiento sólo con la utilización de una zarpa de talón excesivamen- 
te grande o con un tacón. En este caso, se adopta esta última alternativa ya que requiere un menor 
volumen de concreto. 

www.elsolucionario.org



540 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

tones No. 7 cada 8 

48,600 lb-pie 

FIGURA 17.7 
Muro de contención en voladizo: (a) sección transversal; (b) presión de contacto con sobrecarga 
hasta a; (c) presión de contacto con sobrecarga hasta b; (d) refuerzo; (e) variación del momento con 
la altura. 

b. Investigación de la estabilidad 
Los pesos y momentos con respecto al borde delantero son los siguientes: 

Pesos componentes 
w x, M,, 
lb pies lb-pie 

W; : 4.67 x 13.5 x 120 
Total 

La presión total de suelo sobre el plano ac es la misma que para el muro de gravedad de la sección 
17.7, es decir, P = 6500 lb, y el momento de volcamiento es 

M, = 37,500 lb-pie 

La distancia de la resultante desde el borde delantero es 

a = 81,040 - 37,5m = 3.23pies 
13,490 

lo que ubica la resultante justo por fuera del tercio medio. La correspondiente presión máxima de suelo 
en el puntal, a partir de la figura 17.5, es 

El factor de seguridad contra volcamiento, 81,040137,500 = 2.16, es amplio. 
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Para verificar la seguridad contra deslizamiento, recuerde que (ecuación 17.4) si el 
deslizamiento se presenta, éste sucede entre la superficie de concreto y el suelo a lo largo del talón 
y del tacón (es decir, a lo largo de la longitud ae de la figura 17.4), pero ocurre dentro del suelo al 
frente del tacón (es decir, a lo largo de la longitud te de la figura 17.4). En consecuencia, el 
coeficiente de fricción aplicable para la primera longitud es f = 0.5, mientras que el aplicable para 
la segunda es igual a la fricción interna del suelo, es decir, tan 30° = 0.577. 

La distribución de presiones de contacto se ilustra en la figura 17.7b. Puesto que la resultante se 
ubica a una distancia a = 3.23 pies desde el frente, es decir, casi en el tercio medio, se supone que la 
presión de contacto es igual a cero en el borde del talón, como se indica en la figura 17.ib. 

La fuerza resistente se calcula entonces como la suma de las fuerzas de fricción de la porción 
posterior y frontal, más la presión pasiva del suelo en el frente del muro. Para ésta última, al igual que 
en la sección 17.7, se considera que la capa de suelo superior de 1.5 pies es poco confiable y no se tiene 
en cuenta en los cálculos. En consecuencia, 

Fricción en el puntal: (2780 + 1710) X 0.5 X 3.75 X 0.577 = 4860 lb 

Fricción en el talón y en el tacón: 1710 x 0.5 x 6 x 0.5 = 2570 lb 

Presión de tierra pasiva: 

Resistencia total al deslizamiento: 

El factor de seguridad contra el deslizamiento, 934016500 = 1.44, es apenas un cuatro por ciento 
inferior al valor recomendado de 1.5 y puede considerarse adecuado. 

Los cálculos son válidos para el caso en que la sobrecarga se extiende desde el punto a hacia la 
derecha, por encima del borde del talón. El otro caso de distribución de cargas, cuando la sobrecarga se 
coloca sobre toda la superficie del relleno hasta el punto b, no cambia evidentemente la presión de 
tierra sobre el plano ac. Sin embargo, esta sobrecarga adicional sí afecta la suma de las fuerzas verticales 
y aumenta tanto el momento estabilizante M,. como la fricción a lo largo de la base. En consecuencia, 
el peligro de deslizamiento o volcamiento es mayor cuando la sobrecarga se extiende únicamente hasta 
a, situación para la cual estas dos condiciones se han revisado y resultan satisfactorias. Pero, al tener en 
cuenta la cargavertical adicional, la presión de contacto es mayor cuando la superficie se sobrecarga 
hasta b. Para este caso, 

M, = 81,040 + 400 x 5.33 x 7.09 = 96,200 lb-pie 

a = 
96,200 - 37,500 

15,600 
= 3.76 pies 

lo cual ubica la resultante dentro del tercio medio. Por tanto, a partir de la figura 17.5, 

que está muy lejos de la presión admisible de 8000 lbIpie2. La correspondiente distribución de presio- 
nes de contacto se presenta en la figura 17.7~. 

Hasta este punto se ha investigado la estabilidad externa del muro y queda por determinar el 
refuerzo requerido y verificar las resistencias internas. 
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c. Cuerpo y tacón 
El momento en la sección inferior del cuerpo se determinó anteriormente como M, = 48,600 lb-pie y 
se seleccionó un espesor de muro de 16 pulg en la parte inferior y de 8 pulg en la parte superior, con un 
recubrimiento libre de concreto de 2 pulg, d = 16.0 - 2.0 - 0.5 = 13.5 pulg. Entonces, 

A partir del gráfico A.lb del apéndice A, con4 = 60,000 lblpulgz y ff = 3000 lb/pulg2, la cuantía 
requerida de acero es p = 0.0052 YA, = 0.0052 x 12 x 13.5 = 0.84 pulg2Ipie. El área requerida se 
proporciona mediante barras No. 7 espaciadas a 8 pulg centro a centro. 

El momento flector en el cuerpo disminuye rápidamente al aumentar la distancia desde la parte 
inferior. Por esta razón, en los niveles superiores se necesita sólo parte del refuerzo principal, y se 
descontinuarán barras alternas donde ya no sean necesarias. Para determinar el punto de corte, se 
dibuja el diagrama de momentos para el cuerpo, calculando los momentos flectores en dos niveles 
intermedios, a 10 pies y a 5 pies de la parte superior. Estos dos momentos, determinados de la misma 
manera que el de la base del cuerpo, son iguales a 22,600 lb-pie y 4240 lb-pie, respectivamente. El 
momento resistente que suministran las barras alternas, es decir, barras No. 7 espaciadas a 16 pulg 
centro a centro, en la parte inferior del cuerpo es 

En la parte superior, d = 8.0 - 2.5 = 5.5 pulg y el momento resistente de las mismas barras es 
apenas #M, = 27,000(5.5/13.5) = 11,000 lb-pie. Por consiguiente, la línea recta dibujada en la figura 
17.7e indica el momento resistente proporcionado en cualquier elevación por la mitad de las barras 
principales. La intersección de esta línea con el diagrama de momentos a una distancia de 3 pies 6 pulg 
desde la parte inferior representa el punto por encima del cual ya no se requieren las barras alternas. El 
Código ACI 12.10.3 especifica que cualquier barra debe extenderse, más allá del punto donde ya no se 
necesita para resistir esfuerzos de flexión, a lo largo de una distancia igual a d o 12 diámetros de barra, 
la que sea mayor. En el cuerpo, a una distancia de 3 pies 6 pulg de la parte inferior, d = 11.4 pulg, 
mientras que 12 diámetros de barra No. 7 son iguales a 10.5 pulg. En consecuencia, la mitad de las 
barras pueden interrumpirse a 12 pulg por encima del punto donde ya no se requieren, o sea, a una 
distancia de 4 pies 6 pulg por encima de la base. Este valor excede la mínima longitud de desarrollo 
requerida de 26 pulg por encima de la base. 

Con el fin de facilitar la construcción, la zapata se vacía primero y se deja una junta de construc- 
ción en la base del cuerpo, como se indica en la figura 17.7d. Por consiguiente, las barras principales del 
cuerpo se terminan en la parte superior de la losa base y se colocan bastones en esta última para hacer 
los empalmes con las barras. Debe reconocerse que la integridad del cuerpo depende totalmente de la 
integridad del empalme de estas barras a tensión. El empalme en todas las barras a tensión en una sola 
sección mediante empalmes simples de contacto puede llevar a un resquebrajamiento del concreto, a 
causa de la concentración de esfuerzos en los extremos de las barras empalmadas. Una manera de evitar 
esta dificultad consiste en soldar todos los empalmes; sin embargo, esto producirá un costo extra 
considerable. 

Para este muro específico, existe otra manera de colocar el refuerzo que ofrece una solución más 
económica. Puesto que las barras alternas en el cuerpo pueden interrumpirse a una distancia de 4 pies 6 pulg 
por encima de la base, se llevarán bastones alternos desde la punta superior de la base hasta esta distancia. 
Éstos no necesitan empalmarse, pues por encima de este nivel únicamente son necesarios barras alternas 
No. 7, espaciadas a 16 pulg entre centros. Estas últimas barras se colocan cubriendo la altura total del cuerpo 
y se empalman en la parte inferior con bastones altemos más cortos. Con este método, sólo el 50 por ciento 
de las barras necesarias en la parte inferior del cuerpo se empalman; esto no es objetable. 
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Para empalmes de barras corrugadas a tensión en secciones donde la relación entre el acero 
suministrado y el acero requerido es menor que 2, y donde no se empalma más del 50 por ciento del 
acero, el Código ACI exige la utilización de empalmes clase B, con longitud igual a 1.3 veces la de 
desarrollo de la barra (ver la sección 5.11a). La longitud de desarrollo de las barras No. 7 para las 
resistencias dadas de los materiales es 26 pulg y la longitud requerida de empalme es, por consiguiente, 
igual a 1.3 x 26 = 33.8 pulg. Los bastones alternos se llevarán hasta 2 pies 10 pulg por encima de la base 
para empalmarlos con las barras correspondientes en el cuerpo, mientras que los bastones interpuestos 
se llevan hasta 4 pies 6 pulg por encima de la base y se interrumpen sin empalme, puesto que no se 
requieren más para soportar momentos. 

De acuerdo con el Código ACI, el refuerzo de flexión principal no debe interrumpirse en una zona 
de tensión, a menos que se satisfaga una de las siguientes condiciones: (1) que el cortante en el punto de 
corte no exceda dos tercios del permitido, (2) que se suministre algún refuerzo a cortante en exceso, o (3) 
que el refuerzo continuo proporcione el doble del área requerida para flexión en el punto de corte. Se 
puede confirmar que el cortante a 4 pies 6 pulg por encima de la base está muy por debajo de los dos 
tercios del valor que puede resistir el concreto; por tanto, es posible interrumpir las barras principales 
según lo proyectado. La cuantía mínima de acero a tensión especificada por el Código ACI no es aplicable 
estrictamente a muros de contención, los cuales pueden considerarse como losas. Sin embargo, puesto 
que la integridad del muro de contención depende totalmente de las barras verticales, parece prudente 
utilizar este límite en tales casos. La cuantía real de acero que sumulistran las barras No. 7 espaciadas a 16 
pulg, con unvalor de d = 10.8 pulg justo por encima del punto de corte, es 0.0035, apenas superior al valor 
mínimo de 200/60,000 = 0.0033. Un requisito final del eódigo ACI es que el máximo espaciamiento del 
refuerzo a flexión primario no debe exceder tres veces el espesor del muro ni 18 pulg; estas restricciones 
se satisfacen igualmente en este caso. 

Puesto que los bastones tuvieron que extenderse, al menas parcialmente, dentro del tacón para 
producir la longitud de empotramiento necesaria, se doblaron como se muestra para proporcionar el 
refuerzo mismo del tacón. La fuerza exacta que debe resistir el tacón es difícil de determinar, pues 
probablemente la mayor parte de la fuerza que actúa en la porción del suelo al frente del tacón se 
transmite a éste por £nceión a lo largo de la base de la zapata. El refuerzo relativamente fuerte del tacón, 
proporcionado por la extensión de los bastones, se considera suficiente para impedir su separación de 
la zapata. 

Los lados inclinados del tacón se suministraron con el fin de facilitar la excavación sin aflojar el 
suelo adyacente. Esto es necesario para garantizar un funcionamiento adecuado del tacón. 

Además del acero principal en el cuerpo del muro, se requiere refuerzo para controlar el agrieta- 
miento por retracción de fraguado y temperatura. Los cálculos se basarán en un espesor promedio de 
muro de 12 pulg. En la direcciónvertical, debe proporcionarse un valor no menor que 0.0012veces el 
área bruta de concreto, con no menos de la mitad de esta cantidad adyacente a la cara expuesta; este 
requisito se cumple utilizando barras No. 4 espaciadas a 30 pulg entre centros. En la dirección horizon- 
tal, el área requerida de acero es 0.0020 veces el área bruta de concreto, de nuevo con no menos de la 
mitad en la cara externa. Se utilizarán barras No. 4 espaciadas a 16 pulg entre centros en cada cara, 
como se indica en la figura 17.7d. 

d. Losa del puntal 

La losa del puntal actúa como un voladizo que se proyecta hacia afuera desde la cara del cuerpo 
principal del muro. Debe resistir las presiones hacia arriba de las figuras 17.7b o c y la carga hacia abajo 
de la losa del puntal mismo, cada una multiplicada por los coeficientes apropiados de carga. No se 
tendrá en cuenta la carga hacia abajo del relleno de tierra sobre el puntal puesto que está sometido a 
posible erosión o remoción. Se aplicará un coeficiente de carga de 1.7 a las presiones de contacto para 
cargas de servicio. La comparación de las presiones de las figuras 17.7b y c indica que, para la losa del 
puntal, la condición de carga más severa resulta cuando se aplica la sobrecarga hasta el punto b. Puesto 
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que el peso propio de la losa del puntal tiende a reducir los momentos y los cortantes de diseño, se 
multiplicará por un coeficiente de carga de 0.9. Así, el momento para cargas mayoradas en la cara 
externa del cuerpo del muro es 

= 27,600 lb-pie 

En concreto vaciado contra la tierray expuesto de manera permanente a ella, se requiere un recubri- 
miento mínimo de protección para el acero de 3 pulg; si el diámetro de las barras es aproximadamente 
1 pulg, la altura efectiva será de 18.0 - 3.0 - 0.5 = 14.5 pulg. Así, para una franja de losa del puntal de 
12 pulg, 

El gráfico A.lb del apéndice A indica que, para este valor, la cuantía requerida de acero será ligeramen- 
te inferior al mínimo de 200/60,000 = 0.0033. Parece posible la utilización de una losa de base un poco 
más delgada; sin embargo, falta investigar los momentos en la losa del talón al igual que los cortantes 
tanto en el puntal como en el talón y, por consiguiente, se mantendrá el espesor tentativo de 18 pulg. El 
acero requerido a flexión: 

se suministra mediante barras No. 7 espaciadas a 12 pulg entre centros. La longitud de empotramiento 
que se requiere para estas barras más allá de la cara exterior del cuerpo del muro es igual a la longitud 
total de desarrollo de 26 pulg sujeta a un factor de reducción de 0.8, que refleja el espaciamiento lateral 
de 12 pulg; por tanto, se prolongarán 21 pulg más allá de la cara del muro, como aparece en la figura 
17.7d. 

El cortante se verificará a una distanciad = 1.21 pies de la cara del cuerpo principal (2.54 pies 
desde el extremo del puntal), de acuerdo con los procedimientos usuales del Código ACI. La presión de 
contacto para cargas de servicio en este punto (con referencia a la figura 17.7~) es 2130 lb/pie2 y el 
cortante para,cargas mayoradas es 

La resistencia a cortante de diseño del concreto es 

muy por encima del valor exigido de V,. 

e. Losa de talón 
La losa de talón también actúa como un voladizo, proyectándose en este caso desde la cara posterior del 
cuerpo principal, y está cargada por la sobrecarga, el relleno en tierra y su propio peso. En este caso, 
será insignificante la reacción hacia arriba del suelo por las razones determinadas previamente. Si se 
aplican los coeficientes apropiados de carga, el momento que se debe resistir es 

M, = 1.7(400 x 4.672 x 112) + 1.4(1620 x 4.672 x 112 + 225 x 4.672 x 112) 
= 35,600 lb-pie 



Así, 

A partir del gráfico k l b ,  la cuantía requerida de acero es casi igual al valor mínimo de 0.0033. De nuevo, el 
área de acero que se necesita se proporcionará con barras NO. 7 espaciadas a 12 pulg entre centros, como se 
indica en la figura 17.7d. Estas barras se clasifican como barras superiores pues tienen más de 12 pulg de 
concreto por debajo de ellas; en consecuencia, la longitud requerida de e m p o t  
la cara interna del cuerpo principal es 26 X 1.3 x 0.8 = 27 pulg. 

De acuerdo con los procedimientos usuales del Código ACI, la primera sección crítica para cortan- 
te se localizará a una distanciad desde la cara del apoyo. Sin embargo, la justificación para esta disposi- 
ción del Código es la presencia para los casos usuales de esfuerzos verticales de compresión cercanos a un 
apoyo, que tienden a disminuir la posibilidad de una falla a cortante en esta región. Sin embargo, la losa 
de talón en voladizo se encuentra colgada de la parte inferior del cuerpo principal por el acero a tensión 
por flexión de dicho cuerpo, y la compresión en el concreto, que normalmente se presenta cerca de los 
apoyos, está ausente en este caso. En consecuencia, la sección crítica a cortante en la losa de talón se 
tomará en la cara posterior del cuerpo principal. En ese sitio, 

La resistencia a cortante de diseño provista por el concreto es la misma que para la losa del puntal: 

Puesto que este valor es apenas un seis por ciento mayor que el valor requerido Vu, no se realizará 
ninguna reducción en el espesor de la losa base considerado anteriormente. 

La losa base se encuentra muy por debajo del nivel del terreno y, en efecto, no se someterá a los 
extremos de temperatura que sí afectarán el concreto del cuerpo principal. En consecuencia, son 
menores los requisitos de acero para el control de grietas en dirección perpendicular al refuerzo 
principal. Se suministrarán barras No. 4 espaciadas a 12 pulg entre centros, en una sola cara, colocadas 
como se presenta en la figura 17.7d. Estas barras sirven principalmente como espaciadores para el 
refuerzo principal de flexión. 

MUROS DE CONTENCION CON CONTRAFUERTES 
La estabilidad externa de un muro de contención con contrafuertes se determina del mismo modo que en 
los ejemplos de las secciones 17.7 y 17.8. La losa del puntal es unvoladizo construido integralmente a lo 
largo de la cara frontal del muro, que se carga hacia arriba por la presión de contacto, igual que en el muro 
envoladizo de la sección 17.8. El refuerzo se proporciona mediante las barras a en la figura 17.8. 

Un panel de muro vertical entre dos contrafuertes es una losa sometida a la presión horizontal de 
tierra que se apoya a lo largo de tres lados, es decir, en los dos contrafuertes y en la losa base, mientras 
que el cuarto lado, el borde superior, está libre. La presión de tierra aumenta con la profundidad 
medida desde la superficie libre. La determinación de momentos y cortantes en este tipo de losas, 
apoyada en tres lados y cargada no uniformemente, es un poco complicada. En el diseño de estos muros 
es usual ignorar el apoyo que da la losa base al muro vertical; entonces, se diseña el muro como si fuera 
una losa continua que se extiende horizontalmente entre los contrafuertes. Este procedimiento es 
conservador, porque los momentos obtenidos mediante esta aproximación son mayores que los corres- 
pondientes a las condiciones reales de apoyo, particularmente en la parte inferior del muro. De ahí que, 
en obras grandes, se generan ahorros significativos con un análisis más preciso. La mejor herramienta 
computacional para este problema es el método de lasfranjas de Hillerborg, una teoría para el diseño 
de losas basada en la plasticidad, que se describió detalladamente en el capítulo 15. Como alternativa, 

www.elsolucionario.org



546 DISERO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

Punto q 

13 FIGURA 17.8 

BJ  Detalles de un muro de 

Sección A-A contención con contrafuertes. 

en la referencia 17.8 se presentan en forma tabulada los resultados de análisis elásticos para un interna- 
lo amplio de variables. 

Los momentos en la losa se determinan para franjas de un pie de ancho que se extienden horizon- 
talmente, por lo general para la franja en la parte inferior del muro y para otras tres o cuatro franjas 
igualmente espaciadas a mayores ele\raciones. La presión de tierra sobre las diferentes franjas disminu- 
ye al incrementar la elevación y se determina mediante la ecuación (17.1). Los valores de momento 
para las franjas inferiores pueden reducirse para tener en cuenta el apoyo adicional que suministra la 
losa base. Las barras horizontales b (ver la figura 17.8) se proporcionan según se requiera, con 
espaciamientos crecientes o diámetros decrecientes correspondientes a los momentos menores. Las 
barras se doblan alternativamente para absorber los momentos negativos en los contrafuertes o, en SU 

defecto, se colocan barras rectas adicionales. 
h losa de talón se apoya, lo mismo que la losa de muro, en los contrafuertes y en el mismo muro. 

Ésta está cargada hacia abajo por el peso del relleno que descansa sobre ella, por su propio peso y por 
la sobrecarga que pueda actuar; esta carga se contrarresta parcialmente con la presión de contacto. Al 
igual que para el muro vertical, un análisis simplificado consiste en ignorar la influencia del apoyo a lo 
largo del tercer lado y determinar 10s momentos y cortantes para franjas paralelas al muro, cada una de 
las cuales representa una viga continua apoyada en los contrafuertes. Con una superficie de suelo 
horizontal, la carga hacia abajo es constante para todo el talón, mientras que la carga hacia arriba 
causada por la presión de contacto es, por lo general, menor en el borde posterior y aumenta hacia el 
frente. Por esta razón, los momentos en la luz son positivos (compresión en la parte superior) y los 
momentos en los apoyos son negativos en la porción posterior del talón. Cerca del muro, la presión de 
contacto excede a menudo 10s pesos verticales, obteniéndose una carga neta hacia arriba. Los signos de 
10s momentos se invierten correspondientemente y debe colocarse acero de acuerdo con esto. Para 
estos mQmentos se proporcionan las barras c. 

Los contrafuertes son voladizos en forma de cuña que se empotran en la parte inferior de la losa 
base. Ellos soportan la losa del muro y, por consiguiente, se cargan con la totalidad de la presión del 
Suelo a 10 largo de una longitud igual a la distancia entre centros de contrafuertes; éstos actúan como 
una viga T donde la losa de muro es el ala y el contrafuerte el alma. El momento flector máximo es el 
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correspondiente a la presión total de tierra, tomado con respecto a la parte inferior de la losa de muro. 
Este momento se mantiene en equilibrio mediante las fuerzas en las barras d y, en consecuencia, la 
altura efectiva para flexión es la distancia perpendicularpq desde el centro de las barras d hasta el 
centro de la sección inferior de la losa de muro. Puesto que el momento disminuye rápidamente en las 
partes superiores del contrafuerte, algunas de las barras d pueden interrumpirse. 

Con respecto al cortante, el autor sugiere utilizar la sección horizontal oq a una distancia a por 
encima de la losa base, como una ubicación conservadora paraverificar el cumplimiento de los respec- 
tivos requisitos. Para los elementos en forma de cuña se requieren modificaciones de los cálculos 
usuales de cortante (ver la sección 4.7). Por lo general, el solo concreto es capaz de soportar todo el 
cortante, aunque las barras e trabajan como estribos, y pueden utilizarse para resistir el exceso de 
cortante. 

El principal propósito de las barras e es el de contrarrestar el empuje de la losa de muro y se 
diseñan, por tanto, para la reacción total de esta losa. 

Las barras restantes de la figura 17.8 sirven como refuerzo de retracción de fraguado, excepto las 
barras f que tienen otra función importante. Se debe recordar que las losas de muro y de talón se apoyan 
en tres lados. Aunque éstas se diseñaron como si estuvieran sostenidas sólo en los contrafuertes, de 
todas maneras se desarrollan momentos en donde se unen. La tensión resultante en y cerca de la esquina 
entrante debe absorberse con las barras$ 

El problema de los detalles de las barras de refuerzo, siempre importante, lo es especialmente 
para las esquinas sometidas a grandes momentos flectores, como en el caso de los muros de contención 
en voladizo y de los muros con contrafuertes. En la referencia 17.9 se ofrecen sugerencias valiosas al 
respecto. 

MUROS DE CONTENCIÓN PREFABRICADOS 
Principalmente debido al alto costo de las formaletas en los muros fundidos en el sitio, se ha incrementado 
en años recientes el uso de muros prefabricados en concreto en diferentes modalidades. Las secciones 
pueden producirse en masa en condiciones controladas en planta, utilizando formaletas estandarizadas, 
con un excelente control de calidad. El tiempo de construcción en el sitio se reduce de manera significa- 
tiva y usualmente se requiere sólo una cuadrilla pequeña con equipo liviano. El estado del tiempo deja de 
ser un factor tan importante para terminar el trabajo como para muros fundidos en el sitio. , 

En las figuras 17.9 y 17.10 se muestra un tipo de muro prefabricado. Se utilizan secciones en T, 
cada una de 2.5 pies de alto y 5 pies de ancho, siendo el alma de la T variable en función de los 
requerimientos, desde 4 pies hasta 20 pies. Las unidades individuales se colocan como se indica en la 
figura 17.10 utilizando llaves de cortante en el punto donde los dientes de una unidad superior y una 
inferior se unen, separadas aproximadamente por 6 pies medidos en forma perpendicular a la zona del 
muro. Los cálculos de estabilidad al deslizamiento y al volcamiento, y para presiones portantes, son los 
mismos que para muros voladizos o con contrafuertes fundidos en el sitio, con la estabilidad propor- 
cionada por el peso combinado del muro de concreto y el relleno posterior seleccionado y compactado. 
Estos muros pueden construirse con caravertical o sección acartelada, con alturas de hasta 25 pies. 

FIGURA 17.9 
Sistema de muro de contención Precast ~ - ~ a l l ~  (cortesía Concrete Systems 
Znc, Hudson, New Hampshire.) 
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FIGURA 17.10 
Muro de contención prefabricado con altura variable. 

Muros del tipo mostrado se han utilizado para autopistas, lotes de estacionamiento, sitios indus- 
triales o comerciales, estabilización de bancas en vías, y propósitos similares, y pueden aún esperarse 
usos más diversos. 
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PROBLEMAS 
17.1. Un muro de contención en voladizo debe diseñarse con la geometría indicada en la figura P17.1. El 

material de relleno posterior será una grava bien drenada, con un peso unitario w = 120 lb/pie3, un 
ángulo de fricción interna C$ = 3 3 O  y un factor de fricción contra la base de concreto f = 0.55. El relleno 
colocado al frente del puntal tendrá las mismas propiedades y se compactará bien. El nivel final del 
terreno por detrás del muro coincidirá con la parte superior de éste y no se aplicará sobrecarga. En 
la parte inferior, el nivel del terreno estará a 3 pies por encima de la parte superior de la losa base. 
Para mejorar la resistencia al deslizamiento, se utilizará un tacón que se proyectará tentativamente 
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hasta una profundidad de 4 pies por debajo de la parte superior de la losa base (esta dimensión 
puede modificarse si es necesario). 
(a) Con base en un análisis de estabilidad, seleccione una geometría del muro adecuada para las 

condiciones especificadas. Para un primer ensayo, coloque la cara exterior del muro a una distan- 
cia de 3 del ancho de la losa base hacia atrás desde el borde del puntal. 

(b) Realice el diseño estructural completo especificando el tamaño, colocación y puntos de corte para 
todo el refuerzo. Los materiales tienen resistencias fi = 4000 lb/pulg2 y fy  = 60,000 lb/pulg2. La 
presión de contacto admisible del suelo es 5000 lb/pie2. 

2 \ 
Contrafuerte 3; 
opcionales $$ ... 

.:.:<. ...... x.:, <:.5 . . ., .>. . . .. 
rL ..... .:.:.: :v. :+,:: 

. . ., .:.:.. 

:.:.v 
.:.:<.. .... :.: 4' FIGURA P17.1 

17.2 Rediseñe el muro del problema 17.1 como un muro de contención con contrafuertes, los cuales se 
colocan con un espaciamiento tentativo de 12 pies entre centros, aunque esta distancia puede 
modificarse si es necesario. Utilice todos los detalles del refuerzo, incluyendo las barras en los contra- 
fuertes. 



La mayor parte del material de los capítulos anteriores se enfocó hacia el diseño de elementos estructu- 
rales de concreto reforzado como losas, columnas, vigas y zapatas. Estos elementos se combinan de 
diferentes maneras para crear los sistemas estructurales para edificios y otro tipo de construcciones. 
Una parte esencial de las responsabilidades del ingeniero estructural consiste en seleccionar, a partir 
de muchas alternativas, el mejor sistema estructural para determinadas condiciones. La selección acer- 
tada del sistema estructural es mucho más importante, con respecto a sus efectos sobre la economía y el 
funcionamiento globales, que los refinamientos en el dimensionamiento de los elementos individuales. 
Resulta esencial una cooperación estrecha con el arquitecto en las primeras etapas del proyecto, para 
desarrollar una estructura que no sólo cumpla los requisitos funcionales y estéticos, sino que también 
explote al máximo las ventajas especiales del concreto reforzado, dentro de las cuales se incluyen las 
siguientes: 

Krsatilidad de formas. Puesto que el concreto se coloca por lo general en la estructura en estado 
fluido, el material puede adaptarse con facilidad a una amplia variedad de requisitos arquitectónicos y 
funcionales. 

Durabilidad. Si el acero de refuerzo tiene una protección de concreto adecuado, la estructura 
tendrá larga vida aun bajo condiciones climáticas y ambientales fuertemente adversas. 

Resistencia alfuego. Con el refuerzo adecuadamente protegido, una estructura de concreto refor- 
zado suministra la máxima protección contra el fuego. 

Klocidad de construcción. En términos del periodo total de construcción, desde la fecha de 
aprobación de los planos hasta la de entrega de la obra, un edificio de concreto a menudo puede 
terminarse en menos tiempo que una estructura de acero. Aunque el montaje en obra de un edificio de 
acero es mucho más rápido, esta fase debe estar precedida por la prefabricación de todas las partes en 
el taller. 

Costo. En muchos casos, el costo básico de una estructura de concreto es menor que el de una 
estructura comparable de acero. En casi todos los casos, los costos de mantenimiento son menores. 

~isponibjidad de mano de obra y material. Siempre es posible hacer uso de las fuentes locales de 
mano de obra y en muchas áreas inaccesibles puede encontrarse una fuente cercana de buen agregado, 
de manera que sólo es necesario llevar el cemento y el refuerzo. 
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FIGURA 18.1 
Edificio en concreto. Universidad Jorge Tadeo Lozano, Bogotá, Colombia. 

FIGURA 18.2 
Centro MLC en Sydney, Australia, con una altura de 808 pies es el tercer edificio de concreto 
reforzado más alto del mundo. 

www.elsolucionario.org



552 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

En la figura 18.2 se presenta un ejemplo que establece una marca de buen diseño en edificios de 
concreto. 

SISTEMAS DE ENTREPISO Y DE CUBIERTA 
Los tipos de sistemas de entrepiso y de cubierta de concreto son tantos que desa£ían cualquier clasifica- 
ción. En construcción de estructuras de acero, el diseñador se limita por lo general al uso de perfiles 
estructurales normalizados, tanto en forma como en tamaño, que fabrican los pocos productores en 
este campo. Por otro lado, en estructuras de concreto reforzado, el ingeniero tiene casi un control total 
sobre la forma de las partes estructurales de un edificio. Además, muchos pequeños productores de 
elementos estructurales y accesorios de concreto reforzado pueden competir ventajosamente en este 
campo, puesto que los requerimientos para plantas y equipos no son excesivos. Esto conduce al desa- 
rrollo de una amplia variedad de sistemas de concreto. En este texto se mencionan sólo los tipos más 
comunes. 

En general, los sistemas de entrepiso y de cubierta de concreto reforzado comúnmente utilizados 
pueden clasiñcarse como sistemas en una dirección, en los cuales el refuerzo principal de cada uno de los 
elementos estructurales se extiende en una sola dirección, y sistemas en dos direcciones, donde el refuerzo 
principal se extiende en direcciones perpendiculares, al menos para uno de los elementos estructurales. 
En la siguiente lista pueden identificarse sistemas que encajan en los dos tipos mencionados: 

a. Losa en una dirección apoyada sobre vigas de concreto monolíticas. 
b. Losa en una dirección apoyada sobre vigas de acero (pueden utilizarse conectores de cortante para 

lograr una acción compuesta en dirección de la luz de la viga). 
c. Losa en una dirección con un tablero de acero formado en frío que se utiliza como formaleta y 

refuerzo adicional. 
d. Entrepiso de viguetas en una dirección (también conocido como losa nervada). 
e. Losa en dos direcciones apoyada sobre vigas de borde en cada uno de los paneles. 
E Losas planas con capiteles de columna o ábacos, o ambos, pero sin vigas. 
g. Placas planas, sin vigas y sin ábacos o capiteles de columna. 
h. Entrepisos de viguetas en dos direcciones, con o sin vigas en los ejes de columnas. 

Cada uno de estos tipos se describirá brevemente en las siguientes secciones. En las referencias 18.1 a 
18.3 puede encontrarse información adicional. Además de los sistemas de entrepiso y de cubierta 
vaciados en el sitio y descritos en esta sección, existe una granvariedad de sistemas de concreto prefa- 
bricado; algunos de éstos se explicarán en la sección 18.6. 

a. Entrepisos monolíticos de vigas 
Un entrepiso de vigas consta de una serie de vigas secundarias paralelas, apoyadas en sus extremos en 
vigas principales las que a su vez se apoyan sobre columnas de concreto ubicadas a intervalos más o 
menos regulares sobre la totalidad del área del piso, como se ilustra en la figura 18.3. Este entramado 
se cubre con una losa de concreto reforzado, armada en una dirección, cuya carga se transmite primero 
a las vigas secundarias, luego a las vigas principales y de éstas a las columnas. Las vigas se colocan 
espaciadas de tal modo que lleguen hasta el punto central, los puntos en los tercios o los puntos en los 
cuartos de las longitudes de las vigas principales. La distribución de las vigas y el espaciamiento entre 
columnas debe determinarse a partir de consideraciones económicas y prácticas. Éstas se verán afecta- 
das por el uso que se le vaya a dar al edificio, el tamaño y la fonna del área del terreno y la carga que debe 
soportarse. Si el tamaño del edificio lo justifica, se debe comparar una cantidad suficiente de diseños 
tentativos y de estimativos para poder seleccionar la distribución más satisfactoria. Si las luces en una 
de las direcciones no son muy grandes, por ejemplo, del orden de 16 pies o menos, las vigas pueden 
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l e  Sección 6-6 

( c) 
FIGURA 18.3 
Entramado de un entrepiso de vigas secundarias y vigas principales: (a) vista en planta; 
(b) sección a través de las vigas secundarias; (c) sección a través de las vigas principales. 

omitirse del todo y la losa, que se extiende en una sola dirección, puede apoyarse directamente en las 
vigas principales, que se proyectan en la dirección perpendicular, en los ejes de columnas. Puesto que 
las losas y las vigas secundarias y principales se construyen monolíticamente, tanto las vigas secunda- 
rias como las principales se diseñan como vigas T, y se puede aprovechar la continuidad. 

Los entrepisos conformados por vigas secundarias y principales se adaptan a cualquier magnitud 
de cargas y tipo de luces que puedan encontrarse en la construcción corriente de edificios. El márrimo 
rango normal en los valores de carga viva está entre 40 lb/pie2 y 400 lb/pie2, y el rango normal de 
espaciamientos entre columnas está entre 16 y 32 pies. 

Es necesario prestar atención al diseño y a los detalles de las uniones entre vigas secundarias y 
principales y las columnas del edificio, particularmente en diseños donde deben soportarse cargas 
horizontales de consideración, mediante una acción de pórtico rígido del edificio. En este caso, la zona 
de la columna, dentro de la altura de las vigas que llegan a ella, se somete a cortantes horizontales 
significativos al igual que a cargas axiales y de flexión. Deben incluirse flejes horizontales especiales en 
la columna para evitar agrietamiento diagonal incontrolado y desintegración del concreto, en particu- 
lar si la unión se somete a inversiones de carga. En el capítulo 10 y en la referencia 18.4 se pueden 
encontrar recomendaciones específicas para el diseño de uniones viga-columna. El diseño de las unio- 
nes en edificios que deben resistir fuerzas sísmicas está sujeto a disposiciones especiales del Código 
ACI (ver capítulo 20). 

En la construcción corriente de vigas, la altura de éstas es por lo general dos y tres veces mayor 
que el ancho del alma. Para cargas pequeñas se ha desarrollado un sistema de entrepiso en el cual las 
vigas se omiten en una dirección y la losa la soportan directamente vigas muy anchas y de poca altura 
sobre los ejes entre columnas, como se indica en la figura 18.4. Estas vigas, soportadas directamente 
por las columnas, se convierten en poco más que una porción de losa con mayor espesor. Este tipo de 
construcción se conoce como construcción de losa con bandas y existen varias ventajas asociadas 
con su uso. En la dirección de la luz de la losa se presenta un elemento acartelado con la máxima 
altura efectiva en el sitio de máximo momento negativo, es decir, en los ejes de los apoyos. Los 
momentos negativos son pequeños en el borde del sobreespesor, donde la altura disminuye, y los 
momentos positivos en la luz de la losa también se reducen. Aunque el acero de flexión en la viga 
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FIGURA 18.4 
Sistema de entrepiso de losa con banda de borde en las columnas exteriores. 

(banda de la losa) aumenta por la poca altura efectiva si se equipara con la de una viga de dimensiones 
normales, comparaciones de costos demuestran que esto se compensa por el ahorro en el acero de la 
losa. Otrasventajas incluyen una menor altura de construcción que permite reducir la altura total del 
edificio y una mayor flexibilidad en la ubicación de las columnas, las cuales pueden desplazarse alguna 
distancia desde la línea central de las bandas de losa sin que cambie significativamente la acción 
estructural del entrepiso. El trabajo de formaletería se simplifica por la reducción en la cantidad de 
elementos que constituyen el entramado. En estos sistemas debe prestarse atención especial a los 
detalles de diseño en las uniones viga-columna. Puede requerirse acero superior transversal para distri- 
buir la reacción de la columna sobre el ancho de la banda de losa. Además, es posible que se presente 
una falla por punzonamiento; ésta debe investigarse utilizando los mismos métodos expuestos para 
placas planas (ver la sección 13.6) 

b. Construcción compuesta con vigas de acero 
Las losas de concreto reforzado armadas en una dirección, también se utilizan con frecuencia en 
edificios donde las columnas, las vigas secundarias y las vigas principales tienen elementos de acero 
estructural. Normalmente la losa se diseña teniendo en cuenta una continuidad total sobre las vigas de 
apoyo y siguiendo los métodos usuales de diseño. El espaciamiento entre vigas está por lo general entre 
6 y 8 pies. A menudo la losa se funde de manera que su lado inferior quede a nivel con el lado inferior 
del ala superior de la viga de apoyo, como se ilustra en la figura 18.5. Esto facilita la construcción 
puesto que el testero de madera puede acuñarse contra el ala superior de laviga. Probablemente es de 
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FIGURA 18.5 
Entrepisos compuestos de viga y losa. 

mayor importancia el hecho de que se proporciona un arriostramiento efectivo contra el pandeo lateral 
del ala a compresión de la viga, mientras que si la parte inferior de la losa estuviera al mismo nivel que 
la parte superior del acero, sólo la fricción suministraría resistencia al movimiento lateral. 

Los edificios de este tipo se diseñan cadavez más para acción compuesta. En la parte superior de la 
viga de acero se sueldan conectores de cortante que quedan embebidos en la losa de concreto, como aparece 
en la figura 18.5b. Al impedir el deslizamiento longitudinal entre la losa y la viga de acero en la dirección de1 
eje de la viga, el elemento combinado resulta más fuerte y más rígido que si no se desarrollara la acción 
compuesta. Expresado de otra manera, lo anterior significa que para determinadas cargas y límites de 
deflexión, pueden utilizarse vigas de acero más pequeñas y más livianas. 

Los entrepisos compuestos también pueden utilizar vigas recubiertas de concreto, como se indica 
en la figura 18.5c, lo cual ofrece la ventaja de una protección total del acero contra el fuego con la 
desventaja de una formaleta más complicada y la di£icultad de vaciar el concreto alrededor y por debajo 
del elemento de acero. Estas vigas totalmente embebidas no requieren la utilización de conectores de 
cortante. 

c. Losas compuestas reforzadas con tablero de acero 
Para pisos, durante los Últimos años se han utilizado ampliamente paneles que constan de tableros de 
acero formados en frío y de bajo calibre, sobre los cuales se funde una losa de entrepiso en concreto. Si 
se presta atención adecuada a los detalles, la losa puede trabajar en forma compuesta con el tablero de 
acero, que sirve entonces no solamente como formaleta para la losa, sino también como acero principal 
a tensión por flexión. Apropiadas para cargas de piso relativamente livianas y luces cortas, las losas 
compuestas reforzadas con tablero de acero se utilizan en edificios de oficinas y de apartamentos, con 
vigas principales en los ejes de columnas y vigas secundarias en la dirección perpendicular subdividien- 
do los paneles en luces hasta de aproximadamente 12 pies. F'ueden utilizarse cimbras temporales en el 
centro de la luz o en los tercios de la luz de los paneles para evitar esfuerzos y deflexiones en exceso 
mientras se vacía la losa, puesto que en esta etapa el tablero de acero solo debe resistir la totalidad de la 
carga aplicada. 

d. Entrepisos de viguetas en una dirección 
Un entrepiso de viguetas en una dirección consta de una serie de pequeñasvigas T de concreto reforzado 
con poco espaciamiento entre sí, que se apoyan envigas principales de concreto vaciadas monolíticamente, 
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las cuales a su vez están sostenidas por las columnas del edificio. Las vigas T, llamadas también viguetas 
o nervaduras, se forman al dejar espacios vacíos en lo que de otra manera sería una losa maciza; estos 
vacíos se forman utilizando cajones especiales de acero* como se presenta en la figura 18.6. El concreto 
se vacía entre las formaletas para conformar lasviguetas y se deja cierta altura por encima de la parte 
superior de las formaletas para configurar una delgada losa monolítica que se convierte en el ala de las 
vigas T. 

Puesto que la resistencia del concreto a tensión es pequeña y se ignora por lo regular en el diseño, 
la eliminación de gran parte de éste en la losa mediante la utilización de las formaletas en forma de 
cajón genera disminución del peso con una ligera modificación en las características estructurales de la 
losa. Los entrepisos nervados son económicos para edificios como hoteles, hospitales y de apartamen- 
tos donde las cargas vivas son relativamente pequeñas y las luces comparativamente grandes. Éstos no 
son adecuados para construcción pesada como bodegas, plantas de impresión y edificios de manufactu- 
ra pesada. 

Las formaletas estándares para conformar los espacios vacíos entre las viguetas tienen un ancho 
de 20 ó 30 pulg y una altura de 8,10,12,14, 16 ó 20 pulg. Como aparece en la figura 18.7, vistos en 
sección los lados tienen por lo general una inclinación de 1 a 12 hacia afuera para facilitar su remoción. 
Al variar el espaciamiento inferior entre las formaletas se puede lograr cualquier ancho de vigueta. 
Asimismo, pueden utilizarse cajones cuyos extremos disminuyen en ancho cuando se desee obtener 
unavigueta más ancha en la zona cercana a los apoyos extremos, como para grandes cortantes o para 
grandes momentos flectores negativos. Unavez que el concreto se endurece, los cajones de acero se 
retiran para ser reutilizados. 

De acuerdo con el Código ACI 8.11.2, lasviguetas no deben tener un ancho menor que 4 pulg ni una 
altura mayor que 3.5 veces el ancho mínimo del alma (para facilitar la ubicación de las barras y la 
colocación del concreto, es aconsejable tener anchos mínimos del alma de 5 pulg). El espaciamiento libre 
entre viguetas (determinado por el ancho del cajón) no debe exceder 30 pulg. El espesor de la losa por 
encima de la parte superior de los cajones no debe ser menor que un doceavo de la distancia libre entre 

FIGURA 18.6 
Formaletas para entrepiso de viguetas en una dirección. 

* N del R. L También pueden ser de icopor, madera y lona. 
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(a) Sección longitudinal a través de las viguetas (b) Sección transversal a través de las viguetas 

FIGURA 18.7 
Secciones transversales de un entrepiso de viguetas en una dirección: (a) sección transversal 
a través de una viga principal de soporte, que expone los extremos de las viguetas; (b) sección 
transversal a través de viguetas comunes. 

viguetas, ni menor que 2 pulg, según el código ACI 8.11.6. La tabla 18.1 presenta valores de pesos 
unitarios en términos de 1blpie2 de superficie de entrepiso, para combinaciones corrientes de anchos y 
alturas de viguetas, espesores de losa y anchos de formaleta. 

El refuerzo de las viguetas consta generalmente de dos barras en la zona de flexión positiva, con 
una de las barras interrumpida donde ya no se requiere o doblada hacia arriba para proporcionar parte 
del acero negativo que se necesita sobre las vigas principales de apoyo. Se adicionan barras superiores 
rectas sobre los apoyos para absorber el momento flector negativo. Con respecto al Código ACI 7.13.2, 
al menos una barra inferior debe continuar a través del apoyo o, para el caso de apoyos no continuos, 
debe terminar en un gancho estándar como una medida para mejorar la integridad estructural en caso 
de que se presente un daño estructural considerable. 

El Código ACI 7.7.1 permite un recubrimiento reducido de concreto de pulg para la construc- 
ción conviguetas, al igual que para losas. La losa delgada (ala superior) se refuerza principalmente para 
esfuerzos de temperatura y de retracción de fraguado, utilizando malla de alambrón o barras de diáme- 
tro pequeño que se colocan a ángulos rectos con respecto a las viguetas. El área de este refuerzo está por 
lo general en el orden de 0.18 por ciento de la sección transversal bruta de la losa de concreto. 

Las viguetas en una dirección se dimensionan para que el concreto suministre toda la resistencia 
a cortante, sin que sea necesaria la utilización de estribos. Según el Código ACI 8.11.8, en la construc- 

TABLA 18.1 
Peso de sistemas de entrepiso de viguetas en una dirección 

I 

Altura de la Ancho de la Altura de Ancho de la 
formaleta, la formaleta, vigueta + la Peso 
P U ~  formaleta, pulg lblpie2 

Losa superior de 3 pulg 

Fuente: Adaptada de la referencia 18.2. 

Losa superior de 4 pulg 
I 
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ción con viguetas se permite un incremento del diez por ciento en el valor de V,, por encima del valor 
que determinan las ecuaciones (4.12~~) o (4.12b), con base en la posibilidad de redistribución de 
sobrecargas locales a las viguetas adyacentes. 

Las vigas principales que soportan las viguetas se vacían monolíticamente con éstas y son vigas T 
con una sección transversal que depende de la forma de los cajones que conforman las viguetas, como 
resulta evidente de la figura 18.7a. La losa delgada de concreto, directamente encima de la parte 
superior de los cajones, no se tiene en cuenta en los cálculos para las vigas principales y el espesor del 
ala para la viga T se toma como la altura total de las viguetas. El ancho del ala puede ajustarse para 
cumplir los requisitos variando la colocación de los cajones extremos, pero se requiere un mínimo de 
3 pulg desde el alma de la viga T hasta el extremo del cajón para permitir la remoción de la formaleta. 

Se ha desarrollado un sistema de entrepiso de viguetas en una dirección conocido como sistema 
de viguetas y bandas, en el cual a las primeras las sostienen vigas principales anchas con la misma altura 
total que las viguetas. Las formaletas independientes para las vigas se eliminan y el mismo tablero 
configura la parte inferior de las viguetas y de las vigas principales. En la mayor parte de los casos, la 
simplificación en la formaletería, la construcción más rápida, el cielo raso nivelado sin vigas sobresa- 
lientes y la reducción en la altura total de los muros, de las columnas y de las instalaciones verticales, 
entre otras, se combinan todas para alcanzar una reducción global en el costo en la mayoría de los casos. 

En entrepisos de viguetas en una dirección, el espesor de la losa es controlado a menudo por los 
requisitos de resistencia contra el fuego. Por ejemplo, para una capacidad de dos horas, la losa debe 
tener un espesor aproximado de 4 pulg. Si se utilizan cajones de 20 ó 30 pulg, la luz libre de la losa es 
pequeña y su resistencia no se utiliza totalmente. Esto conduce a lo que se conoce como sistema de 
viguetas de módulo ancho o sistema de viguetas salteadas (referencia 18.4~~). Estos entrepisos tienen en 
general viguetas con anchos entre 6 y 8 pulg, espaciadas de 5 a 6 pies entre centros, con una losa superior 
de 4 pulg. Estos entrepisos proporcionan no sólo una utilización más eficiente del concreto en la losa, 
sino que también exigen menos trabajo de formaletería de acuerdo con estudios en obra. Según el 
Código ACI 8.11.4, las viguetas de módulo ancho deben diseñarse como vigas T corrientes, puesto que 
el espaciamiento libre entre nervaduras excede el valor máximo de 30 pulg para construcción con 
viguetas y no pueden aplicarse entonces las disposiciones especiales del Código ACI para las mismas. 
El recubrimiento de concreto para el refuerzo es el mismo que se requiere para vigas y no para viguetas, 
y no puede aplicarse el aumento del diez por ciento en el valor de Vc. A menudo, las viguetas en los 
sistemas de módulo ancho se apoyan envigas anchas en los ejes de columnas, con altura igual a la de las 
viguetas, para conformar un sistema deviguetas y bandas equivalente al descrito anteriormente. 

En el CRSI Handbook (ver la referencia 18.2) se puede encontrar información útil para el diseño 
de entrepisos de viguetas en una dirección, que incluye gran cantidad de tablas de carga. En el ACI 
Detailing Manual (ver la referencia 18.3) se encuentran sugerencias para los detalles de barras y planos 
de diseño típicos. 

e. Losas en dos direcciones apoyadas en los bordes 
Las losas macizas en dos direcciones, apoyadas sobre vigas en los ejes de columnas a lo largo de todos 
los lados de cada panel de losa se analizaron en detalle en los capítulos 12y 13. Las vigas perimetrales 
son por lo general de concreto vaciado monolíticamente con la losa, aunque también pueden ser de 
acero estructural, con frecuencia recubiertas de concreto para lograr una acción compuesta y mejorar 
la resistencia contra el fuego. Si las vigas de apoyo son de acero o si son de concreto vaciado 
monolíticamente y tienen una altura aproximada de tres veces el espesor de la losa o más, puede 
utilizarse el método de análisis y diseño de los coeficientes del capítulo 12. De otra manera, debe 
optarse por el método directo de diseño o por el del pórtico equivalente, descritos en el capítulo 13, 
porque tienen en cuenta la interacción entre la losay las vigas de apoyo de manera más racional. 

Los sistemas de losa maciza en dos direcciones son adecuados para cargas intermedias a grandes 
que actúan en luces hasta de 30 pies. Este intervalo corresponde muy de cerca al de losas sinvigas, pero 



con ábacos o capiteles de columna, sistemas que se describen en la siguiente sección. Estos úItimos se 
prefieren a menudo porque evitan que las vigas sobresalgan por debajo de la losa. 

Para cargas más livianas y luces más cortas, se desarrolló un sistema de losa maciza en dos 
direcciones donde las vigas en los ejes de columnas son anchas y de poca altura de modo que una 
sección transversal a través del piso en cualquiera de las direcciones es similar a la de la losa con 
bandas expuesta en la figura 18.4. El resultado es un entrepiso de losa en dos direcciones con bandas 
que, visto desde abajo, se parece a un cielo raso con paneles. Las ventajas son similares a las determi- 
nadas anteriormente para los entrepisos de losas en una dirección con bandas y para los sistemas de 
vigueta y banda. 

f. Losas planas sin vigas con ábaco o capiteles de columnas 
Mediante un dimensionamiento y un refuerzo adecuados de la losa resulta posible eliminar del todo 
las vigas de apoyo; la losa queda entonces apoyada directamente en las columnas. En una zona 
rectangular o cuadrada centrada en las columnas, es posible suministrar un sobreespesor a la losa, y 
las partes superiores de las columnas pueden acampanarse, como aparece en la figura 18.8. El 
sobreespesor de la losa se llama comúnmente ábaco y la forma acampanada de la columna se llama 
un capitel de columna. Los dos tienen un propósito doble: aumentan la resistencia a cortante del 
sistema de piso en la región crítica alrededor de la columna y proporcionan una altura efectiva mayor 
para el acero de flexión en la región de alto momento flector negativo sobre el apoyo. Los sistemas sin 
vigas con ábacos o capiteles de columnas, o ambos, se llaman sistemas de losa plana (aunque en la 
práctica de ingeniería estructural casi todas las losas son "planas" en el sentido usual de la palabra) 
y se diferencian de los sistemas de placa plana, que no tienen ninguna proyección por debajo de la 
losa. Éstos se describen en la siguiente sección. 

En general, las construcciones de losa plana son económicas para cargas vivas de 100 1blpie2 o 
más y para luces hasta casi 30 pies. Se utilizan ampliamente en bodegas de almacenamiento, garajes 
de estacionamiento y estructuras subterráneas que soportan grandes cargas producidas, por ejemplo, 
por rellenos de tierra. Para cargas más livianas, como en el caso de hoteles, edificios de apartamentos 
y de oficinas, las placas planas (ver la sección 18.2) o alguna forma de construcción con viguetas (ver 
las secciones 18.2d y h) serán en general menos costosas. Para luces mayores que aproximadamente 
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30 pies, se utilizan vigas secundarias y vigas principales debido a la mayor rigidez de este tipo de 
construcción. 

Las losas planas pueden diseñarse con el método directo de diseño o mediante el del pórtico 
equivalente, ambos descritos en detalle en el capítulo 13. 

g. Losas de placa plana 

Un entrepiso de placa plana consta esencialmente de un entrepiso de losa plana, en el que se omiten los 
ábacos y los capiteles de columna, de manera que el entrepiso de espesor uniforme queda soportado en 
forma directa por columnas prismáticas. Se ha encontrado que los entrepisos de placa plana son econó- 
micos y ventajosos, por ejemplo para usos en edificios de apartamentos, como se ilustra en la figura 
18.9, donde las luces son moderadas y las cargas relativamente livianas. El espesor de construcción de 
cada entrepiso se mantiene en el mínimo absoluto con un ahorro resultante en la altura total del 
edificio. La parte inferior lisa de la losa puede pintarse directamente y dejarse expuesta como cielo raso 

FIGURA 18.9 
Construcción de un entrepiso de placa plana. 
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Si las deformaciones por retracción de fraguado y por flujo plástico son las mismas que antes, la 
deformación neta en el acero después de estas pérdidas es 

ES, neta = (51.7 - 8.0) x lo4 = 43.7 x lo4 
y el esfuerzo correspondiente después de las pérdidas es 

fs = = (43.7 x lo4) (29 x lo6) = 127,000 lb/pulg2 

Esto representa una pérdida de esfuerzo de aproximadamente el 15 por ciento, en comparación con 
la pérdida del cien por ciento en la viga con acero común. Es claro que la cantidad de esfuerzo 
perdido por la retracción de fraguado y el flujo plástico es independiente del esfuerzo original en el 
acero; por tanto, cuanto mayor sea el esfuerzo original, menor será el porcentaje de pérdida. Esto se 
ilustra gráficamente mediante las curvas esfuerzo-deformación unitaria de la figura 19.7b. La curvaA 
es representativa de barras de refuerzo corrientes con un esfuerzo de fluencia de 60,000 lb/pulg2, 
mientras que la curva B representa aceros de alta resistencia con un esfuerzo último de 250,000 
lb/pulg2. El cambio de esfuerzo Af resultante de algún cambio en la deformación unitaria AE tiene 
mucho menos efecto cuando se alcanzan altos niveles de esfuerzos en el acero. Por consiguiente, el 
preesfuerzo del concreto es práctico sólo cuando se utilizan aceros de muy alta resistencia. 

Los aceros de preesfuerzo se utilizan con mayor frecuencia en la forma de alambrones indivi- 
duales, cables en forma de torón de siete hilos y barras de acero aleado. Las propiedades físicas de 
estos aceros se analizaron en la sección 2.16 y en la figura 2.15 se presentan curvas esfuerzo-defor- 
mación unitaria típicas. 

El esfuerzo de tensión permitido por el Código ACI 18.5 en alambres, torones o barras de 
preesfuerzo depende del estado de aplicación de las cargas. Cuando la fuerza de los gatos se 
aplica por primera vez, se permite un esfuerzo de 0.80&, o 0.94fPY, el que sea menor, donde fp, es 
la resistencia última del acero yfpy es la resistencia de fluencia. Inmediatamente después de la 
transferencia de la fuerza de preesfuerzo al concreto, el esfuerzo permitido es 0.74&, o 0.82&, 
el.que sea menor (excepto en los anclajes de postensado donde el esfuerzo se limita a 0.70&,). 
La justificación para permitir un esfuerzo admisible mayor durante la operación de tensionamiento 
es que el esfuerzo en el acero se conoce con bastante precisión en este estado. La presión hidráu- 
lica en los gatos y la deformación total en el acero son cantidades que se miden fácilmente. 
Además, si un tendón deficiente se rompe en forma accidental, puede remplazarse sin proble- 
mas; de hecho, la operación de tensionamiento es un ensayo del comportamiento del material. 
Los valores más bajos de esfuerzos admisibles son aplicables después de que ocurren el acorta- 
miento elástico del concreto, las pérdidas por fricción y los deslizamientos en los anclajes, estado 
en el que se aplican las cargas de servicio. El esfuerzo en el acero se reduce un poco más durante 
la vida del elemento por la retracción de fraguado y el flujo plástico en el concreto, y por la 
relajación en el acero. La tabla 19.1 resume los esfuerzos admisibles dados por el AIC para 
aceros de preesfuerzo. 

TABLA 19.1 
Esfuerzos admisibles en tendones de preesfuerzo 

Los esfuerzos de tensión en los tendones de preesfuerzo no deben exceder lo siguiente: 
1. Debido a la fuerza del gato en el tendón 

pero no mayor que el menor entre 0.804, y el valor máximo 
recomendado por el fabricante de los tendones de preesfuerzo o de los anclajes o.94fPY 

2. Inmediatamente después de la transferencia del preesfuerzo 
pero no mayor que 0.744, 0.82fpy 

3. En anclajes y acoples de tendones de postensionamiento, inmediatamente después 
del anclaje del tendón 0.70fpu 
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La resistencia y otras características de los alambres, torones y barras de preesfuerzo varían 
un poco entre los diferentes fabricantes, lo mismo que los métodos de agrupar los tendones y de 
anclarlos. En la tabla A. 16 del apéndice A y en la referencia 19.1 a 19.8 se presenta información 
típica a manera de ilustración. 

CONCRETO PARA CONSTRUCCIÓN PREESFORZADA 

A menudo se utiliza concreto de resistencia a la compresión sustancialmente mayor para estructu- 
ras preesforzadas, que para las construidas con concreto reforzado corriente. En la actualidad, la 
mayor parte de las construcciones preesforzadas en los Estados Unidos se diseñan para una resis- 
tencia a la compresión entre 5000 y 6000 lb/pulg2. Hay varias razones para esto: 
1. Normalmente, el concreto de alta resistencia tiene un módulo de elasticidad mayor (ver la figu- 

ra 2.3). Esto significa una reducción en la deformación elástica inicial con la aplicación de la 
fuerza de preesfuerzo y una reducción en la deformación por flujo plástico, que es aproximada- 
mente proporcional a la deformación elástica. Esto genera una reducción en la pérdida de 
preesfuerzo. 

2. En construcción postensada, se tienen grandes esfuerzos de contacto en los extremos de las 
vigas, donde la fuerza de preesfuerzo se transfiere desde los tendones hasta los dispositivos de 
anclaje, que se apoyan directamente sobre el concreto. Este problema se puede resolver aumen- 
tando el tamaño de los dispositivos de anclaje o incrementando la capacidad portante del con- 
creto mediante un aumento en su resistencia a la compresión. Esta última solución es por lo 
general más económica. 

3. En construcción pretensada, donde es común la transferencia de esfuerzos por adherencia, la 
utilización de concretos de alta resistencia permitirá el desarrollo de mayores esfuerzos de 
adherencia. 

4. Una parte sustancial de la construcción preesforzada en los Estados Unidos es prefabricada, 
con el concreto mezclado, vaciado y curado en condiciones cuidadosamente controladas, lo cual 
facilita la obtención de altas resistencias. 

Las características de deformabilidad del concreto bajo cargas de corta duración y cargas 
sostenidas adquieren una importancia incluso mayor en estructuras preesforzadas que en estructu- 
ras de concreto reforzado, por la influencia de las deformaciones en la pérdida de la fuerza de 
preesfuerzo. Las deformaciones ocasionadas por esfuerzos, junto con los cambios volumétricos 
que generan la retracción de fraguado y los cambios de temperatura, pueden tener una influencia 
considerable en las estructuras preesforzadas. Con relación a este aspecto, se sugiere que el lector 
repase las secciones 2.8 a 2.11, que analizan con algún detalle las resistencias a la compresión y a la 
tensión del concreto bajo cargas de corta duración y cargas sostenidas, y los cambios volumétricos 
en el concreto por la retracción de fraguado y por los cambios de temperatura. 

Al igual que para los aceros de preesfuerzo, los esfuerzos admisibles en el concreto, según el 
Código ACI 18.4, dependen del estado de carga. Estos esfuerzos están dados en la tabla 19.2. En 
este caso, fii es la resistencia a la compresión del concreto en el momento del preesfuerzo inicial 
y fl es la resistencia a la compresión especificada del concreto. En las partes 2a y 2b de la tabla 
19.2, las cargas sostenidas se refieren a cualquier parte de la carga de servicio que permanecerá 
aplicada durante un periodo suficiente de tiempo para producir significativas deflexiones depen- 
dientes del tiempo, mientras que la carga total se refiere a la carga de servicio total, una parte de la 
cual puede ser transitoria o carga viva temporal. De esta manera, la carga sostenida incluiría la 
carga muerta y puede o no incluir la carga viva de servicio, dependiendo de su duración. Si la 
duración de la carga viva es corta o intermitente, se permite el límite mayor de la parte 2b. 
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TABLA 19.2 
Esfuerzos admisibles en el concreto en elementos preesforzados sometidos a flexión 

1. Los esfuerzos en el concreto inmediatamente después de la transferencia del 
preesfuerzo, antes de las pérdidas de preesfuerzo dependientes del tiempo, no deben 
exceder lo siguiente: 
(a) Esfuerzo en la fibra extrema a compresión 0.60Zi 

(b) Esfuerzo en la fibra extrema a tensión, excepto por lo permitido en (c) 3 J f n  
(e) Esfuerzo en la fibra extrema a tensión en los extremos de elementos simplemente 

apoyados 
Cuando los esfuerzos de tensión calculados excedan estos valores, debe 6 . K  

proporcionarse refuerzo auxiliar adherido (no preesforzado o preesforzado) 
en la zona de tensión, para resistir la fuerza total de tensión en el concreto 
calculada con el supuesto de una sección no fisurada. 

2. Los esfuerzos en el concreto para las cargas de servicio, después de tener en cuenta 
todas las pérdidas de preesfuerzo, no deben exceder lo siguiente: 
(a) Esfuerzo en la fibra extrema a compresión debido a preesfuerzo más cargas sostenidas 0.45 fc 
(b) Esfuerzo en la fibra extrema a compresión debido a preesfuerzos más la carga total 0.60 fc 
(c) Esfuerzo en la fibra extrema a tensión en la zona de tensión precomprimida 6 E  
(d) Esfuerzo en la fibra extrema a tensión en la zona de tensión precomprimida de los 

elementos, excepto para los sistemas de losa en dos direcciones, en los cuales el análisis 
basado en las secciones fisuradas transformadas y en las relaciones bilineales momento- 
deflexión demuestren que las deflexiones instantáneas y a largo plazo cumplen con las 
restricciones establecidas en otras secciones del Código ACI 1 2 E  

3. Los esfuerzos admisibles en el concreto, determinados anteriormente, pueden excederse 
si se demuestra mediante ensayo o análisis que el comportamiento no se verá afectado 

Anteriormente se indicó que el diseño de estructuras de concreto puede basarse en suministrar la 
resistencia suficiente, que se utilizaría sólo si las cargas esperadas se incrementaran con un factor 
de sobrecarga, o manteniendo los esfuerzos del material dentro de límites admisibles cuando ac- 
túan las cargas reales de servicio. Para el caso de elementos de concreto reforzado corriente, se 
utiliza en general el diseño a la resistencia. Los elementos se dimensionan con base en los requisi- 
tos de resistencia y luego se verifican para un comportamiento satisfactorio ante las cargas de 
servicio, principalmente con respecto a las deflexiones y al agrietamiento. El diseño se modifica 
entonces si es necesario. 

En el caso de elementos de concreto preesforzado, la práctica actual consiste en dimensionar 
los elementos de manera que los esfuerzos en el concreto y en el acero bajo las cargas reales de 
servicio estén dentro de los límites permitidos, los cuales son una fracción de las capacidades reales 
de los materiales. Hay algo lógico en este enfoque, puesto que un objetivo importante del preesfuerzo 
es mejorar el comportamiento de los elementos con las cargas de servicio. Más aún, los requisitos 
para cargas de servicio controlan a menudo la cantidad de fuerza de preesfuerzo que se utiliza. El 
diseño basado en las cargas de servicio puede llevarse a cabo, por lo general, suponiendo un compor- 
tamiento elástico tanto del concreto como del acero, puesto que los esfuerzos son relativamente 
bajos en los dos materiales. 

Independientemente del punto de partida seleccionado para el diseño, un elemento estmctu- 
ral debe comportarse de manera satisfactoria en todos los estados de su historial de cargas. De 
acuerdo con esto, los elementos preesforzados dimensionados con base en esfuerzos admisibles se 
deben revisar para verificar si disponen de resistencia suficiente en caso de que ocurran sobrecar- 
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gas, y deben investigarse en lo que a deflexiones y agrietamiento ante las cargas de servicio se 
refiere. En forma consistente con la práctica más común en los Estados Unidos, en este texto se 
inicia el diseño de vigas de concreto preesforzado con una consideración de los límites de esfuer- 
zos, después de lo cual se verifican la resistencia y otras propiedades. 

Es conveniente pensar que las fuerzas de preesfuerzo conforman un sistema de fuerzas exter- 
nas que actúan sobre un elemento de concreto, que debe estar en equilibrio bajo la acción de 
dichas fuerzas. La figura 19.8a ilustra una viga preesforzada de una sola luz, simplemente apoyada 
y con tendones curvos, típica de muchos elementos postensados. La porción de la viga a la izquier- 
da de un plano de corte verticalx-x se toma como un cuerpo libre con las fuerzas que actúan en la 
figura 19.8b. La fuerza P en el extremo izquierdo se ejerce sobre el concreto mediante el anclaje de 
los tendones, mientras que la fuerza P en el plano de cortex-x resulta de la combinación de esfuer- 
zos cortantes y normales que actúan en la superficie del concreto en ese punto. La dirección de P es 
tangencia1 a la curva del tendón en cada punto. Observe la presencia de la fuerza N, que actúa 
sobre el concreto proveniente del tendón, a causa de su curvatura; esta fuerza se distribuirá de 
alguna manera a lo largo de la longitud del tendón y su distribución exacta dependerá del perfil del 
mismo. Su resultante y la dirección en la cual actúa pueden encontrarse a partir del diagrama de 
fuerzas de la figura 19.8~. 

Al trabajar con la fuerza de preesfuerzo P, es conveniente dividirla en sus componentes en las 
direcciones horizontal y vertical. La componente horizontal (ver la figura 19.8d) es H = P cos 8, y la 
componente vertical es V = H tan 8 = P sen 8, donde 8 es el ángulo de inclinación del centroide del 
tendón en la sección particular. Puesto que el ángulo de la pendiente es por lo general muy pequeño, 
el coseno de 8 está muy cerca de la unidad y resulta suficiente en la mayor parte de los cálculos tomar 
H = P .  

La magnitud de la fuerza de preesfuerzo no es constante. La fuerza del gato Pj se reduce 
inmediatamente a lo que se llama lafuerza depreesfueno inicial Pi a causa del acortamiento elástico 
del concreto luego de la transferencia, del deslizamiento del tendón a medida que la fuerza se 
transfiere de los gatos a los extremos de la viga, y por las pérdidas que ocasiona la fricción entre el 
tendón y el concreto (postensado) o entre el tendón y los dispositivos de alineamiento del cable 
(pretensado). Existe una reducción adicional de la fuerza desde Pi hasta elpreesfueno efectivo P,, 
que ocurre durante un largo período y a una tasa gradualmente decreciente, producto del flujo 
plástico del concreto bajo la acción de la fuerza de preesfuerzo sostenida, de la retracción de fra- 

X 
1 Centroide del cable , 

FIGURA 19.8 
Fuerzas de preesfuerzo que actúan sobre el concreto. 
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guado del concreto y de la relajación de esfuerzos en el acero. En la sección 19.13 se analizan los 
métodos para estimar las pérdidas. Los preesfuerzos iniciales Pi inmediatamente después de la 
transferencia, y los preesfuerzos finales o efectivos P,, después de todas las pérdidas, son de interés 
primordial para el diseiiador. 

En el desarrollo de las ecuaciones elásticas para esfuerzos generados por flexión, los efectos 
de la fuerza de preesfuerzo, los momentos que genera el peso propio y los momentos por las cargas 
muerta y viva se calculan por separado y luego se superponen. Cuando la fuerza inicial de preesfuerzo 
Pi se aplica con una excentricidad e por debajo del centroide de la sección transversal con áreaA, 
y con distancias a las fibras superiores e inferiores cl y c2, respectivamente, ésta produce el esfuerzo 
de compresión -Pi/Ac, y los esfuerzos flectores +PiecllIc y -Pfc2/Ic en las fibras superiores e 
inferiores respectivamente (los esfuerzos de compresión se consideran negativos y los esfuerzos de 
tensión positivos), como se indica en la figura 19.9a. Entonces, en la fibra superior, el esfuerzo es 

y en la fibra inferior 

donde r es el radio de giro de la sección de concreto. Normalmente, a medida que se aplica la 
fuerza de preesfuerzo excéntrica laviga se deflecta hacia arriba. El peso propio de la viga w, produ- 
ce entonces un momento adicional M,, y los esfuerzos netos en las fibras superiores e inferiores se 
convierten en 

como se indica en la figura 19.9b. En este estado de carga comienzan las pérdidas dependientes del 
tiempo por la retracción de fraguado, el flujo plástico y la relajación, y la fuerza de preesfuerzo se 
reduce en forma gradual desde Pi hasta Pe. Por lo general, resulta aceptable suponer que todas 
estas pérdidas ocurren antes de la aplicación de las cargas de servicio, puesto que los esfuerzos en 
el concreto para estas cargas serán críticos después de que ocurran todas las pérdidas y no antes. 
De acuerdo con esto, cuando se aplican la carga Pe y la carga por peso propio de la viga, los esfuer- 
zos en la fibra superior y en la inferior se transforman en 

Cuando se aplica la totalidad de las cargas de servicio (carga muerta adicional al peso propio de la 
viga, más carga viva de servicio), los esfuerzos son 
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FIGURA 19.9 
Distribución de esfuerzos en el concreto en vigas: (a) efecto del preesfuerzo; (b) efecto del preesfuerzo más el Peso 
propio de la viga; (c) efecto del preesfuerzo, del peso propio y de las cargas externas de servicio (muertas y vivas). 

como se ilustra en la figura 19.9~. 
Al revisar si la viga es adecuada (O al diseñar una viga con base en esfuerzos admisibles) es 

necesario que los esfuerzos en las fibras extremas permanezcan dentro de límites especificados con 
cualquier combinación de cargas que pueda ocurrir. Con frecuencia, 10s esfuerzos en la sección de 
máximo momento de una viga bien diseñada deben permanecer dentro de los estados límite defini- 
dos por las distribuciones que se presentan en la figura 19-10, a medida que la viga pasa del estado 
sin carga (Pi más peso propio) al estado de carga (Pe, más las cargas completas de servicio). En la 
figura, fci yfti son los respectivos esfuerzos de compresión y de tensión admisibles en el concreto 

fti 

L fci 

(a) Sin carga 
&S 

(b) Cargada 

FIGURA 19.10 
Esfuerzos límite: (a) viga sin carga, con preesfuerzo inicial más peso propio; 
(b) viga cargada, con preesfuerzo efectivo, peso propio y carga de servicio 
completa. 



inmediatamente después de la transferencia, y fcs y& son los esfuerzos de compresión y tensión 
admisibles para las cargas de servicio (ver la tabla 19.2). 

Al calcular las propiedades de las secciones A,, I,, etc., a utilizar en las ecuaciones anteriores, 
resulta relevante considerar que, en la construcción postensada, los tendones por lo general se inyectan 
con lechada en los conductos después del tensionamiento. Antes de la inyección de la lechada, los 
esfuerzos deben calcularse con base en la sección neta descontando los huecos. Después de la inyección 
de la lechada, se debe utilizar la sección transformada, teniendo en cuenta los huecos rellenos con 
concreto y remplazando el acero con un área equivalente de concreto. Sin embargo, es aceptable, a 
menos que los huecos sean demasiado grandes, calcular las propiedades de la sección con base en la 
sección bruta de concreto. En forma similar, aunque en vigas pretensadas deben utilizarse las propieda- 
des de la sección transformada, se obtiene poca diferencia si los cálculos se basan en las propiedades de 
la sección bruta de concreto?. 

Resulta útil establecer la ubicación de los puntos límite superior e inferior de una sección 
transversal. Éstos se definen como los puntos límite de la zona dentro de la cual puede aplicarse la 
fuerza de preesfuerzo, sin producir tensión en ninguna parte de la sección transversal. Su localiza- 
ción se obtiene planteando la expresión para el esfuerzo en la fibra de tensión, causado por una 
fuerza de preesfuerzo excéntrica que actúa sola e igualando a cero esta expresión para encontrar la 
excentricidad requerida. En la figura 19.11, para localizar la distancia del punto límite superior kl 
desde el eje neutro, suponga que la resultante de la fuerza de preesfuerzo P actúa en ese punto. 
Entonces, el esfuerzo en la fibra inferior es 

Así, con 

se obtiene la excentricidad correspondiente 

13 e =  kl = -- 
c2 

Asimismo, la distancia k2 hasta el punto límite inferior es 

La región entre estos dos puntos límite se conoce como el núcleo de la sección. 

Centroide c, 
del concreto -- 

........ ........ 

........ 

FIGURA 19.11 
Localización de los puntos límite del núcleo de la sección. 

?El Código ACI 18.2.6 incluye la siguiente disposición: "Al calcular las propiedades de la sección antes de la adherencia de los tendones de 
preesfuerzo debe tenerse en cuenta el efecto de la pérdida de área por 10s ductos abiertos". En el comentario ACI 18.2.6 se enfatiza que "Si 
el efecto del área del ducto abierto se considera insignificante en el diseño, las propiedades de la sección pueden basarse en el área total. En 
elementos pretensados y postensados, después de la inyección de la lechada, las propiedades de la sección pueden basarse en las secciones 
brutas, las netas o las efectivas utilizando las áreas transformadas de los tendones adheridos y del refuerzo no preesforzado". 
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FIGURA 19.12 
Ejemplo de diserío: viga 1 pretensada. 

Ejemplo 19.1. Viga 1 pretensada con excentricidad constante. La viga 1 simétrica y simplemente apo- 
yada que aparece en sección transversal en la figura 19 .12~~ se utilizará sobre una luz sencilla de 40 
pies. Las propiedades de la sección de la viga son: 

Momento de inercia: I, = 12,000 pulg4 
Área de concreto: A, = 176 pulg2 

Radio de giro: r2 = 68.2 pulg2 

Módulo elástico de la sección: S = 1000 pulg3 

Peso propio: w,= 0.183 klblpie 

y debe soportar una carga muerta superpuesta más una viva (considerada como "sostenida7', no de corto 
plazo) de 0.750 klb/pie además de su peso propio. La viga se pretensionará con múltiples torones de siete 
hilos, con centroide a una excentricidad constante de 7.91 pulg. La fuerza de preesfuerzo Pi inmediata- 
mente después de la transferencia será de 158 klb; después de las pérdidas dependientes del tiempo, la 
fuerza se reducirá a P, = 134 klb. La resistencia de diseño del concreto es fg = 5000 lb/pulg2 y en el 
momento de la aplicación-de la fuerza de preesfuerzo será de fCi = 3750 lb/pulg2. Calcule los esfuerzos 
por flexión en el concreto en la sección en el centro de la luz de la viga en el momento de la transferencia 
y después de que ocurren todas las pérdidas con la totalidad de la carga de seMcio aplicada. Compare 
los resultados con los esfuerzos admisibles del Código ACI. 

Solución. Los esfuerzos en el concreto causados por la fuerza inicial de preesfuerzo de 158 klb pueden 
encontrarse mediante las ecuaciones (19.1~) y (19.lb): 

El peso propio de la viga produce la superposición inmediata de un momento igual a 

402 
M, = 0.183 X - = 36.6 klb-pie 

8 
y esfuerzos correspondientes de 36,600~ 12/1000 = 439 lb/pulgZ, de manera que los esfuerzos netos en 
la parte superior y en la inferior de la sección de concreto ocasionados por el preesfuerzo inicial y el 
peso propio, a partir de las ecuaciones (19.2~) y (19.2b), son 

Después de las pérdidas, la fuerza de preesfuerzo se reduce a 134 klb y los esfuerzos en el concreto 
generados por esta fuerza más el peso propio son 
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La carga superpuesta de 0.750 klblpie procluceun momento en el centro de la luz de Md + MI = 0.750 
x 402/8 = 150 klb-pie y los esfuerzos correspondientes de 150,000 x 12/1000 = 1800 lb/pulg2 de 
compresión y de tensión en las partes superior e inferior de la viga, respectivamente. Así, los esfuerzos 
para cargas de servicio en las caras superior e inferior son 

Los esfuerzos en el concreto en el centro de la luz se ilustran en la figura 19.12b. Según el Código AC1 
(ver la tabla 19.2), los esfuerzos permitidos en el concreto son: 

Tensión en la transferencia: fti = 3 4 3 3  = + 184 1blpulg2 
Compresión en la transferencia: fci = 0.60 x 3750 = - 2250 lb/pulg2 

Tensión bajo las cargas de servicio: f,= 6J5000 = + 424 lb/pulg2 

Compresión bajo las cargas de servicio: f, = 0.45 x 5000 = -2250 1blpulg2 

En el estado de carga inicial, con la fuerza de preesfuerzo más el peso propio actuando, la 
compresión real de 1708 lb/pulg2 está muy por debajo del límite de 2250 lb/pulg2 y no se presenta 
tensión en la parte superior aunque se permiten 184 lb/pulg2. Aunque podría sugerirse la aplicación de 
una fuerza de preesfuerzo mayor o una mayor excen-cidad para utilizar en forma más completa la 
sección, tratar de hacerlo en esta viga con excentricidad constante violaria los límites en los apoyos 
donde los momentos por peso propio son nulos. Es evidente qire, en los apoyos, la fuerza de preesfuerzo 
inicial que actúa sola produce una tensión de 352 lb/pulg2 en fa parte supe~ior de la viga, escasamente 
inferior al valor permitido de 6 m  = 367 lb/pulg2, de manera que puede lograrse un mejoramiento 
muy pequeño. Finalmente, con la carga de servicio completa, la tensión de 418 lb/pulg2 está justo por 
debajo del valor admisible de 424 lb/pulg2 y la compresión de 1940 lb/pulg2 se encuentra muy por 
debajo del valor permitido de 2250 lb/pulg2. 

En una viga corriente de concreto reforzado, el esfuerzo en el acero a tensión y la fuerza de com- 
presión en el concreto aumentan en proporción al momento aplicado hasta y un poco más allá de la 
carga de servicio, y la distancia entre las dos resultantes de esfuerzos internos permanece constan- 
te. En contraste con este comportamiento, en una viga preesforzada el incremenl en el momento 
es resistido por un aumento proporcional en la distancia entre las resultantes de las fuerzas a com- 
presión y a tensión, con la resultante de compresión desplazándose hacia arriba a medida que se 
incrementa la carga. La magnitud de las fuerzas internas permanece casi constante hasta y, por lo 
general, un poco más allá de las cargas de servicio. 

Esta situación cambia de manera drástica una vez que ocurre el agrietamiento a tensión por 
flexión de la viga preesforzada. Cuando el concreto se fisura, se presenta un aumento súbito en el 
esfuerzo en el acero, puesto que la tensión que inicialmente resistía el concreto se transfiere al 
acero. Después del agrietamiento, la viga preesforzada se comporta como una viga corriente de 
concreto reforzado. La resultante de compresión no puede coqtinuar moviéndose hacia arriba en 
forma indefinida y el aumento en el momento debe estar acompañado por un incremento casi 
proporcional en los esfuerzos en el acero y en la fuerza de compresión. Por consiguiente, es posible 
estimar la resistencia de una viga preesforzada mediante los mismos métodos desarrollados para 
las vigas corrientes de concreto reforzado, con algunas modificaciones para tener en cuenta: (a)  la 
forma diferente de la curva esfuerzo-deformación unitaria para el acero de preesfuerzo, en compa- 
ración con la de las barras corrientes de refuerzo, y (b)  la deformación de tensión ya presente en el 
acero de preesfuerzo antes de cargar la viga. 

Con base en un análisis de compatibilidad de deformaciones que tenga en cuenta estos facto- 
res de modo racional y explícito (ver la referencia 19,1), puede adelantarse un estimativo bastan- 
te preciso de la resistencia a la flexión de vigas preesforzadas. Para efectos de diseño corriente se 
han desarrollado relaciones aproximadas. El Código ACI 18.7 y el comentario que lo acompaña 
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incluyen ecuaciones aproximadas para estimar la resistencia a la flexión, las cuales se resumen en 
los siguientes párrafos. 

a. Esfuerzo en el acero de preesfuerzo para la falla a flexión 
Cuando una viga de concreto preesforzado falla a flexión, el acero de preesfuerzo está sometido a 
un esfuerzo fps que es mayor que el preesfuerzo efectivo fpe, pero menor que la resistencia última a 
tensión&. Si el preesfuerzo efectivo& = Pe/Ap, no es menor que 0.50fpu, el Código ACI 18.7.2 
permite la utilización de ciertas ecuaciones aproximadas para estimar&. Estas ecuaciones parecen 
bastante complejas, principalmente porque están formuladas de modo general para tener en cuen- 
ta las diferencias en los tipos de acero de preesfuerzo y aplicarlas a vigas donde pueden incluirse 
barras de refuerzo no preesforzadas en la zona de tensión por flexión, o en la región de compre- 
sión, o en ambas. Se dan ecuaciones independientes para elementos con tendones adheridos y con 
tendones no adheridos porque, en este último caso, el aumento del esfuerzo en el acero, en la 
sección de máximo momento, a medida que la viga se sobrecarga, es mucho menor que si el acero 
se adhiere en toda su longitud. 

Para el caso básico, en el cual el acero de preesfuerzo proporciona todo el refuerzo a flexión, 
las ecuaciones del Código ACI pueden plantearse de la siguiente manera simplificada: 

1. Para elementos con tendones adheridos: 

en la cual pp = ApJbd d = altura efectiva hasta el centroide del acero de preesfuerzo, b = 
P' 4 ,  ancho de la cara a c0mpresion,/3~ = relaciones familiares entre la altura del bloque de esfuerzos 

y la distancia al eje neutro, y yp es un factor que depende del tipo de acero de preesfuerzo 
utilizado, de la siguiente manera: 

yp = 0.55 parafwlfpu no menor que 0.80 (barras de alta resistencia típicas) 
yp = 0.40 parafpylfpu no menor que 0.85 (torón corriente típico) 
yp = 0.28 para fpy/fpu no menor que 0.90 (torón de baja relajación típico) 

2. Para elementos con tendones no adheridos y con una relación luz-altura de 35 o menos (que 
incluye la mayor parte de las vigas), 

pero no mayor quefpy y no mayor que&, + 60,000 lb/pulg2. 
3. Para elementos con tendones no adheridos y con una relación luz-altura mayor que 35 (aplica- 

ble a muchas losas), 
4- 1 

pero no mayor que fw, y no mayor que& + 30,000 lb/pulg2. 

b. Resistencia nominal a la flexión y resistencia de diseño 
Una vez determinado el esfuerzo en el acero de preesfuerzo a tensión cuando el elemento falla 
a flexión utilizando las ecuaciones (19.6), (19.7) o (19.8), puede calcularse la resistencia nominal a 
la flexión con métodos y ecuaciones que corresponden en forma directa a los utilizados para vigas 
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corrientes de concreto reforzado. Para secciones transversales rectangulares o para secciones con 
aletas, como las de las vigas 1 o T, donde la altura del bloque de esfuerzos es igual o menor que el 
espesor promedio del ala, la resistencia nominal a la flexión es 

donde 

Las ecuaciones (19.9) y (19.10) pueden combinarse de la siguiente manera: 

M,, = pp fpsbd; 1 - 0.588 ( 5) 
En todos los casos, la resistencia de diseño a laflexión se toma igual a $M,, donde $ = 0.90, como es 
usual para flexión. 

Si la altura del bloque de esfuerzos excede el espesor promedio del ala, el método para calcu- 
lar la resistencia a la flexión es exactamente análogo al utilizado para vigas corrientes 1 o T de 
concreto reforzado. Para efectos del cálculo, toda el área de acero a tensión preesforzado se divide 
en dos partes. La primera parte APf' que actúa a un esfuerz04~ suministra una fuerza de tensión 
que balancea la compresión en las partes sobresalientes del ala. Así, 

El área restante de acero de preesfuerzo 

proporciona la tensión que balancea la compresión en el alma. El momento resistente total es la 
suma de las contribuciones de los dos pares de fuerzas: 

Mn = A, fps (dp - 4) + O. 85 f i (b - bw)hf (dp - 2) (19.14b) 
en la cual 

Como antes, la resistencia de diseño se toma como $M,, donde $ = 0.90. 
Si después de diseñar una viga preesforzada mediante los métodos elásticos para las cargas 

de servicio, ésta no tiene la resistencia adecuada que suministre el margen de seguridad requerido 
para el estado de sobrecargas mayoradas, pueden adicionarse barras no preesforzadas en el lado 
de tensión que trabajarán en combinación con el acero preesforzado para proporcionar la resisten- 
cia necesaria. Es factible suponer que este acero no preesforzado, con áreaA,, actúa a su esfuerzo 
de fluenciafy, para contribuir al momento último con una fuerza de tensión igual a A&. El lector 
debe consultar el Código ACI 18.7 y el comentario ACI 18.7 donde se presentan las ecuaciones 
para esfuerzos en el acero preesforzado en la falla y para la resistencia a la flexión; éstas son exten- 
siones directas de las ecuaciones establecidas anteriormente. 
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c. Límites del refuerzo 
Para vigas corrientes de concreto reforzado se establece un límite superior en la cuantía de acero a 
tensión igual a 0.75 veces la cuantía balanceada de acero, con el fin de garantizar que, en caso de 
que ocurra la falla a flexión, ésta sea una falla dúctil con amplio agrietamiento y grandes deflexiones 
antes de que se llegue al colapso. En el Código ACI 18.8.1 se presenta la correspondiente disposi- 
ción para vigas preesforzadas. Planteada de manera muy sencilla, ésta es: 

Si la viga preesforzada no cumple el requisito de la ecuación (19.16), se considerasobreesfonada 
y deben desarrollarse ecuaciones alternas para calcular la resistencia a la flexión (ver la referen- 
cia 19.1). 

Para vigas corrientes de concreto reforzado se impone una cuantía mínima de acero a tensión 
con el fin de que la viga sea segura contra una falla súbita después de la formación de las grietas de 
flexión. Para vigas preesforzadas, ante la misma inquietud el Código ACI 18.8.3 exige que el re- 
fuerzo total a tensión debe estar en capacidad de soportar una carga mayorada de al menos 1.2 
veces la carga de agrietamiento de la viga, calculada con base en un módulo de rotura de 7.5 fi. 

d. Refuerzo adherido mínimo 
Para controlar el agrietamiento en vigas y en losas preesforzadas en una dirección con tendones no 
adheridos, se debe adicionar un poco de refuerzo adherido en forma de barras no preesforzadas, 
uniformemente distribuidas en la zona de tensión y tan cerca como sea posible de la cara de ten- 
sión. De acuerdo con el Código ACI 18.9.2, la cantidad mínima de este refuerzo es 

donde A es el área de la parte de la sección transversal entre la cara a tensión por flexión y el 
centroide de la sección transversal bruta de concreto. 

Ejemplo 19.2. Resistencia a la flexión de una viga 1 pretensada. La viga 1 preesforzada que aparece en 
sección transversal en la figura 19.13, se pretensiona utilizando siete torones corrientes de grado 250 y 
con diámetro de $ pulg, que se han sometido a tratamiento de revenido para liberarlos de esfuerzos 
residuales y que soportan un preesfuerzo efectivo de f = 143 klb/pulg2. La resistencia del concreto es 
f, = 4000 lb/pulg2. Calcule la resistencia de diseño i% la viga. 

Solución. El preesfuerzo efectivo en los torones de 143 klb/pulg2 está muy por encima de 0.50 x 250 = 
125 klb/pulg2, confirmando que las ecuaciones aproximadas del Código ACI son aplicables. La cuantía 
de acero a tensión es 

(promedio) 12" 
h.=V . r-l 

24" .... 5.19" 
A,, = 1 .O08 pu1g2 

(promedio; u 
h,= 5" 12" 

FIGURA 19.13 
Viga postensada del ejemplo 19.2. 
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y el esfuerzo en el acero fps cuando la viga falia a flexión se encuentra a partir de la ecuación (19.6) y es 
igual a 

En seguida es necesario verificar si la altura del bloque de esfuerzos es mayor o menor que el 
espesor promedio del ala de 5 pulg. Bajo el supuesto de que éste no es mayor que el espesor del ala, 
puede utilizarse la ecuación (19.10): 

a = 
1.008 X 214 

0.85 X 4 X  12 
= 5.29 pulg 

De este cálculo tentativo se concluye que el valor de a excede en efecto el valor de h, de modo 
que el cálculo tentativo no es válido y deben utilizarse las ecuaciones para elementos con alas. El acero 
que actúa con las aletas sobresalientes se encuentra a partir de la ecuación (19.12) y es igual a 

y a partir de la ecuación (19.13), 

Ap, = 1.008 - 0.636 = 0.372 pulg2 

La altura real del bloque de esfuerzos se encuentra con la ecuación (19.15): 

Ahora se realiza una verificación para determinar si la viga puede considerarse subforzada. A 
partir de la ecuación (19.16), 

Este valor es menor que 0.36/3, = 0.36 x 0.85 = 0.306, confirmando que esta viga puede conside- 
rarse una viga preesforzada y subreforzada. La resistencia nominal a la flexión, a partir de la ecuación 
(19.14b), es 

M, = 0.372 X 214(17.19 - 2.93) + 0.85 X 4(12 - 4)5(17.19 - 2.50) 
= 3133 klb-pulg = 261 klb-pie 

y, finalmente, la resistencia de diseño es $Mn = 235 klb-pie 

PREESFUERZO PARCIAL 
El objetivo del preesfuerzo en los primeros desarrollos del concreto preesforzado era el de 

eliminar totalmente los esfuerzos de tensión en el concreto para las cargas de servicio. Este tipo de 
diseño, en el cual el límite del esfuerzo de tensión para las cargas de servicio es& = O, se llama 
preesfuerzo total. 

Aunque el preesfuerzo total ofrece muchas ventajas con respecto a la construcción no 
preesforzada, pueden surgir algunos problemas. Vigas altamente preesforzadas, en particular aqué- 
llas en las cuales se aplicará rara vez la carga viva total, pueden tener deflexiones hacia arriba 
excesivamente grandes o contraflechas, que aumentan con el tiempo por el flujo plástico del con- 
creto ante la fuerza de preesfuerzo excéntrica. Las vigas totalmente preesforzadas pueden presen- 
tar también tendencia a un acortamiento longitudinal severo produciendo grandes fuerzas de 
restricción, a menos que se tomen precauciones especiales que permitan el libre movimiento en 
uno de los extremos de cada luz. Si se permite que ocurra el acortamiento en forma libre, las 
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pérdidas de preesfuerzo por la deformación elástica y por el flujo plástico pueden ser grandes. Más 
aún, si las vigas altamente preesforzadas se sobrecargan hasta la falla, pueden hacerlo de manera 
súbita y de modo frágil, con poca advertencia antes del colapso. 

En la actualidad se reconocen las ventajas de unpreesfienoparcial, que permite cierto nivel 
de esfuerzos de tensión por flexión y un nivel limitado de agrietamiento con la carga de servicio 
total, la cual se aplicará probablemente con poca frecuencia. A menudo, muchas vigas soportan 
sólo la carga muerta durante la mayor parte del tiempo o la carga muerta más apenas una parte de 
la carga viva de servicio. En estas condiciones, una viga parcialmente preesforzada no estará some- 
tida normalmente a tensión por flexión y las grietas que se formen en ocasiones, cuando la carga 
viva total esté en su sitio, se cerrarán por completo cuando se retire esta carga viva. Las grietas 
controladas no son más objetables en estructuras de concreto preesforzado que en estructuras de 
concreto reforzado. Con el preesfuerzo parcial se evitan la contraflecha excesiva y el acortamiento 
axial problemático. En caso de que ocurra una sobrecarga, se presentará una advertencia amplia 
del sobreesfuerzo, con agrietamiento extensivo y altas deflexiones (ver las referencias 19.9 a 19.11). 

Aunque la cantidad de acero de preesfuerzo se reduce en las vigas parcialmente preesforzadas 
en comparación con las vigas totalmente preesforzadas, debe mantenerse aún un margen apropia- 
do de seguridad y, para alcanzar la resistencia necesaria a la flexión, las vigas parcialmente 
preesforzadas requerirán refuerzo adicional a tensión en forma de barras de refuerzo corrientes no 
preesforzadas. De hecho, las vigas parcialmente preesforzadas se definen con frecuencia como 
vigas en las cuales: (a) se permite el agrietamiento por flexión para la carga total de servicio, y (b) 
el refuerzo principal a tensión por flexión incluye tanto acero preesforzado como no preesforzado. 
Los análisis indican, y los ensayos lo confirman, que este acero no preesforzado está sometido en la 
falla a flexión a un esfuerzo igual a&. 

La mayor parte de las especificaciones de diseño permiten la utilización de vigas parcialmen- 
te preesforzadas. Aunque el Código ACI no menciona el preesfuerzo parcial de manera explícita, 
el Código ACI 18.4.2 permite un esfuerzo de tensión por flexión de 6 f l  en el diseño corriente y 
una tensión porflexión nominal de 1 2 E ,  muy por encima del módulo de rotura usual, siempre y 
cuando las deflexiones se calculen con métodos que tengan en cuenta el agrietamiento y si se au- 
mentan los requisitos de recubrimiento del concreto. También, la sección 18.4.3 del Código ACI 
incluye la posibilidad de exceder estos esfuerzos si se demuestra mediante ensayo o análisis que el 
comportamiento no se afectará. Más aún, en el Código ACI y en su comentario, las ecuaciones 
para resistencia a flexión tienen en cuenta de manera explícita la presencia del acero a tensión por 
flexión tanto del no preesforzado como del preesforzado. 

Independientemente de las ventajas técnicas, también existen ventajas económicas significa- 
tivas que se asocian al preesfuerzo parcial. Las barras de refuerzo son menos costosas que el acero 
de preesfuerzo de alta resistencia a la tensión y los costos de mano de obra para la colocación de las 
barras son en general menores que los costos asociados con la colocación y el tensionamiento de 
los tendones. 

La selección de un grado adecuado de preesfuerzo depende de diferentes factores. Éstos 
incluyen la naturaleza de la carga (por ejemplo, puentes de carreteras o de líneas férreas, bodegas 
de almacenamiento, etc.), la relación de la carga viva a la muerta, la frecuencia de la carga total y la 
presencia de un ambiente corrosivo. 

En la actualidad, la práctica más común en los Estados Unidos consiste en limitar la tensión 
para las cargas de servicio a 1 2 E ,  pero en Europa, particularmente en Suiza y en Alemania, se 
utiliza en mucho mayor grado el preesfuerzo parcial. El criterio consiste en que no se permite 
tensión bajo la carga muerta total. En este caso, la viga presentará algún agrietamiento cuando se 
coloca apenas un pequeño porcentaje de la carga viva y, para la carga viva total, los esfuerzos se 
determinan con base en un análisis de la sección fisurada, al igual que para el concreto reforzado 
(ver las referencias 19.12 y 19.13). 
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Al igual que para el concreto reforzado, los problemas en concreto preesforzado pueden ser de 
revisión y de diseño. Para los primeros, en los cuales se conocen las cargas aplicadas, la sección 
transversal del concreto, el área de acero y la magnitud y punto de aplicación de la fuerza de 
preesfuerzo, las ecuaciones (19.1) a (19.4) permiten el cálculo directo de los esfuerzos resultantes 
en el concreto. Las ecuaciones de la sección 19.7 permiten estimar la resistencia a flexión. Sin 
embargo, si el problema consiste en determinar las dimensiones de la sección de concreto, el área 
de acero, la localización del centroide y la magnitud del preesfuerzo, dadas las cargas, los esfuerzos 
límite y la resistencia requerida, el problema se complica por las muchas variables interrelacionadas. 

Existen al menos tres métodos prácticos para realizar el diseño a flexión de un elemento de 
concreto preesforzado. Algunos ingenieros prefieren suponer una sección de concreto, calcular la 
fuerza de preesfuerzo que se requiere y las excentricidades para el estado de carga que probable- 
mente controla, luego verificar los esfuerzos en todos los estados utilizando las ecuaciones anterio- 
res y finalmente verificar la resistencia a la flexión. La sección tentativa se modifica entonces, si es 
necesario. Para el caso en que la viga se debe seleccionar entre una cantidad limitada de formas 
estándares, como ocurre a menudo para luces cortas y cargas corrientes, éste es posiblemente el 
mejor procedimiento. Para luces más largas se puede lograr un diseño más efectivo al dimensionar 
la sección transversal de manera que los límites especificados para los esfuerzos del concreto de la 
tabla 19.2 se cumplan con mucha precisión. Esta sección transversal, cercana a la "ideal7' desde el 
punto de vista de los esfuerzos límite, puede luego modificarse para cumplir requisitos de funcio- 
namiento (por ejemplo, suministrando un ala superior más ancha para conformar el tablero de un 
puente) o para cumplir requisitos de resistencia si es necesario. En esta sección se desarrollarán las 
ecuaciones para facilitar este enfoque. Un tercer método de diseño consiste en balancear las car- 
gas, utilizando el concepto de cargas equivalentes (ver la sección 19%). Se selecciona una sección 
tentativa, después se escogen la fuerza de preesfuerzo y el perfil del tendón para proporcionar 
fuerzas hacia arriba que balanceen justo una carga especificada. Si es necesario se pueden hacer las 
modificaciones del caso para satisfacer los límites de los esfuerzos o los requisitos de resistencia. 
Este tercer método se desarrollará en la sección 19.12. 

Con relación a los esfuerzos admisibles en el concreto para los estados límite se establece la 
siguiente nomenclatura: 

fci = esfuerzo admisible a compresión inmediatamente después de la transferencia 
fti = esfuerzo admisible a tensión inmediatamente después de la transferencia 
f,, = esfuerzo admisible a compresión para las cargas de servicio después de ocurridas 

todas las pérdidas 
f, = esfuerzo admisible a tensión para las cargas de servicio después de todas las pérdidas 

Los valores de estos esfuerzos límite se establecen normalmente en la especificación (ver la tabla 
19.2). 

a. Vigas con excentricidad variable 

Para una viga común en la cual se permite que varíe la excentricidad del tendón a lo largo de la 1% 
las distribuciones de esfuerzos de flexión en el concreto en la sección de máximo momento se 
ilustran en la figura 19.14~. La fuerza de preesfuerzo excéntrica, que tiene un valor inicial de Pi, 
produce la distribución lineal (1). Debido a la contraflecha hacia arriba de la viga que Ocurre a 
medida que se aplica esa fuerza, el peso propio del elemento actúa en forma inmediata, se super- 
ponen 10s esfuerzos de flexión resultantes del momento M,, y la distribución (2) es la primera que 
se alcanza en realidad. En esta etapa, la tensión en la superficie superior no debe excederfti Y la 
compresión en la superficie inferior no debe exceder fci, como se sugiere en la figura 19.14~. 
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del concreto - 

fts & 
@) pisola @ pisola 
@ Pi+ M, @ Pe sola FIGURA 19.14 

@ P e . 4  
Distribuciones de esfuerzos de flexión en 
vigas con excentricidad variable: (a) sección @ Pe+ Mo+ Md+ MI de momento máximo; (b)  sección en el 

(a) ( 6) apoyo. 

Se supondrá que todas las pérdidas ocurren en esta etapa y que la distribución de esfuerzos 
cambia de modo gradual hasta la distribución (3). Las pérdidas producen una reducción de tensión 
en una cantidad Afl en la superficie superior y una reducción de la compresión en una cantidad Af2 
en la superficie inferior. 

A medida que se introducen el momento de la carga muerta superpuesta Md y el de la carga 
viva de servicio MI, los esfuerzos de flexión asociados, al superponerse con los esfuerzos ya presen- 
tes, producen la distribución (4). En este estado, la tensión en la superficie inferior no debe ser 
mayor quehS, y la compresión en la parte superior de la sección no debe exceder fcs, como aparece. 

Los requisitos para los respectivos módulos de la sección Sl y S2 con relación a las superficies 
superior e inferior, son 

donde los intervalos de esfuerzos disponibles fl, y fa en las caras superior e inferior pueden calcu- 
larse a partir de los límites especificados de esfuerzos f,., fcs, fts y fci, una vez que se conocen los 
cambios de esfuerzos Afl y Af2, asociados con las pérdidas del preesfuerzo. 

La relación de efectividad R se define como 

Así, la pérdida en la fuerza de preesfuerzo es 

www.elsolucionario.org
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Los cambios de esfuerzos en las caras superior e inferior, Afl y Af2, a medida que ocurren las 
pérdidas, son iguales a (1 - R) veces los esfuerzos correspondientes debidos a la fuerza de preesfuerzo 
inicial Pi actuando sola: 

donde Afl es una reducción de la tensión en la superficie superior y Af2 es una reducción de la 
compresión en la superficie inferior?. Así que, los intervalos disponibles de esfuerzos a medida que 
se aplican los momentos de las cargas superpuestas Md + MI son 

f2r = 5s - fcj - Af2 
M0 

= fs -Rfcj - (1 - R)- 
S2 

El valor mínimo aceptable de S1 se establece entonces así: 

De manera similar, el valor mínimo de S2 es 

Es necesario seleccionar la sección transversal para proporcionar al menos estos valores de S1 y 
S2. Además, puesto que I, = Slcl = S2c2, el eje centroidal debe localizarse de modo que 

o en términos de la altura total de la sección h = cl + c2 

C1 - S2 
h S1 + S2 

i Observe que los límites de esfuerzos, como fti y otros puntos específicos a lo largo del eje de esfuerzos, se consideran cantidades con signo, 
mientrasque los cambios de esfuerzos como MdSl y w2 se toman como valores absolutos. 
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A partir de la figura 19 .14~~ el esfuerzo centroidal en el concreto en las condiciones iniciales 
está determinado por 

c1 
fcci = 4i - h ( h i  - fci) (19.23) 

La fuerza inicial de preesfuerzo se obtiene multiplicando el valor del esfuerzo centroidal del con- 
creto por el área de la sección transversal de concreto A,. 

La excentricidad de la fuerza de preesfuerzo puede encontrarse teniendo en cuenta los es- 
fuerzos de flexión impuestos por el momento flector Pie. Con referencia a la figura 19.14, el esfuer- 
zo de flexión en la superficie superior de la viga que resulta de la fuerza de preesfuerzo excéntrica 
actuando sola es 

a partir de lo cual, la excentricidad requerida es 

Para resumir, el proceso de diseño para determinar la mejor sección transversal, la fuerza de 
preesfuerzo y la excentricidad requeridas con base en límites en los esfuerzos es el siguiente: los 
módulos elásticos de la sección que se requieren con respecto a las superficies superior e inferior 
del elemento se encuentran a partir de las ecuaciones (19.20) y (19.21) localizando el eje centroidal 
mediante la ecuación (19.22). Las dimensiones del concreto se seleccionan para satisfacer estos 
requisitos tan cerca como sea posible. El esfuerzo centroidal del concreto para esta sección ideal se 
determina mediante la ecuación (19.23), la fuerza inicial necesaria de preesfuerzo se encuentra 
con la ecuación (19.24) y su excentricidad mediante la ecuación (19.25). 

En situaciones prácticas, la sección seleccionada de concreto tendría en muy pocos casos los 
valores requeridos exactos de SI y SZ, determinados con este método, y el centroide del concreto no 
estará en forma exacta en el nivel teóricamente ideal. El redondeo hacia arriba en las dimensiones 
del concreto, el proveer alas anchas por razones funcionales o la utilización de formas estandarizadas 
de la sección transversal llevarán normalmente a obtener un elemento cuyas propiedades de la 
sección exceden los requisitos mínimos. En tal caso, los esfuerzos en el concreto, a medida que el 
elemento pasa de un estado sin carga hacia otro en el que actúa la carga de servicio total, permane- 
cerán dentro de los límites admisibles pero no se llegará a los esfuerzos límite exactos. Una canti- 
dad infinita de combinaciones de fuerzas de preesfuerzo y excentricidades podrán satisfacer los 
requisitos. Por lo general, el diseño más económico es aquel que requiere el menor valor de la 
fuerza de preesfuerzo y la máxima excentricidad práctica. 

Las distribuciones de esfuerzos de la figura 19 .14~~ en las cuales se basan las ecuaciones de 
diseño, son aplicables en la sección de momento máximo del elemento. Para otras secciones, M, es 
menor y, en consecuencia, la excentricidad del preesfuerzo o la fuerza deben reducirse para no 
exceder los límites en los esfuerzos fti y fci. En muchos casos, la excentricidad del tendón se reduce 
hasta cero en las secciones en los apoyos, donde todos los momentos que genera la carga transver- 
sal son nulos; en este caso, se obtienen las distribuciones de esfuerzos de la figura 19.14b. El esfuer- 
zo en el concreto es uniforme e igual al valor centroidal fcci en condiciones de preesfuerzo inicial y 
a fcce después de ocurridas las pérdidas. 

Ejemplo 19.3. Diseno de una viga con tendones de excentricidad variable. Una viga postensada debe 
soportar una carga viva de 1000 lb/pie y una carga muerta superpuesta de 500 lblpie, además de su 
peso propio, sobre una luz simple de 40 pies. Se utilizará concreto de densidad normal con una resis- 
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tencia de diseño de f,' = 6000 lb/pulg2. Se estima que en el momento de la transferencia, el concreto 
habrá alcanzado el 70 por ciento de su resistencia ultima, o sea, 4200 1b/pulg2. Las pérdidas depen- 
dientes del tiempo pueden suponerse iguales al 15 por ciento del preesfuerzo inicial, con lo que se 
obtiene una relación de efectividad de 0.85. Determine las dimensiones requeridas para el concreto, la 
magnitud de la fuerza de preesfuerzo y la excentricidad del centroide del acero con base en los límites 
de esfuerzos del ACI establecidos en las secciones 19.4 y 19.5. 

Solución. Con relación a la tabla 19.2, se obtienen los siguientes límites en los esfuerzos: 

El peso propio de la viga principal se estimará igual a 250 lblpie. Los momentos que produce la 
carga transversal son 

1 
M - - x 0.250 x 402 = 50 kib-pie 

O - 8  

Los módulos requeridos de la sección respecto a las superficies superior e inferior de la viga de con- 
creto se encuentran a partir de las ecuaciones (19.20) y (19.21): 

(1 - R)Mo + Md + MI (0.15 X M + 300)12,WO = 980 pUlg3 si r - - 
Rfti  - fcs 0.85 X 195 + 3600 

(1 - R)Mo + Md + MI (O. 15 X 50 + 300)12,000 = 1415 pulg3 sz 2 - - 
h s  - Rfci 465 + 0.85 X 2520 

Los valores obtenidos para S! y S2 sugieren la selección de una sección asimétrica como la más apro- 
piada. Sin embargo, se selecciona una sección simétrica por simplicidad y para garantizar un área de 
compresión suficiente para la resistencia a flemón. La sección en forma de 1 con altura de 28 pulg 
como aparece en la figura 19.15~ cumplirá estos requisitos y tiene las siguientes propiedades: 

I, = 19,904 pulg4 

S = 1422 pulg3 

A, = 240 pulg2 

r2 = 82.9 pulg2 

w, = 250 lb/pie lineal (como se supuso) 

Pi = 279 klb 

(a) 

FIGURA 19.15 
Ejemplo de diseño de una viga 
con tendones de excentricidad 
variable: (a) dimensiones de la 
sección transversal; 
(b) esfuerzos en el concreto en 
el centro de la luz. 
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En seguida, se determina el esfuerzo centroidal del concreto a partir de la ecuación (19.23): 
1 fcci = fti - c(fii - fci) = 195 - -(195 + 2520) = - 1163 1b/pulg2 

h 2 
y a partir de la ecuación (19.24), la fuerza de preesfuerzo inicial es 

Pi =Ac fcci = 240 x 1.163 = 279 klb 

A partir de la ecuación (19.25), la excentricidad requerida del tendón en la sección de máximo mo- 
mento de la viga es 

= 9.07 pulg 

Para las otras secciones a lo largo de la luz, la excentricidad se reducirá con el fin de lograr que los 
límites establecidos de esfuerzos en el concreto no sean sobrepasados. 

La fuerza de preesfuerzo inicial requerida de 279 klb se suministrará mediante tendones conforma- 
dos por torones de baja relajación grado 270, wn un diámetro de 4 pulg (ver la sección 2.16). La resisten- 
cia a la tensión mínima es f = 270 klb/pulg2 y la resistencia a la fluencia puede tomarse como fw = 0.90 x 

PU 
270 = 243 klbIpulg2. De acuerdo con el Código ACI (ver la sección 19.4), el esfuerzo admisible en el torón 
inmediatamente después de la transferencia no debe exceder 0.82f = 199 klb/pulg2 o 0.74& = 200 
klb/pulg2. El primer criterio controla en este caso. El área requerida $ acero de preesfuerzo es 

El área de la sección transversal de un torón de S pulg de diámetro es 0.153 pulg2; por tanto, la 
cantidad requerida de torones es 

Número de torones = &!& = 9.2 

Se utilizarán dos tendones de cinco torones, como se muestra en la figura 19.15a, cada uno sometido 
a una fuerza de 139.5 klb. 

Es buena práctica verificar los cálculos para confirmar que los límites en los esfuerzos no se 
excedan en los estados críticos de carga. Los esfuerzos en el concreto, para las superficies superior e 
inferior, producidos en este caso por las cargas actuando separadamente son: 

Así, cuando se aplica la fuerza de preesfuerzo inicial de 279 klb y actúa el peso propio de la viga, los 
esfuerzos superior e inferior en el concreto en el centro de la luz son, respectivamente: 
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Cuando la fuerza de preesfuerzo se reduce hasta su valor efectivo de 237 klb y se aplica la carga de 
servicio total, los esfuerzos en el concreto son: 

Estas distribuciones límite de los esfuerzos se ilustran en la figura 19.15b. La comparación con los 
esfuerzos límite especificados confirma que el diseño es satisfactorio. 

b. Vigas con excentricidad constante 
El método de diseño expuesto en la sección anterior se basa en las condiciones de esfuerzos en la 
sección de máximo momento de la viga, con el valor máximo de momento M,, que resulta al aplicar 
el peso propio de manera inmediata. Si Pi y e se mantuvieran constantes a lo largo de la luz, que con 
frecuencia es conveniente en la construcción preesforzada pretensada, entonces los esfuerzos lími- 
teLi y fci, se excederían en otras secciones a lo largo de la luz donde el valor de M, es menor que su 
valor máximo. Para evitar esta situación, la excentricidad constante debe ser menor que la de la 
ecuación (19.25). Su valor máximo está determinado por las condiciones en los apoyos de una luz 
sencilla, donde el valor de M, es cero. 

La figura 19.16 ilustra las distribuciones de esfuerzos de flexión en las secciones de los apoyos y 
en el centro de la luz para una viga con excentricidad constante. En este caso, los esfuerzos fti y fci no 
deben excederse cuando el momento que genera el preesfuerzo excéntrico actúe solo, como ocurre 
en los apoyos. Los cambios de esfuerzos ofi y Af2 después de que ocurren las pérdidas son iguales a 
(1 - R)  veces los esfuerzos en las superficies superior e inferior, respectivamente, ocasionados única- 
mente por el preesfuerzo inicial: 

@ pi soia 

@ P, soia 

(b) 

FIGURA 19.16 
Distribuciones de esfuerzos de 
flexión en una viga con tendones de 
excentricidad constante: (a) sección 
de máximo momento; (b)  sección en 
el apoyo. 
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En este caso, los intervalos disponibles de esfuerzos entre los esfuerzos límite, deben absorber el 
efecto de M,, al igual que el de Md y MI, como se observa de la figura 19 .16~~ y son 

y los requisitos referentes a los módulos de la sección son 

M 0 + M d + M l  
S2 = frs - Rfci 

El esfuerzo centroidal del concreto se encuentra con la ecuación (19.23) y la fuerza de preesfuerzo 
inicial mediante la ecuación (19.24) como antes. Sin embargo, la expresión para la excentricidad 
requerida es diferente. En este caso, con respecto a la figura 19.16b, 

a partir de lo cual la excentricidad requerida es 
S1 

e = ( f t i  - fcci)- 
Pi 

Se observará una diferencia significativa entre las vigas con excentricidad variable y las que tienen 
excentricidad constante al comparar las ecuaciones (19.20) y (19.21) con las ecuaciones correspon- 
dientes (19.26) y (19.27). En el primer caso, el módulo de la sección que se requiere está controlado 
por los momentos superpuestos producidos por las cargas Md y M1. Casi todo el peso propio es sopor- 
tado "gratis", es decir, sin aumentar los módulos de la sección o las fuerzas de preesfuerzo, mediante 
el simple recurso de incrementar la excentricidad a lo largo de la luz en una cantidad MoIPi. En el 
segundo caso, la excentricidad está controlada por las condiciones en los apoyos, donde M, es cero, y 
el momento total M, debido al peso propio debe incluirse al determinar el módulo de la sección. A 
pesar de esto, las vigas con excentricidad constante se utilizan a menudo por razones prácticas. 

Ejemplo 19.4. Diseño de una viga con tendones de excentricidad constante. La viga del ejemplo ante- 
rior debe diseñarse utilizando tendones rectos con excentricidad constante. Los demás criterios de 
diseño son los mismos. En los apoyos se permite un esfuerzo de tensión temporal en el concreto de 
6 z  = 390 lb/pulg2. 

Solución. Anticipando una viga un poco menos efectiva que la anterior, el estimativo de carga muerta 
se aumentará en este caso hasta 270 lb/pie lineal. El momento resultante M, es 54 klb-pie. El momen- 
to debido a carga muerta superpuesta y carga viva es de 300 klb-pie como antes. 

Utilizando las ecuaciones (19.26) y (19.27), los requisitos para los módulos de la sección son 

S, r Mo + Md + Mi - (54 + 300) 12,000 = loso pulg3 
R f i  - fcs 0.85 x 390 + 3600 

s2 2 + Md + M~ - (54 + 300)12,000 = 1629 PU1g3 - 
f s  - Rfc i  465 + 0.85 X 2520 

De nuevo se seleccionará una sección simétrica. Las dimensiones de las alas y el ancho del alma se 
mantendrán inalteradas en comparación con el ejemplo anterior, pero en este caso se requiere una 
altura de viga de 30.5 pulg. Las dimensiones de la sección transversal aparecen en la figura 19.17~. Se 
obtienen las siguientes propiedades: 
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FIGURA 19.17 
Ejemplo de diseño de una viga con 
tendones de excentricidad constan- 
te: (a) dimensiones de la sección 

Pi = 272 klb O transversal; (b )  esfuerzos en el 
+426 -21 30 -21 44 - 2522 centro de la luz; (c) esfuerzos en 

los apoyos. 
(b) ( c) 

1, = 25,207 pulg4 

S = 1653 pulg3 

A,= 255 pulg2 

r2 = 98.9 pulg2 

w,= 266 lblpie lineal (muy cerca al valor supuesto) 

El esfuerzo centroidal en el concreto, a partir de la ecuación (19.23), es 

y a partir de la ecuación (19.24), la fuerza de preesfuerzo inicial es 

Pi = Acfcci = 255 x 1.065 = 272 klb 

A partir de la ecuación (19.28), la excentricidad constante que se requiere es 

S1 1653 e = (fti - fcci)- = (390 + 1065) ---- = 8.84 pulg 
Pi 272,000 

De nuevo se utilizarán dos tendones para suministrar la fuerza requerida, cada uno compuesto de 
múltiples torones de baja relajación grado 270, de ) pulg de diámetro. Considerando el máximo esfuer- 
zo admisible en los torones o cables de 199 klb/pulg2, el area de acero total requerida es 

Se necesita un total de nueve torones. Por razones prácticas se utilizarán dos tendones como antes, 
pero en este caso sometidos a una fuerza de 136 klb. 

Los cálculos se revisarán verificando los esfuerzos en el concreto en las partes superior e inferior 
de la viga para los estados críticos de carga. Las contribuciones de las componentes a los esfuerzos son: 
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Al superponer las contribuciones apropiadas de esfuerzos se obtienen las distribuciones de esfuerzos 
en el concreto en el centro de la luz y en los apoyos que se ilustran en las figuras 19.17b y 19.17~ 
respectivamente. Cuando la fuerza de preesfuerzo inicial de 272 klb actúa sola, como ocurre en los 
apoyos, los esfuerzos en las superficies superior e inferior son 

Después de ocurridas las pérdidas, la fuerza de preesfuerzo se reduce a 231 klb y los esfuerzos en el 
apoyo se reducen en forma correspondiente. En el centro de la luz, el peso de la viga se superpone de 
modo inmediato y los esfuerzos que resultan de Pi más M, son 

Cuando actúa la carga de servicio total junto con P,, los esfuerzos en el centro de la luz son 

Si se comparan estos valores con los esfuerzos límite especificados, resulta evidente que el diseño es 
satisfactorio con respecto a los estados críticos de carga y a las secciones críticas. 

SELECCI~N DE LA FORMA 

Una de las características especiales del diseño en concreto preesforzado es la libertad de seleccio- 
nar las proporciones y dimensiones de la sección transversal para ajustarse a los requisitos especia- 
les del trabajo que se analiza. Se puede cambiar la altura del elemento, modificar el ancho del alma 
y variar los anchos y los espesores de las alas en forma independiente, para producir una viga con 
las proporciones casi ideales para determinado caso. 

Algunas de las formas más comunes aparecen en la figura 19.18. Varias de éstas se han estan- 
darizado y se producen en masa utilizando formaletas reutilizables de acero o fibra de vidrio; otras 
se dimensionan individualmente para trabajos grandes e importantes. La sección en doble T (ver la 
figura 19.18~) es probablemente la sección transversal más utilizada en la construcción preesforzada 
en los Estados Unidos. En ésta, se suministra una superficie plana entre 4 y 8 pies de ancho. El 
espesor de la losa y la altura del alma varían según los requerimientos. Luces hasta de 60 pies no 
son raras. La sección en forma de T sencilla (ver la figura 19.18b) resulta más apropiada para luces 
más largas, hasta de 120 pies, y para cargas más pesadas. La sección 1 (ver la figura 19.18~) se utiliza 
con frecuencia para luces de puentes y en vigas principales de cubiertas hasta de casi 120 pies, 

(a) Doble T (b) T sencilla (c) Viga 1 

(d) Losa canal (e) Viga cajón ( f )  T invertida 

FIGURA 19.18 
Secciones transversales típicas para vigas. 
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mientras que la losa canal (ver la figura 19.18d) es más adecuada para entrepisos de luces interme- 
dias. La viga cajón (ver la figura 19.18e) resulta ventajosa para puentes de luces intermedias y 
largas. La sección T invertida (ver la figura 19.18f) proporciona bordes de apoyo para soportar los 
extremos de los elementos prefabricados del tablero que se extienden en la dirección perpendicu- 
lar. Las plantas de prefabricación locales pueden suministrar catálogos de las formas disponibles. 

Como se indicó anteriormente, la sección transversal puede ser simétrica o asimétrica. Una 
sección asimétrica es una buena selección (1) si los intervalos de esfuerzos disponibles fi, y fa en 
las superficies superior e inferior no son los mismos; (2) si la viga debe suministrar una superficie 
plana y útil, al igual que ofrecer una capacidad de soporte de cargas; (3) si la viga se convierte en 
parte de una construcción compuesta, donde la losa vaciada en el sitio actúa junto con el alma 
prefabricada; o (4) si la viga debe proveer superEicies de apoyo como en la figura 19.18f. Asimismo, 
las secciones en T proporcionan una resistencia a la flexión aumentada, puesto que el brazo inter- 
no del par resistente con la carga máxima de diseño es mayor que el de las secciones rectangulares. 

En términos generales, las secciones en 1, T y en cajón con almas y alas relativamente delga- 
das son más efectivas que los elementos con partes más gruesas. Sin embargo, varios factores limi- 
tan la ganancia en eficacia que se podría obtener de esta manera. Estos factores incluyen la 
inestabilidad de partes sobresalientes muy delgadas sometidas a compresión, la vulnerabilidad de 
partes delgadas expuestas a romperse durante el manejo (en caso de construcción prefabricada) y 
la dificultad práctica de vaciar concreto en elementos muy delgados. El diseñador también debe 
reconocer la necesidad de suministrar el espaciamiento y la protección de concreto adecuados para 
los tendones y anclajes, la importancia de los límites de la altura en la construcción y la necesidad 
de estabilidad lateral si la viga no está arriostrada contra pandeo por otros elementos (ver la refe- 
rencia 19.14). 

PERFILES DE LOS TENDONES 

Las ecuaciones desarrolladas en la sección 19.9a para elementos con tendones de excentricidad 
variable establecen' los requisitos para los módulos de la sección, la fuerza de preesfuerzo y la 
excentricidad en la sección de máximo momento del elemento. En otras secciones a lo largo de la 
luz, es necesario reducir la excentricidad del acero si no se desea exceder los límites en los esfuer- 
zos del concreto para el estado en el que aún no se han aplicado las cargas (como alternativa, debe 
aumentarse la sección como se estableció en la sección 19.9b). De manera recíproca, existe una 
excentricidad mínima o un límite superior para el centroide del acero, para que los esfuerzos límite 
en el concreto no se excedan cuando la viga se encuentra en el estado de máxima carga de servicio. 

Las ubicaciones límite para el centroide del acero de preesfuerzo en cualquier punto a lo 
largo de la luz se pueden establecer utilizando las ecuaciones (19.2) y (19.4), que dan los valores de 
los esfuerzos en el concreto, en las partes superior e inferior de la viga, para los respectivos estados 
sin carga y con carga de servicio. Los esfuerzos producidos por estos estados de carga deben com- 
pararse con los esfuerzos límite aplicables en un caso particular, como los límites de esfuerzos del 
Código ACI establecidos en la tabla 19.2. Esto permite obtener la excentricidad del tendón e como 
una función de la distanciax a lo largo de la luz. 

Para indicar que tanto la excentricidad e como los momentos M, o M, son funciones de la 
distanciax desde el apoyo, éstos se escribirán como e(x) y M,(x) o M,(x), respectivamente. Al plan- 
tear las desigualdades, resulta conveniente designar los esfuerzos de tensión como positivos y los 
esfuerzos de compresión como negativos. De esta manera, +450 > -1350 y -600 > -1140, por 
ejemplo. 

Teniendo en cuenta inicialmente el estado sin carga, el esfuerzo de tensión en la parte supe- 
rior de la viga no debe exceder ftp A partir de la ecuación (19.2~) 
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Al despejar la máxima excentricidad, se obtiene 

En la parte inferior de la viga sin carga, el esfuerzo no debe exceder la compresión inicial límite. A 
partir de la ecuación (19%) 

por consiguiente, el segundo límite inferior para el centroide del acero es 

Si se tiene en cuenta ahora el elemento en el estado de máxima carga, pueden encontrarse los 
valores límite superiores para la excentricidad. A partir de la ecuación (19.4~) 

a partir de lo cual 

y con la ecuación (19.4b) 

As 2 -5(i Ac + y,) ; Mt(x) S2 

a partir de lo cual 

Con las ecuaciones (19.29) y (19.30) se establece el límite inferior para la excentricidad del 
tendón en puntos sucesivos a lo largo de la luz. Luego, con las ecuaciones (19.31) y (19.32) se 
establece el correspondiente límite superior; éste puede ser negativo indicando que, en ese sitio, el 
centroide del tendón puede estar por encima del centroide del concreto. 

A menudo es conveniente dibujar la envolvente de los perfiles aceptables para el tendón, 
como se ha hecho en la figura 19.19 para un caso común en el cual tanto la carga muerta como la 
viva se encuentran uniformemente distribuidas. Cualquier centroide del tendón que caiga en for- 
ma completa dentro de la zona sombreada es satisfactorio desde el punto de vista de los límites de 
esfuerzos en el concreto. Debe hacerse énfasis en que sólo el centroide del tendón debe estar 
dentro de la zona sombreada; los cables individuales aparecen a menudo por fuera de esta zona. 

Límite superior 
\ 

Zona límite para el 
centroide del acero \ 

\ Límite inferior 

FIGURA 19.19 
Zona b i t e  típica para el centroide del acero de preesfuerzo. 
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El perfil del tendón utilizado en realidad es a menudo una curva parabólica o una catenaria 
en el caso de vigas postensadas. El ducto que contiene el acero de preesfuerzo se coloca con la 
forma deseada y se mantiene en esa posición amarrándolo con alambres al refuerzo transversal del 
alma, después de lo cual puede vaciarse el concreto. En vigas pretensadas, se utilizan con frecuen- 
cia los tendones dejlectados. Los cables se sujetan hacia abajo en el centro, en los tercios o en los 
cuartos de la luz y hacia arriba en los extremos, para obtener una curva suave. 

En casos prácticos, a menudo no es necesario elaborar el diagrama de la zona centroidal, 
como el de la figura 19.19. Al colocar el centroide en su ubicación conocida en el centro de la luz, 
en o cerca del centroide del concreto en los apoyos, y con una forma casi parabólica entre estos 
puntos de control, se asegura el cumplimiento de los requisitos de esfuerzos límite. Con vigas no 
prismáticas, con aquéllas en las cuales se emplea un eje centroidal curvo del concreto o con vigas 
continuas, los diagramas como el presentado en la figura 19.19 resultan de gran ayuda. 

DISENO A FLEXIÓN CON BASE EN EL BALANCE DE CARGA 

En la sección 19.2b se enfatizó que un cambio en la alineación de un tendón de preesfuerzo en una 
viga produce una fuerza vertical sobre la viga en ese sitio. El hecho de preesforzar un elemento con 
tendones curvos o deflectados tiene entonces el efecto de introducir un conjunto de cargas equiva- 
lentes, que pueden considerarse como otras cargas que actúan para encontrar los momentos o las 
deflexiones. Cada perfil particular de tendones produce su propio conjunto único de fuerzas equi- 
valentes. Algunos perfiles típicos de tendones, con sus cargas equivalentes y diagramas correspon- 
dientes de momento se ilustraron en la figura 19.2. Ésta y la sección 19.2b deben revisarse 
cuidadosamente. 

El concepto de carga equivalente ofrece un método alterno para determinar la fuerza de 
preesfuerzo y la excentricidad requeridas. La fuerza de preesfuerzo y el perfil del tendón pueden 
establecerse de manera que las cargas externas que van a actuar sean contrarrestadas exactamente 
por las fuerzas verticales producidas por el preesfuerzo. El resultado neto, para ese conjunto par- 
ticular de cargas externas, es que la viga se somete sólo a compresión axial sin momento flector. La 
selección de la carga a balancear se deja a juicio del diseñador; con frecuencia, la carga que se 
selecciona es la suma del peso propio y de la carga muerta superpuesta. 

El método de diseño descrito en esta sección fue introducido en los Estados Unidos por T. Y. 
Lin en 1963 y se conoce como el método del balance de carga. Los fundamentos del método se 
ilustrarán en el contexto de la viga simplemente apoyada y con carga uniforme de la figura 19.20a. 
La viga se debe diseñar para una carga balanceada que consta de su peso propio w,, de la carga 
muerta superpuesta wd y de una fracción de la carga viva designada como kbwl. Dado que la carga 
externa se distribuye de manera uniforme, resulta razonable adoptar un tendón de forma parabólica. 
Se puede demostrar que un tendón parabólico producirá una carga uniformemente distribuida 
hacia arriba igual a 

donde P es la magnitud de la fuerza de preesfuerzo, y es la máxima flecha del tendón medida con 
respecto a una línea entre sus puntos extremos y 1 es la luz. 

Si la carga hacia abajo iguala en forma exacta a la carga hacia arriba generada por el tendón, 
estas dos cargas se cancelan y no se producen esfuerzos flectores, como se indica en la figura 19.20b. 
Los esfuerzos de flexión que genera la excentricidad del preesfuerzo son iguales y opuestos a los 
esfuerzos de flexión producidos por las cargas externas. El esfuerzo neto resultante es una compre- 
sión uniforme fa, igual a la producida por la fuerza axial P cos 8. Sin tener en cuenta los efectos 
dependientes del tiempo, la viga no presentará deflexiones verticales 
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i Tendón 
del concreto h 

1 

FIGURA 19.20 
Balance de carga para una viga uniformemente cargada: (a) cargas externas y equivalentes; (b)  esfuerzos 
en el concreto causados por los efectos axial y flector del preesfuerzo más la flexión producida por la carga externa 
balanceada; ( e )  esfuerzos en el concreto cuando se retira la carga kbwI. 

Si la carga viva se retira o se incrementa, se presentarán esfuerzos de flexión y deflexiones 
producto de la parte no balanceada de la carga. Los esfuerzos que resultan de este estado de carga 
diferencial deben calcularse y superponerse a la compresión axial para obtener los esfuerzos netos 
en el estado no balanceado. Con referencia a la figura 19.20c, los esfuerzos de flexión f; que 
resultan al retirar parte de la carga viva, se superponen al esfuerzo de compresión uniforme fa, que 
genera la combinación de la fuerza de preesfuerzo excéntrica y la carga total balanceada, para 
producir la distribución final de esfuerzos mostrada. 

Cargas diferentes de las uniformemente distribuidas llevarán a la selección de otras configura- 
ciones en el tendón. Por ejemplo, si la carga externa constara de una carga concentrada sencilla en el 
centro de la luz, se seleccionaría un tendón deflectado como el que se ilustra en la figura 19.20a, con 
excentricidad máxima en el centro de la luz y variando linealmente hasta una excentricidad nula en 
los apoyos. Para cargas concentradas aplicadas en los tercios, el disefiador seleccionaría un tendón 
deflectado en dichos puntos. Una viga en voladizo uniformemente cargada se esforzaría idealmente 
con un tendón en el cual la excentricidad varíe de manera parabólica, desde cero en el extremo libre 
hastay en el apoyo empotrado, en cuyo caso la reacción hacia arriba del tendón sería 

Es claro que, para luces sencillas diseñadas mediante el concepto del balance de carga, es 
necesario que el tendón tenga una excentricidad nula en los apoyos, puesto que los momentos 
ocasionados por las cargas superpuestas son nulos allí. Cualquier excentricidad en el tendón pro- 
duciría un momento no balanceado (en sí una carga equivalente) igual a la componente horizontal 
de la fuerza de preesfuerzo multiplicada por su excentricidad. En los extremos simplemente apoya- 
dos debe mantenerse el requisito de la excentricidad nula. 

En la práctica, el método del balance de carga para diseño se inicia con la selección de una 
sección transversal tentativa para la viga, con base en experiencia y buen juicio. A menudo se 
utiliza una relación apropiada entre luz y espesor. El perfil del tendón se selecciona utilizando la 
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máxima excentricidad disponible y luego se calcula la fuerza de preesfuerzo. El diseño tentativo se 
verifica para garantizar que los esfuerzos en el concreto están dentro de los límites admisibles con 
la carga viva totalmente ausente o aplicada en su totalidad, cuando los esfuerzos de flexión se 
superpongan a los esfuerzos de compresión axial. No existe seguridad con respecto a que la sección 
sea apropiada para estos estados de carga, ni que tendrá la resistencia adecuada cuando el elemen- 
to sea sobrecargado. Puede ser necesaria una revisión. 

Se debe observar, además, que el hecho de obtener un esfuerzo de compresión uniforme en 
el concreto en el estado de carga balanceado no asegura que el elemento tendrá una deflexión nula 
en este estado. La razón para esto es que la distribución uniforme de esfuerzos se compone de dos 
partes: la correspondiente a la fuerza excéntrica de preesfuerzo y la de las cargas externas. La 
fuerza de preesfuerzo varía con el tiempo por la retracción de fraguado, el flujo plástico y la relaja- 
ción, cambiando la deflexión vertical asociada con la fuerza de preesfuerzo. En forma concurrente, 
la viga presentará deflexiones por flujo plástico bajo el efecto combinado de la fuerza de preesfuerzo 
que disminuye y de las cargas externas, una parte de las cuales puede ser sostenida mientras que 
otra parte puede ser de corta duración. Sin embargo, si se lleva a cabo el balance de la carga con 
base sólo en la fuerza de preesfuerzo efectiva P, más el peso propio y la carga muerta externa, el 
resultado puede ser una deflexión cercana a cero para esta combinación. 

El método del balance de carga ofrece al ingeniero una herramienta útil. Para luces sencillas, 
el método lleva al diseñador a seleccionar un perfil razonable del tendón y enfoca la atención muy 
pronto en el problema de las deflexiones. Pero las ventajas más importantes son evidentes en el 
diseño de elementos preesforzados que están indeterminados, incluyendo tanto vigas continuas 
como losas en dos direcciones. Para estos casos, al menos para sólo una distribución de cargas, el 
elemento soporta únicamente compresión axial y no flexión. Esto simplifica el análisis. 

Ejemplo 19.5. Diseño de una viga iniciando con el balance de cargas. Una viga postensada debe 
diseñarse para soportar una carga uniformemente distribuida sobre una luz de 30 pies, como se 
ilustra en la figura 19.21. Además de su peso propio, la viga debe sostener una carga muerta de 150 
lb/pie lineal y una carga viva de servicio de 600 lblpie lineal. Se alcanzará una resistencia del concre- 
to de 4000 1b/pulg2 a los 28 días; para el momento de la transferencia de la fuerza de preesfuerzo, la 
resistencia será de 3000 lb/pulg2. Se supone que las pérdidas de preesfuerzo son de aproximada- 

-- ----____ ___----- 
T ? 'Tendón parabólh Pe =114k I 

I- 
30 pies 

4 

Carga balanceada 
Pi + M. 

Pe+ M,+ Md 

FIGURA 19.21 
(b) 

Ejemplo de diseño mediante el balance de cargas: (a) perfil de la viga y sección transversal; 
(b) esfuerzos de flexión en la sección de máximo momento. 
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mente el 20 por ciento de Pi. Con base en que aproximadamente un cuarto de la carga viva será 
sostenida durante un periodo sustancial, se utilizará un valor de kb de 0.25 para determinar la carga 
balanceada. 

Solución. Con base en una relación luz-espesor de 18, seleccionada en forma arbitraria, se escoge una 
sección tentativa de 20 pulg de altura total con un ancho de 10 pulg. El peso propio calculado de la 
viga es 208 lblpie lineal y la carga seleccionada para balancear es 

Wbar = w, + wd + kbwI = 208 + 150 + 150 = 508 lblpie lineal 

Con base en un recubrimiento mínimo de concreto de 4 pulg, medido desde el centroide del acero 
hasta la cara inferior de la viga, la excentricidad máxima que se puede utilizar para la sección tentátiva 
de 20 pulg es 6 pulg. Se utilizará un tendón parabólico para producir una reacción del tendón hacia 
arriba uniformemente distribuida. Para equilibrar la carga sostenida hacia abajo, la fuerza de preesfuerzo 
P, después de pérdidas debe ser, de acuerdo con la ecuación (19.33) 

y la correspondiente fuerza de preesfuerzo inicial es 

Para el estado de carga balanceado, el concreto se someterá a un esfuerzo de compresión uniforme de 

como aparece en la figura 19.21b. En caso de que se retire la carga viva parcial de 150 lb/pie lineal, 
los esfuerzos que deben superponerse a fbd son los que resultan de una carga neta hacia arriba de 
150 lblpie lineal. El módulo de la sección para la viga tentativa es igual a 667 pulg3 y 

900 
M,, bal. = 150 X - = 16,900 lb-pie 

8 

Por tanto, los esfuerzos flectores no balanceados en las caras superior e inferior son 

Entonces, los esfuerzos netos son 

De modo similar, cuando actúa la carga viva total, los esfuerzos que deben superponerse son los que 
resultan de una carga neta hacia abajo de 450 lb/pie lineal. Los esfuerzos resultantes en el concreto 
con la carga de servicio total son 

En la figura 19.216 se ilustran los esfuerzos en el concreto sin carga viva y con la carga viva totalmente 
aplicada. 

También es necesario investigar los esfuerzos para el estado inicial sin carga, cuando el elemen- 
to se somete a Pi más el momento que genera su peso propio. 

900 
M, = 208 X - = 23,400 lb-pie 

8 
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Por consiguiente, en el estado inicial: 

Los esfuerzos en los estados sin carga y con la carga de servicio total deben compararse con los 
valores permitidos por el código. Con fi = 4000 lb/pulg2 y fii = 3000 lb/pulg2, los esfuerzos permi- 
tidos son: 

fti = +165 1b/pulg2 f, = +380 lblpulg2 

fci = -1800 lb/pulg2 fcs = -2400 lb/pulg2 

Los esfuerzos reales, mostrados en la figura 19.21b, están dentro de estos límites y suficientemente cerca, y 
no se modiñcará la sección transversal tentativa de 10 x 20 pulg con base en los límites de esfuerzos. 

Ahora debe verificarse la resistencia última a flexión de los elementos para asegurar que se 
proporciona un factor de seguridad adecuado contra el colapso. El valor requerido de Pi de 143,000 lb 
se suministrará utilizando cable hecho con torones grado 250, con f = 250,000 lb/pulg2 y fpy = 212,000 
lb/pulg2. Con referencia a la sección 19.4, el esfuerzo inicial inmeditamente después de la transferen- 
cia no debe exceder 0.74 x 250,000 = 185,000 lb/pulg2 o 0.82 x 212,000 = 174,000 lb/pulg2 que con- 
trola en este caso. De acuerdo con esto, el área requerida del tendón de acero es 

Esta área se proporcionará utilizando ocho torones de pulg, con lo que se obtiene un área real de . 
0.864 pulg2 (ver la tabla A.16). Los esfuerzos resultantes en los estados inicial y final son 

fpi = - - 437000 - 166, WO lb/pulg2 
o. 864 

14,000 - 132,0()0 1b/pulg2 
fpe = - 0.864 

Utilizando la ecuación aproximada del Código ACI para el esfuerzo del acero en la falla [ver la ecua- 
ción (19.6)], con pp = 0.8641160 = 0.0054 y yp = 0.40 para los tendones corrientes grado 250, el 
esfuerzo fps está dado por: 

Entonces, 

La resistencia nominal a flexión es 

M. = Apfps(d - o) 2 = 0.864 X 210,000 

= 202,000 lb-pie 
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Este valor debe reducirse mediante el coeficiente q5 = 0.90 como es usual para obtener la resistencia 
de diseño: 

$M, = 0.90 x 202,000 = 182,000 lb-pie 

Se debe recordar que los coeficientes de carga del Código ACI en relación con las cargas muerta y viva 
son, respectivamente, 1.4 y 1.7. El factor de seguridad obtenido en el presente caso se evaluará con 
respecto al momento con la carga viva de servicio de 67,500 lb-pie, suponiendo que las cargas muertas 
pueden ser del orden de 1.4 veces los valores calculados, para ajustarse a los requisitos del Código 
ACI. De acuerdo con esto, 

Este valor excede el mínimo de 1.7 determinado por el Código ACI y el diseño se considera satisfactorio. 

PÉRDIDAS DE PREESFUERZO 

Como se analizó en la sección 19.6, la fuerza de preesfuerzo inicial Pi es menor inmediatamente 
después de la transferencia, que la fuerza aplicada con el gato Pj como consecuencia del acorta- 
miento elástico del concreto, del deslizamiento en los anclajes y de las pérdidas por fricción a lo 
largo de los tendones. La fuerza se reduce aún más después de un periodo de varios meses o aun de 
años, por los cambios de longitud que resultan de la retracción de fraguado, del flujo plástico del 
concreto y de la relajación del acero sometido a altos esfuerzos; con el tiempo, éste alcanza su valor 
efectivo P,. En las secciones anteriores de este capítulo, las pérdidas se tomaron en cuenta median- 
te la utilización de una relación de efectividad supuesta, R = PeIPi. 

La estimación de las pérdidas se realiza a diferentes niveles. En la mayor parte de los casos, 
para el diseño práctico, no es necesario adelantar cálculos detallados de las pérdidas. Es posible 
suponer un valor de R, basado en la experiencia o en cualquiera de varias expresiones empíricas 
que se utilizan en forma amplia. Para casos en que se requiere mayor precisión, resulta necesario 
estimar las pérdidas por separado, teniendo en cuenta las condiciones especiales de geometría del 
elemento, propiedades del material y los métodos de construcción pertinentes. La precisión en la 
estimación de las pérdidas puede mejorarse aún más si se tiene en cuenta la interdependencia de 
las pérdidas dependientes del tiempo, utilizando la sumatoria de las pérdidas en una secuencia de 
intervalos discretos de tiempo. Estos métodos se analizarán brevemente en los siguientes párrafos. 

a. Estimativos globales de las pérdidas 
Desde los primeros desarrollos del concreto preesforzado se reconoció la necesidad de contar con 
expresiones aproximadas para estimar la pérdida de preesfuerzo en el diseño de rutina. Muchos 
miles de exitosas estructuras preesforzadas se han construido con base en estos estimativos y cuan- 
do los tamaños de los elementos, las luces, los materiales, los procedimientos de construcción, la 
cantidad de fuerza de preesfuerzo y las condiciones ambientales no están por fuera de lo corriente, 
este método es satisfactorio. Para estas condiciones, la American Association of State Highway and 
Transportation Officials (AASHTO, referencia 19.15) recomienda los valores de la tabla 19.3. Las 
pérdidas por fricción no se incluyen en los valores para elementos postensados; éstas deben calcu- 
larse independientemente mediante las ecuaciones de la sección 19.13b. 

Las pérdidas recomendadas por la AASHTO en la tabla 19.3 incluyen pérdidas por acorta- 
miento elástico, flujo plástico, retracción de fraguado y relajación (ver más adelante). Así, si se van 
a comparar con los valores de R empleados para estimar las pérdidas en los ejemplos anteriores, 
que incluían sólo las pérdidas dependientes del tiempo por retracción de fraguado, flujo plástico y 
relajación, las pérdidas que genera el acortamiento elástico deben estimarse mediante los métodos 
de la sección 19.13b y deducirse del total. 
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TABLA 19.3 
Estimativo de las pérdidas de preesfuerzo 

Pérdida total, 1b/pulg2 
Tipo de acero 
de preesfuerzo 

Torón de pretensado - 
Alambre o torón de postensadoa 32,000 
Barras de postensadoa 22,000 

-- 

aLas pérdidas por fricción no se incluyen; éstas deben calcularse de acuerdo con la sección 19.13b. 
Fuente: Tomada de la referencia 19.15. 

Para los casos en que los estimativos globales de las pérdidas resulten inadecuados, como por 
ejemplo, para elementos de proporciones no usuales, luces excepcionales o concreto liviano, se 
debe realizar un estimativa por separado de las pérdidas individuales. Este tipo de análisis se com- 
plica por la interdependencia de las pérdidas dependientes del tiempo. Por ejemplo, la relajación 
de esfuerzos en los tendones se afecta por los cambios de longitud que ocasiona el flujo plástico del 
concreto; la tasa de flujo plástico, a su vez, se altera por el cambio del esfuerzo en el tendón. En las 
siguientes seis subsecciones, las pérdidas se consideran como si ocurrieran en forma separada, 
aunque se incluyen ciertos ajustes arbitrarios para tener en cuenta la interdependencia de las pér- 
didas dependientes del tiempo. Para el caso en que se requiera un mayor refinamiento, se utiliza un 
método paso a paso, como el que se menciona en la sección 19.13~ (ver también las referencias 
19.16 y 19.17). 

(1) Deslizamiento en los anclajes. A medida que la carga se transfiere a los dispositivos de anclaje 
en la construcción postensada, se presentará un leve movimiento hacia adentro del tendón, mien- 
tras que las cuñas se ajustan y el anclaje mismo se deforma al someterse a esfuerzo. La cantidad de 
movimiento variará de manera considerable según el tipo de anclaje y las técnicas de construcción. 
La mejor manera de determinar la cantidad de movimiento que genera el asentamiento y la defor- 
mación por esfuerzo asociada con cualquier tipo particular de anclaje es mediante ensayos. Una 
vez que se determine la cantidad AL, la pérdida de esfuerzo se calcula a partir de 

AL 
*fs, deslizamiento = Es 

Es importante observar que la cantidad de deslizamiento es casi independiente de la longitud del 
cable. Por esta razón, la pérdida de esfuerzo será grande en tendones cortos y relativamente peque- 
ña en tendones largos. La consecuencia práctica de esto es que resulta más difícil postensar tendo- 
nes cortos con algún grado de precisión. 

(2) Acortamiento elástico del concreto. En elementos pretensados, a medida que la fuerza del 
tendón se transfiere de los contrafuertes fijos a la viga de concreto, se presentará una deformación 
de compresión elástica e instantánea en el concreto, que tiende a reducir el esfuerzo en el acero de 
preesfuerzo adherido. La pérdida de esfuerzo en el acero es 
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donde fc es el esfuerzo en el concreto al mismo nivel del centroide del acero, inmediatamente 
después de aplicar el preesfuerzo: 

Si los tendones se colocan con alturas efectivas muy diferentes, la pérdida de esfuerzo debe eva- 
luarse separadamente en cada uno de ellos. 

Para calcular fc con la ecuación (19.37), se utiliza la fuerza de preesfuerzo posterior a la 
ocurrencia de las pérdidas que se calculan. Por lo general, es apropiado estimar que esta fuerza es 
aproximadamente un 10 por ciento menor que Pj. 

En elementos postensados, si todos los torones se tensionan a un mismo tiempo, no se pre- 
sentará pérdida por acortamiento elástico, puesto que este acortamiento ocurrirá a medida que se 
aplica la fuerza del gato y antes de medir la fuerza de preesfuerzo. Por otra parte, si se tensionan 
varios torones en secuencia, la pérdida de esfuerzo en cada torón variará, siendo máxima en el 
primer torón tensionado y cero en el último. En la mayor parte de los casos, es suficientemente 
preciso calcular las pérdidas en el primer torón y aplicar la mitad de este valor a todos los torones. 

(3) Pérdidas por fricción. Las pérdidas generadas por fricción a medida que el tendón se somete a 
esfuerzos en elementos postensados, se separan en dos partes por conveniencia: fricción por curva- 
tura y fricción por desviaciones. La primera se debe a los dobleces intencionales en el perfil del 
tendón, como se especifica, y la segunda a la variación no intencional del tendón con respecto al 
perfil deseado. Es claro que incluso un ducto "recto" tendrá algún desalineamiento no intencional, 
de manera que siempre debe considerarse la fricción por desviaciones en trabajos postensados. La 
fricción por curvatura también debe tenerse en cuenta. La fuerza en el extremo del tendón donde 
se coloca el gato Po, requerida para producir la fuerza Px en cualquier puntox a lo largo del tendón, 
puede determinarse a partir de la expresión 

donde e = base de logaritmos naturales 
1, = longitud del tendón desde el extremo del gato hasta el punto x 
a = cambio angular del tendón desde el extremo del gato hasta el punto x, 

en radianes 
K = coeficiente de fricción por desviaciones, 1bPb por pie 
p = coeficiente de fricción por curvatura 

Ha habido bastante investigación con respecto a las pérdidas por fricción en construcción 
preesforzada, en particular con relación a los valores de K yp. Estos valores varían en forma apre- 
ciable dependiendo de los métodos de construcción y de los materiales utilizados. Los valores de la 
tabla 19.4, tomados del comentario del Código ACI, son una guía. 

Si se acepta la aproximación de que la presión normal en el ducto que produce la fuerza de 
fricción resulta de la tensión inicial no disminuida alrededor de toda la curva, se obtiene la siguien- 
te expresión simplificada para la pérdida de tensión: 

Po = Px(l + M, + pa) (19.38b) 

donde a es el ángulo entre las tangentes en los extremos. El Código ACI permite la utilización de 
la forma simplificada si el valor de KI,  + p a  no es mayor que 0.3. 

La pérdida de preesfuerzo para la longitud total del tendón se calcula por segmentos, supo- 
niendo que cada segmento consta bien sea de un arco circular o de una longitud de tangente. 
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TABLA 19.4 
Coeficientes de fricción para tendones postensados 

Coeficiente Coeficiente 
por desviación por curvatura 

Tipo de tendón K, por pie P 

Tendones inyectados en conducto metálico 
Tendones de alambre 0.0010-0.0015 0.15-0.25 
Barras de alta resistencia 0.0001-0.0006 0.08-0.30 
Torones de siete hilos 0.0005-0.0020 0.15-0.25 

Tendones no adheridos 
Tendones de alambre cubiertos con masilla 0.0010-0.0020 0.05-0.15 
Torones de siete hilos cubiertos con masilla 0.0010-0.0020 0.05-0.15 
Tendones preengrasados de alambre 0.0003-0.0020 0.05-0.15 
Torones preengrasados de siete hilos 0.0003-0.0020 0.05-0.15 

(4) Flujo plástico del concreto. El acortamiento del concreto al someterse a carga sostenida se 
analizó en la sección 2.8, y se puede expresar en términos del coeficiente de flujo plástico Cc. El 
acortamiento por flujo plástico puede ser varias veces mayor que el acortamiento elástico inicial y 
es evidente que producirá una pérdida en la fuerza de preesfuerzo. La pérdida de esfuerzo se 
calcula a partir de 

*fs,flujo plástico = Ccnfc 

En la tabla 2.1 se presentan los valores de Cc para diferentes resistencias de concreto en condicio- 
nes promedio de humedad. 

El esfuerzo en el concreto f, que debe utilizarse en la ecuación (19.39), es el que se presenta 
al mismo nivel del centroide del acero, cuando están actuando la fuerza de preesfuerzo excéntrica 
más todas las cargas sostenidas. Si se utiliza la ecuación (19.37) el momento M, se debe remplazar 
por el momento que generan todas las cargas muertas más el de cualquier porción de la carga viva 
que pueda considerarse sostenida. 

Observe que la fuerza de preesfuerzo que produce el flujo plástico no es constante, sino que 
disminuye con el paso del tiempo por la relajación del acero, la retracción de fraguado del concreto y los 
cambios de longitud asociados con el flujo plástico mismo. Para tener en cuenta estos efectos, se reco- 
mienda suponer que la fuerza de preesfuerzo que produce el flujo plástico es un 10 por ciento menor 
que el valor inicial Pt 

(5) Retracción de fraguado del concreto. Es claro que la disminución en la longitud de un elemento 
por retracción de fraguado del concreto será tan perjudicial como los cambios de longitud ocasio- 
nados por esfuerzos, flujo plástico y otras causas. Como se analizó en la sección 2.11, la deforma- 
ción por retracción de fraguado puede variar aproximadamente entre 0.0004 y 0.0008. Si no se 
dispone de datos específicos, puede utilizarse un valor típico de 0.0006. La pérdida de esfuerzo en 
el acero resultante de la retracción de fraguado es 

Sólo es necesario tener en cuenta la parte de la retracción de fraguado que ocurre después de la 
transferencia de la fuerza de preesfuerzo al concreto. Para elementos pretensados, la transferencia 
se realiza por lo regular apenas 24 horas después de vaciar el concreto y casi toda la retracción 
ocurre después de este momento. Sin embargo, las vigas postensadas rara vez se someten a esfuer- 
zos antes de siete días y, con frecuencia, tardan mucho más. De manera aproximada, el 15 por 
ciento de la retracción de fraguado total puede ocurrir a la edad de siete días, en condiciones 
usuales, y cerca del 40 por ciento a la edad de 28 días. 
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(6) Relajación del acero. El fenómeno de la relajación, similar al del flujo plástico, se analizó en la 
sección 2.14. La pérdida en los esfuerzos por relajación variará según el esfuerzo en el acero y 
puede estimarse utilizando la ecuación (2.11). Para tener en cuenta la reducción gradual del es- 
fuerzo en el acero que resulta de los efectos combinados del flujo plástico, de la retracción de 
fraguado y de la relajación, el cálculo de ésta se basa en una fuerza de preesfuerzo 10 por ciento 
menor que Pi. 

Es interesante observar que la mayor parte de las pérdidas por relajación ocurren poco des- 
pués de haber estirado el acero. Para esfuerzos de 0.804, y mayores, aun un periodo corto de 
aplicación de cargas producirá una relajación sustancial y esto, a su vez, reducirá la relajación que 
se presenta posteriormente para un nivel más bajo de esfuerzos. La tasa de relajación puede enton- 
ces acelerarse en forma artificial aplicando un sobretensionamiento temporal. Esta técnica ha sido 
utilizada algunas veces para reducir las pérdidas. 

c. Estimativo de las pérdidas mediante el método del intervalo de tiempo 
Los cálculos de pérdidas de los párrafos anteriores reconocen la interdependencia de las pérdidas 
por flujo plástico, por retracción de fraguado y por relajación de manera aproximada, reduciendo 
arbitrariamente en un 10 por ciento la fuerza inicial de preesfuerzo Pi para obtener la fuerza de 
cálculo de las pérdidas por flujo plástico y por relajación. Para casos en que se requiera mayor 
precisión, las pérdidas pueden calcularse para intervalos discretos a lo largo del periodo de interés. 
La fuerza de preesfuerzo que produce pérdidas durante cualquier intervalo se toma igual al valor 
al final del intervalo de tiempo precedente, teniendo en cuenta las pérdidas que generan todas las 
causas hasta ese momento. La precisión puede mejorarse hasta el grado deseado, disminuyendo la 
duración y aumentando la cantidad de intervalos. 

El Committee on Prestress Losses of the Prestressed Concrete Institute desarrolló un méto- 
do paso a paso que utiliza sólo una cantidad limitada de intervalos de tiempo y que, en consecuen- 
cia, es adecuado para los casos corrientes (ver la referencia 19.16). 

REFUERZO A CORTANTE, A TENSIÓN DIAGONAL Y EN EL ALMA 

En vigas de concreto preesforzado sometidas a cargas de servicio, existen dos factores que dismi- 
nuyen en forma considerable la intensidad de los esfuerzos de tensión diagonal, en comparación 
con los que existirían si la fuerza de preesfuerzo no estuviera presente. El primero de éstos resulta 
de la combinación de esfuerzos longitudinales de compresión y de esfuerzos cortantes. En la figura 
19.2% se presenta una viga corriente de concreto reforzada a tensión y sometida a carga. Los 
esfuerzos que actúan sobre un pequeño elemento de la viga tomado muy cerca del eje neutro y del 

EIGURA 19.22 (4 
Análisis de esfuerzos principales en una viga de concreto reforzado. 
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apoyo se ilustran en la parte (b). Mediante el círculo de esfuerzos de Mohr (c) se encuentra que los 
esfuerzos principales actúan a 45O del eje de la viga (d) y son numéricamente iguales a la intensidad 
de los esfuerzos cortantes; así que, 

Suponga ahora que la misma viga con las mismas cargas se somete a un esfuerzo de precompresión 
con una magnitud c, como se indica en la figura 19.23a y b. A partir del círculo de Mohr (ver la 
figura 19.23c), el esfuerzo de tensión principal es 

y la dirección de la tensión principal con respecto al eje de la viga es 

2v 
tan 2a = - 

como aparece en la figura 19.23d. 
La comparación de la ecuación (a) con la (b), y de la figura 19.22c, con la figura 19.23~ de- 

muestra que con la misma intensidad de esfuerzos cortantes, la tensión principal en la viga 
preesforzada se reduce de manera sustancial. 

El segundo factor que trabaja para reducir la intensidad de la tensión diagonal con las cargas 
de servicio resulta de la pendiente de los tendones. Normalmente, esta pendiente es tal que produ- 
ce un cortante por las fuerzas de preesfuerzo, en dirección opuesta a la del cortante generado por 
la carga. La magnitud de este contracortante es V' = Pe sen 8, donde 8 es la pendiente del tendón en 
la sección considerada (ver la figura 19.8). 

Sin embargo, es importante observar que, a pesar de estas características de las vigas 
preesforzadas para el estado de cargas de servicio, una investigación de los esfuerzos de tensión 
diagonal con las cargas de servicio no garantiza un factor adecuado de seguridad contra la falla. En 
la figura 19.23c, es evidente que una disminución relativamente pequeña en los esfuerzos de com- 
presión y un aumento en los esfuerzos cortantes, que pueden ocurrir cuando la viga se sobrecargue, 
producirá un incremento desproporcionado en la tensión principal resultante. Además de este 
efecto, si el contracortante de los tendones inclinados se utiliza para reducir el cortante de diseño, 
su contribución no aumenta en forma directa con la carga sino con mucha más lentitud (ver la 

FIGURA 19.23 
Análisis de esfuerzos principales en una viga de concreto preeforzado. 
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sección 19.7). En consecuencia, un pequeño aumento en el cortante total puede generar un gran 
incremento en el cortante neto para el cual debe diseñarse la viga. Por estas dos razones, en vigas 
preesforzadas es necesario basar el diseño a tensión diagonal en cargas mayoradas en vez de cargas 
de servicio. El estudio de los esfuerzos principales en la viga preesforzada que no está fisurada es 
importante sólo para estimar la carga con que se forma la primera grieta diagonal. 

Con cargas cercanas a la de falla, una viga preesforzada se encuentra por lo general extensa- 
mente fisurada y se comporta en forma muy parecida a una viga corriente de concreto reforzado. 
De acuerdo con esto, muchos de los procedimientos y ecuaciones desarrollados en la sección 4.5 
para el diseño del refuerzo en el alma de vigas no preesforzadas, pueden aplicarse igualmente a 
vigas preesforzadas. El diseño a cortante se basa en la relación 

Vu ' #Vn (19.41) 

donde Vu es la fuerza cortante total aplicada a la sección por las cargas mayoradas y Vn es la 
resistencia nominal a cortante, igual a la suma de las contribuciones del concreto y del refuerzo en 
el alma: 

El coeficiente de reducción de resistencia # se toma igual a 0.85 para cortante. 
Para calcular el cortante para cargas mayoradas V , la primera sección crítica se supone loca- 

! 
lizada a una distancia h/2 de la cara del apoyo, y las secciones localizadas a distancias menores que 
hl2 se diseñan para el cortante calculado a hl2. 

La fuerza cortante Vc que resiste el concreto después de que ocurre el agrietamiento se toma 
igual al cortante generado por la primera grieta diagonal. En los ensayos realizados en vigas de 
concreto preesforzado se han observado dos tipos de grietas diagonales: 

1. Grietas por cortante y flexión, que se presentan a un cortante nominal Vci, inician como grietas 
de flexión casi verticales en la cara a tensión de la viga y luego se propagan diagonalmente hacia 
arriba (bajo la influencia de la tensión diagonal), en dirección a la cara a compresión. Éstas son 
comunes en vigas con una fuerza de preesfuerzo relativamente baja. 

2. Grietas por cortante en el alma, que ocurren a un cortante nominal Vc, inician en el alma por la 
alta tensión diagonal y luego se propagan en forma diagonal tanto hacia arriba como hacia 
abajo. Éstas se presentan a menudo en vigas con almas delgadas sometidas a altas fuerzas de 
preesfuerzo. 

Con base en investigaciones experimentales extensas, se estableció que el cortante que pro- 
duce el agrietamiento por cortante y flexión puede determinarse mediante la expresión 

donde Vc50+d+l es la fuerza cortante producida por la carga total, a la cual se forma la grieta de 
flexión en la sección que se estudia, y 0.6JfC,,,d representa una fuerza cortante adicional requeri- 
da para transformar la grieta de flexión en una grieta inclinada. 

Aunque el peso propio es por lo general una carga uniformemente distribuida, las cargas 
muerta y viva superpuestas pueden tener cualquier distribución. En consecuencia, es conveniente 
separar el cortante total en Vó producido por la carga de la viga (sin coeficiente de carga) y VCp la 
fuerza cortante adicional, producto de las cargas muerta y viva superpuestas, correspondientes al 
agrietamiento por flexión. Entonces, 
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El cortante Vcr por cargas superpuestas se encuentra convenientemente a partir de 

donde Vd+l/Md+l, la relación entre el cortante y el momento para las cargas muerta y viva super- 
puestas, permanece constante a medida que la carga aumenta hasta la carga de agrietamiento, y 

donde c2 = distancia desde el centroide del concreto hasta la cara a tensión 

fipe 
= esfuerzo de compresión en la cara a tensión que resulta de la fuerza efectiva 

de preesfuerzo actuando sola 

fb = esfuerzo en la fibra inferior por el peso propio de la viga? 

El primer término en el paréntesis es un estimativo conservador del módulo de rotura. El 
esfuerzo en la fibra inferior por el peso propio se resta en este caso porque se considera en forma 
independiente en la ecuación (b). Así, la ecuación (b) se transforma en 

Los ensayos indican que no es necesario que Vci sea menor que 1.7 G b & .  El valor de d no nece- 
sita tomarse menor que 0.80h para ésta y para todas las ecuaciones relacionadas con cortante, de 
acuerdo con el Código ACI, a menos que se indique de manera específica otra cosa. 

La fuerza cortante que produce el agrietamiento por cortante en el alma se determina a 
partir de un cálculo exacto de los esfuerzos principales, en el cual el esfuerzo principal de tensión se 
hace igual a la capacidad a tensión directa del concreto (tomada conservadoramente 4 f l  de acuer- 
do con el Código ACI). Como alternativa, el Código ACI permite la utilización de la expresión 
aproximada 

en la cual$, es el esfuerzo de compresión en el concreto después de pérdidas, en el centroide de la 
sección de concreto (o en la unión del alma y del ala cuando el centroide cae dentro del ala), y 5 
es la componente vertical de la fuerza efectiva de preesfuerzo. 

Después de calcular Vci y Vcw, el valor de Vc (la resistencia a cortante proporcionada por el 
concreto) se toma igual al menor de estos dos valores. 

El cálculo de Mcp Vci y Vcw para una viga preesforzada es un asunto tedioso porque muchos 
de los parámetros varían a lo largo del eje del elemento. Para cálculos a mano, las cantidades 
requeridas pueden encontrarse a intervalos discretos a lo largo de la luz, como a 1/2,1/3,1/6, y a h/2 
de la cara del apoyo, y los estribos se colocan con los espaciamientos correspondientes. También 
pueden utilizarse hojas electrónicas para cálculos en computador. 

Para abreviar los cálculos requeridos, el Código ACI incluye como una alternativa conserva- 
dora al procedimiento descrito antes, una ecuación para determinar de modo directo la resistencia 
a cortante del concreto Vc: 

Todos los esfuerzos están expresados en valor absoluto de acuerdo con la convención del ACI. 
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en la cual M, es el momento flector presente de manera simultánea con la fuerza cortante V,, 
pero VudlMu no debe tomarse mayor que 1.0. Cuando se utilice esta ecuación, no es necesario 
que Vc se tome menor que 2 E b w d  ni mayor que 5 C b w d .  Aunque la ecuación (19.46) es 
tentadoramente fácil de utilizar y puede ser adecuada para elementos de menor importancia 
cargados uniformemente, su utilización puede producir diseños bastante costosos para vigas 1 de 
luces medianas y largas, y para construcción compuesta (ver la referencia 19.18). 

Cuando se utiliza refuerzo a cortante perpendicular al eje de la viga, su contribución a la 
resistencia a cortante de una viga preesforzada es 

la misma que para un elemento no preesforzado. De acuerdo con el Código ACI, el valor de Vs no 
debe tomarse mayor que 2 x b w d .  

La resistencia nominal total a cortante Vn se determina sumando las contribuciones del acero 
y del concreto, como se indicó en la ecuación (19.42): 

Entonces, a partir de la ecuación (19.41), 

v, = Wn = @(\ + VC) 

a partir de lo cual, 

El área de la sección transversal requerida para un estribo, A,, se calcula con una transposición 
conveniente de la ecuación (19.49). 

En el diseño práctico, el ingeniero seleccionará normalmente un tamaño tentativo para el estribo, 
para el cual encontrará el espaciamiento requerido. Una forma más conveniente de formular esta 
última ecuación es 

En todos los elementos de concreto preesforzado debe suministrarse al menos cierta área mínima 
de refuerzo a cortante, cuando la fuerza cortante total mayorada sea mayor que la mitad de la 
resistencia a cortante $Vc proporcionada por el concreto. De acuerdo con el Código ACI, se hacen 
excepciones para losas y zapatas, para entrepisos construidos con viguetas de concreto y para cier- 
tas vigas de muy poca altura. El área mínima de refuerzo a cortante que debe proveerse en todos 
los demás casos debe tomarse igual al menor de 
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en las cuales A es el área de la sección transversal del acero de preesfuerzo, fp, es la resistencia 
4 , última a la tension de! acero de preesfuerzo, y todos los demás términos son como se definieron 

previamente. 
El Código ACI contiene ciertas restricciones relacionadas con el espaciamiento máximo del 

refuerzo en el alma para garantizar que cualquier grieta diagonal potencial quedará atravesada por 
una cantidad mínima de acero en el alma. Para elementos preesforzados, este espaciamiento máximo 
no debe exceder al menor de 0.75h o 24 pulg. Si el valor de Vs excede 4 f l b , d ,  estos límites se 
reducen a la mitad. 

Ejemplo 19.6. La viga 1 asimétrica de la figura 19.24 soporta una fuerza efectiva de preesfuerzo de 288 
klb, una carga muerta superpuesta de 345 lblpie lineal y una carga viva de servicio de 900 lblpie lineal, 
además de su peso propio de 255 lblpie lineal, en una luz sencilla de 50 pies. En la sección de momento 
máximo, la altura efectiva del acero principal es 24.5 pulg (excentricidad 11.4 pulg). Los alambres se 
deflectan hacia arriba a 15 pies de los apoyos y la excentricidad se reduce linealmente hasta cero en los 
apoyos. Si se utiliza concreto con una resistencia fi = 5000 lb/pulg2, estribos con f = 40,000 lb/pulg2 

Y 
y si los alambres de preesfuerzo tienen una resistencia&, = 275 klb/pulg2, ¿cuál es el espaciamiento 
requerido para los estribos en un punto a 10 pies del apoyo? 

Solución. Para una sección transversal de las dimensiones determinadas, se confirma que 1, = 24,200 
pulg4 y r2 = ZC/Ac = 99 pulg2. A una distancia de 10 pies del centro de los apoyos, la excentricidad del 
tendón es 

que corresponde a una altura efectiva d desde la cara de compresión de 20.7 pulg. De acuerdo con el Código 
ACI, se utilizará el mayor valor d = 0.80 x 29 = 23.2 pulg. Los cálculos de Vd se basan en las ecuaciones 
(19.43) y (19.44). El esfuerzo en la fibra inferior a causa del preesfuerzo efectivo actuando solo es 

El momento y el cortante en la sección debidos al peso propio de la viga son, respectivamente, 

W X 
= z ( 1  - x) = 0.255 X 5 X 40 = 51 klb-pie 

2 

Vo,lo = w0 - - x = 0.255 X 15 = 3.8 klb G 1 
y el esfuerzo en la fibra inferior por esta carga es 

fio = 51 127000 15'9 = 402 lb/pulg2 
24.200 

FIGURA 19.24 
Viga postensada del ejempb 19.6. 
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Entonces, a partir de la ecuación (19.43), 

La relación entre el cortante y el momento de las cargas superpuestas en esta sección es 

La ecuación (19.44) se utiliza entonces para determinar la fuerza cortante para la cual puede esperar- 
se la formación de las grietas por cortante y flexión: 

Vci = [0 .6&66(5  x 23.2) + 3800 + 0.075 X 330,0001 x = 33.5 klb 

El límite inferior de 1.7 (5 x23.2)/1000 = 13.9 klb no controla en este caso. 
El cálculo de Vcw se basa en la ecuación (19.45). La pendiente 8 de los tendones en la sección 

que se analiza es tal que sen 8 E tan 8 = 11.4/(15 x 12) = 0.063. En consecuencia, la componente 
vertical de la fuerza efectiva de preesfuerzo es Vp = 0.063 x 288 = 18.1 klb. El esfuerzo de compresión 
en el concreto en el centroide de la sección es 

La ecuación (19.45) puede utilizarse ahora para encontrar el cortante en el que deben formarse las 
grietas de cortante en el alma: 

En este caso, 

vc = vci = 33.5 klb 

En la sección analizada, la fuerza cortante total con las cargas mayoradas es 

Vu = 1.4 x 0.600 x 15 + 1.7 x 0.900 x 15 = 35.6 klb 

Cuando se utilizan estribos No. 3 en forma de U, para los cuales A, = 2 x 0.11 = 0.22 pulg2, el 
espaciamiento requerido se encuentra a partir de la ecuación (19.51) y es igual a 

0.85 X 0.22 X 40,000 X 23.2 
S = 

35,600 - 0.85 X 33,500 = 25 pulg 

Luego se aplica la ecuación (19.53) para establecer el criterio de máximo espaciamiento 

Los otros criterios para espaciamiento máximo, 314 x 29 = 22 pulg y 24 pulg, no controlan en este 
caso. Se utilizarán estribos abiertos en forma de U, colocados cada 15 pulg. 

Por comparación, el cortante en el concreto se calculará con base en la ecuación (19.46). La 
relación Vu/Mu es 0.075, y 

1 + 700 x 0.075 x 23.2 (5 x 23.2) x - = 16.7 klb 
12 lo00 

Los límites inferior y superior, 2 m  (5 x23.2)/1000 = 16.4 klb y 2 m  (5 ~23.2) /1000 = 41.0 klb 
y no controlan en este caso. Entonces, con base en el valor de Vc obtenido a partir de la ecuación 
(19.46), el espaciamiento requerido por los estribos No. 3 en forma de U es 

0.85 X 0.22 X 40,000 X 23.2 
S = 

35,600 - 0.85 X 16,700 
= 8 pulg 
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Para este caso, el de una viga con sección en 1 de luz intermedia, se requiere más de tres veces el acero 
en el alma en el sitio investigado si se utiliza la expresión alterna que permite obtener el valor de V, en 
forma directa. 

ESFUERZO DE ADHERENCIA, LONGITUD DE TRANSFERENCIA 
Y LONGITUD DE DESARROLLO 

Existen dos fuentes independientes de esfuerzos de adherencia en vigas de concreto preesforzado: 
(1) adherencia por flexión, que se presenta en la construcción pretensada entre los tendones y el 
concreto, y en la construcción postensada inyectada entre los tendones y la lechada, y entre el 
conducto (si existe) y el concreto, y (2) adherencia por transferencia del preesfuerzo, aplicable 
por lo general sólo a elementos pretensados. 

a. Adherencia por flexión 
Los esfuerzos de adherencia por flexión surgen por los cambios de tensión a lo largo del tendón 
que resultan de las diferencias en los momentos flectores en secciones adyacentes. Son proporcio- 
nales a la tasa de cambio del momento flector y, por tanto, a la fuerza cortante, en determinada 
sección a lo largo de la luz. En secciones de concreto no fisuradas, el esfuerzo de adherencia por 
fricción es muy bajo; después del agrietamiento, es mayor en un orden de magnitud. Sin embargo, 
en el diseño de vigas de concreto preesforzado no es necesario tener en cuenta el esfuerzo de 
adherencia por flexión siempre y cuando se suministren anclajes apropiados para el tendón en los 
extremos, bien sea mediante anclaje mecánico (postensado) o empotramiento del torón (pretensado). 

b. Longitud de transferencia y longitud de desarrollo 
En vigas pretensadas, una vez que se libera la fuerza externa de los gatos, la fuerza de preesfuerzo 
se transfiere desde el acero hasta el concreto en las zonas cercanas a los extremos del elemento, 
mediante adherencia a lo largo de una distancia conocida como longitud de transferencia. La longi- 
tud de transferencia depende de varios factores, que incluyen el esfuerzo en el acero, la configura- 
ción de la sección transversal del acero (es decir, torones versus alambres), la condición de la 
superficie del acero y la velocidad con que se descarga la fuerza del gato. Con base en ensayos 
realizados sobre torones de preesfuerzo (ver la referencia 19.19), el preesfuerzo efectivobe en el 
acero actúa a lo largo de una longitud de transferencia desde el extremo del elemento igual a 

donde 1, = longitud de transferencia, pulg 
db = diámetro nominal del torón, pulg 
be = preesfuerzo efectivo, klb/pulg2 

Los mismos ensayos indican que la distancia adicional necesaria para desarrollar la resisten- 
cia a la falla del acero, más allá de la longitud de transferencia original, se representa bastante bien 
mediante la expresión 

donde la cantidad entre paréntesis es el incremento de esfuerzo por encima del nivel efectivo de 
preesfuerzo (en unidades de klb/pulg2) necesario para alcanzar el esfuerzo del acero calculado en 
la falla&. Así que, la longitud de desarrollo total en la falla es 
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El Código ACI no exige que se verifique el esfuerzo de adherencia por flexión en los elementos 
pretensados ni en los postensados, pero requiere que se proporcione la longitud total de desarrollo 
dada por la ecuación (19.54), para los torones pretensados, más allá de la sección crítica a flexión. La 
verificación puede limitarse a las secciones transversales más cercanas a cada uno de los extremos del 
elemento; en éstas se necesita el desarrollo de la resistencia total a flexión bajo la carga última espe- 
cificada. 

DISENO DE LA ZONA DE ANCLAJE 

En vigas de concreto preesforzado, la fuerza de preesfuerzo se introduce como una concentración 
de carga que actúa sobre una fracción relativamente pequeña de la altura total del elemento. En 
vigas postensadas con anclaje mecánico, la carga se aplica en la cara extrema mientras que en vigas 
pretensadas se introduce un poco más gradualmente a lo largo de la longitud de transferencia. En 
cualquier caso, la distribución de esfuerzos de compresión en el concreto se vuelve lineal, ajustán- 
dose a lo dispuesto por la excentricidad global de las fuerzas aplicadas, sólo después de una distan- 
cia desde el extremo aproximadamente igual a la altura de la viga. 

Esta transición de esfuerzos longitudinales de compresión, de concentrados a distribuidos 
linealmente, genera esfuerzos transversales de tensión (verticales) que pueden producir agrietamien- 
to longitudinal del elemento. El patrón y la magnitud de los esfuerzos en el concreto dependen de la 
localización y distribución de las fuerzas concentradas que aplican los tendones. Se han realizado 
numerosos estudios utilizando los métodos de elasticidad clásica, fotoelasticidad y análisis mediante 
elementos finitos y algunos resultados típicos se presentan en la figura 19.25. En este caso la viga se 
carga uniformemente a lo largo de una altura igual a h/8, con una excentricidad de 3h/8. Se dibujan 

' Zona de esfuerzos 
Zona de esfuerzos de tensión 

explosivos 0.3 Coeficiente de 6 
FIGURA 19.25 
Contornos de esfuerzos verticales iguales (adaptada de la referencia 19.14). 
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líneas de contorno que unen los puntos de igual tensión vertical, con coeficientes que expresan la 
relación entre el esfuerzo vertical y la compresión longitudinal promedio. Comúnmente, se presentan 
grandes esfuerzos de carácter ss,losivo a lo largo del eje de la carga y a una distancia corta dentro de 
la zona extrema, y grandes esfuerzos de descascaramiento en la cara cargada. 

En muchas vigas 1 preesforzadas y postensadas se suministran bloques extremos sólidos, como 
aparecen en la figura 19.26. Aunque éstos son a menudo necesarios para acomodar los dispositivos 
de anclaje en el extremo, en realidad son poco útiles para reducir la tensión transversal o para 
evitar el agrietamiento. 

El acero de refuerzo para los esfuerzos de las zonas extremas puede constar de barras verti- 
cales de diámetro relativamente pequeño y poco espaciamiento, que deben estar bien ancladas en 
las partes superior e inferior del elemento. Por lo general, se utilizan estribos cerrados con barras 
horizontales auxiliares por dentro de los dobleces a 90". 

Un diseño racional del refuerzo en las zonas extremas debe reconocer la posibilidad de que 
ocurra agrietamiento horizontal. Si se proporciona el refuerzo apropiado que restrinja la longitud 
de las grietas a unas pocas pulgadas y el ancho de las mismas a 0.01 pulg o menos, estas grietas no 
serán perjudiciales para el comportamiento de la viga con las cargas de servicio o en estados de 
sobrecarga. Se debe observar que los esfuerzos en las zonas extremas, en vigas pretensadas y en 
vigas postensadas adheridas, no aumentan en proporción a las cargas. El esfuerzo de falla&$ en el 
tendón en el momento de falla de la viga se alcanza únicamente en la sección de máximo momento. 

Con base en ensayos publicados en la referencia 19.20, se propuso una ecuación muy sencilla 
para el diseño del refuerzo en las zonas extremas de elementos pretensados: 

donde A, = área total necesaria de la sección transversal de estribos, pulg2 

Pi = fuerza inicial de preesfuerzo, lb 
h = altura total del elemento, pulg 
fs = esfuerzo admisible en los estribos, lb/pulg2 

1, = longitud de transferencia, pulg 

Mediante ensayos se ha encontrado que un esfuerzo admisible de fs = 20,000 lb/pulg2 produce 
anchos de grieta aceptablemente pequeños. El refuerzo requerido con un área total A, debe 
distribuirse a lo largo de una longitud igual a h/5, medida desde la cara extrema de la viga, y para un 
control más efectivo del agrietamiento, el primer estribo debe colocarse tan cerca de la cara extre- 
ma como sea práctico. En la referencia 19.20 se recomienda suministrar refuerzo vertical de acuer- 
do con la ecuación (19.55) en todos los elementos pretensados, a menos que los ensayos o la 
experiencia indiquen que el agrietamiento no se presenta para las cargas de s e ~ c i o  o los estados 
de sobrecarga. 

/ Anclajes extremos 

\ Bloque extremo rectangular 

FIGURA 19.26 
Viga 1 postensada con un bloque extremo rectangular. 
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Para elementospostensados, el refuerzo en las zonas extremas se diseña por lo general con base 
en un análisis de equilibrio de la zona de anclaje fisurada (ver la referencia 19.21). La figura 19.27a 
ilustra la zona extrema de una viga postensada, con preesfuerzo inicial Pi aplicado con una excentri- 
cidad e. A cierta distancia 1 del extremo, la distribución de esfuerzos de compresión es lineal. La 
figura 19.27b presenta las fuerzas y los esfuerzos que actúan sobre el cuerpo libre 0-1-2-3 limitado por 
los bordes de los elementos, por una grieta horizontal supuesta y por la cara extrema interna de la 
zona de anclaje. 

En general, las fuerzas horizontales producirán tanto un momento como una fuerza cortante 
en la cara 1-2. El cortante es resistido por el entrelazamiento de agregados y el momento resistente 
necesario lo provee la fuerza de tensión T del refuerzo y la resultante a compresión C la da el 
concreto, que se supone que actúa a una distancia h de la cara del extremo. La altura c del cuerpo 
libre, determinada por el nivel de la grieta, se establece a partir de la condición de que el momento 
generado por las fuerzas horizontales será máximo en el nivel donde se forma la grieta. En casos 
prácticos, los momentos se calculan para diferentes incrementos de la altura, empezando en la 
parte inferior de la viga, y se dibujan como una función de la distancia desde la parte inferior. En la 
figura 19.27~ se ilustran resultados típicos. 

(a) Extremo de la viga que indica la ubicación del cuerpo libre 

+ /  4 
(b) Fuerzas sobre el cuerpo libre 

(c) Variación del momento con la altura 

la cara 

FIGURA 19.27 
Análisis de la zona extrema de una viga postensada: (a) extremo de la viga que indica el cuerpo libre; 
(b) fuerzas sobre el cuerpo libre; (c) variación del momento con la altura. 

www.elsolucionario.org



CONCRETO PREESFORZADO 639 

A partir de este análisis se puede encontrar el área total requerida de acero de refuerzo: 

donde f, es el esfuerzo admisible los estribos (por lo general tomado como 20,000 lblpulg2), x es la 
distancia en pulgadas desde la cara extrema hasta el centroide del acero, y los otros términos son 
como se definieron previamente. En vigas postensadas deben proporcionarse estribos a lo largo de 
una distancia igual a h/2 desde la cara extrema para resistir la tensión calculada. 

Además de los esfuerzos verticales de tensión que producen resquebrajamiento, la gran con- 
centración de compresión longitudinal bajo las platinas de apoyo de los anclajes puede producir 
daños en las zonas extremas de vigas postensadas. En general, el subcontratista encargado del 
postensionamiento proporciona refuerzo especial en esta zona, más comúnmente en la forma de 
espiral, concéntrico con el anclaje del tendón y localizado directamente contra la platina de contac- 
to (ver la referencia 19.22). Este refuerzo, cuya conveniencia la establece el fabricante mediante 
ensayos, mejora la resistencia del concreto por confinamiento, induciendo compresión triaxial. 
Para sistemas particulares debe buscarse la información específica. 

De manera alternativa, la platina de contacto se puede dimensionar de modo que los esfuer- 
zos de contacto sean adecuadamente bajos. El comentario del Código ACI 1995 hace referencia a 
ecuaciones que aparecieron por última vez en el comentario de 1983. De acuerdo con esta edición, 
el esfuerzo de contacto en el concreto, cuando actúa la fuerza inicial de preesfuerzo Pi, no debe 
exceder 

Después de tener en cuenta las pérdidas de preesfuerzo, el esfuerzo de contacto cuando actúa la 
carga P, no debe exceder 

f b = 0 . 6 f ; g  y sf; (19.57b) 

En estas ecuaciones, Al es el área de contacto de la platina de anclaje yA2 es el área máxima de la 
porción de la superficie de anclaje geométricamente similar y concéntrica con el área de la platina 
de anclaje. 

Ejemplo 19.7. Diseño del refuerzo en la zona extrema de una viga postensada. Debe diseñarse el 
refuerzo en la zona extrema de la viga postensada rectangular que aparece en la figura 19.28~. Se 
aplica una fuerza de preesfuerzo inicial Pi de 250 klb mediante dos tendones que tienen una excentri- 
cidad de 10.5 pulg, produciendo esfuerzos longitudinales en el concreto que varían linealmente desde 
2153 lb/pulg2 a compresión en la parte inferior hasta 764 Ib/pulg2 a tensión en la parte superior. Se 
utilizarán estribos verticales cerrados, como se ilustra en la figura 19.28b, trabajando a un esfuerzo 
admisible de 20,000 lb/pulg2. 

Solución. Para propósitos del cálculo, la viga se dividirá en intervalos de 3 pulg de altura y se supondrá 
que el esfuerzo en el concreto, en el centro de cada intervalo, actúa uniformemente en toda la altura 
de este intervalo. Los valores están determinados en la figura 19.28~. Los momentos producidos por 
estos esfuerzos y por las fuerzas concentradas de los tendones se calculan a intervalos de 3 pulg, con- 
siderando positivos los momentos que actúan en el sentido de las agujas del reloj. Los resultados se 
determinan en la tabla 19.5 y aparecen dibujados en la figura 19.28d. Se observa que se obtiene un 
momento máximo de 388 klb-pulg actuando a una distancia de 15 pulg por encima de la parte inferior 
de la viga de tal manera que produce tensión cerca de la cara extrema (zona de descascaramiento). 

Se supondrá que el centroide de las fuerzas de los estribos en una distancia igual a h/2 desde la 
cara extrema está ax  = 8 pulg. Entonces, a partir de la ecuación (19.56), el área transversal requerida 
de refuerzo de la zona extrema es 
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7 Estribos # 3 -I2W 

FIGURA 19.28 
Diseño del refuerzo en la zona 
(d) momentos. 

-388 O +217 
Momento, klblpulg 

de anclaje: (a) zona extrema; (b) sección transversal; (c)  fuerzas y esfuerzos; 

TABLA 19.5 
Momentos en la sección horizontal del ejemplo de diseño de la zona extrema 

Distancia desde Momento de los esfuerzos Momento de las fuerzas Momento 
la parte inferior, en el concreto, de preesfuerzo, neto, 
P U ~  klb-pulg klb-pulg klb-pulg 

o o o o 
3 108 O 108 

4.5 217 O 217 

6 418 -375 43 

9 897 -1125 -228 

12 1514 -1875 -361 
15 2237 -2625 -388 

18 3035 -3375 -340 
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Cuatro estribos cerrados No. 3 en forma de aro suministran un área de 4 x 0.11 x 2 = 0.88 pulg2, 
exactamente igual a la requerida. El primer estribo se colocará a 2 pulg de la cara extrema, seguido por 
tres estribos espaciados a 4 pulg dentro de la distancia h/2 = 15 pulg, como aparece en la figura 19.28~. 
Esto sitúa el centroide del acero a 8 pulg de la cara extrema, como se supuso. 

Un segundo momento máximo, con signo opuesto y con un valor de 217 klb-pulg, se indica en la 
figura 19.28d con una tensión asociada al nivel de la fuerza de preesfuerzo y a cierta distancia hacia 
adentro desde la cara extrema (zona explosiva). La fuerza de tensión 

puede absorberse mediante tres estribos adicionales, proporcionando un total de siete estribos No. 3, 
espaciados a 4 pulg. Se suministra entonces el refuerzo en la zona extrema expuesto en la figura 19.28a, 
a lo largo de una distancia aproximadamente igual a h desde la cara extrema. No se muestra el acero 
especial en espiral que coloca quien suministra los tendones y que está ubicado directamente contra el 
anclaje del tendón y concéntricamente con éste. 

La deflexión de las vigas esbeltas y relativamente flexibles que se pueden construir mediante la 
utilización del preesfuerzo debe estimarse cuidadosamente. Muchos elementos, satisfactorios des- 
de todos los otros puntos de vista, han demostrado ser inservibles por su deformación excesiva. En 
algunos casos, el valor absoluto de la deflexión es excesivo. A menudo, ia deformación diferencial 
entre elementos adyacentes (por ejemplo, unidades prefabricadas para tableros de cubiertas) es la 
que genera problemas. Con bastante frecuencia las dificultades que ocurren están asociadas con la 
deflexión hacia arriba producida por la carga sostenida de preesfuerzo. Tales dificultades se evitan 
con una consideración adecuada en el diseño. 

Cuando se aplica por primera vez la fuerza de preesfuerzo, una viga presentará normalmente 
una contraflecha hacia arriba. Con el transcurso del tiempo, la retracción de fraguado y el flujo 
plástico del concreto producirán una reducción gradual de la fuerza de preesfuerzo; a pesar de 
esto, la deflexión hacia arriba aumentará por lo general a causa del flujo plástico diferencial, que 
afecta más las fibras inferiores sometidas a altos esfuerzos que las superiores. Con la aplicación de 
las cargas muerta y viva superpuestas, esta deflexión hacia arriba se balanceará parcial o totalmen- 
te y se obtendrá una deflexión nula o una deflexión hacia abajo. Es claro que, al calcular esta 
deformación, debe prestarse atención especial a la duración de la carga. 

El estimativo de la deflexión puede realizarse con diferentes niveles de precisión, según la 
naturaleza e importancia del trabajo. En algunos casos es suficiente aplicar unos límites a la rela- 
ción luz-altura, con base en las experiencias pasadas. En general, es necesario calcular las deflexiones 
(de acuerdo con el Código ACI, es preciso calcularlas para todos los elementos preesforzados). El 
método aproximado que se describe en este numeral resultará suficientemente preciso para la 
mayoría de los propósitos. En circunstancias especiales, donde es importante obtener la mejor 
información posible con relación a la deflexión en todos los estados importantes de carga, como en 
puentes de luces largas, el único método satisfactorio consiste en utilizar un procedimiento de 
sumas basado en incrementos de las deflexiones en intervalos discretos de tiempo, como se descri- 
be en las referencias 19.1, 19.23 y 19.24. De esta manera, pueden tenerse en cuenta los cambios 
dependientes del tiempo de la fuerza de preesfuerzo, las propiedades de los materiales y las cargas 
hasta el grado de precisión que se desee. 

Normalmente, las deflexiones de principal interés son las que ocurren en el estado inicial, 
cuando la viga se somete al preesfuerzo inicial Pi y a su peso propio, y para una o más combinacio- 
nes de carga de servicio, cuando la fuerza de preesfuerzo se reduce al valor efectivo P, a causa de 
las pérdidas. Las deflexiones cambian por el flujo plástico que ocurre con la fuerza de preesfuerzo 
sostenida y con todas las demás cargas sostenidas. 
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La deflexión a corto plazo Api, producto de la fuerza de preesfuerzo inicial Pi, puede determi- 
narse con base en la variación del momento de preesfuerzo a lo largo de la luz, utilizando los 
principios del área de momentos. Para vigas estáticamente determinadas, las ordenadas del diagra- 
ma de momentos que resulta de la fuerza de preesfuerzo excéntrica son directamente proporciona- 
les a la excentricidad de la línea del centroide del acero con respecto al centroide del concreto. En 
vigas indeterminadas, la excentricidad se debe medir hasta la línea de empuje en vez del centroide 
del acero (ver la referencia 19.1). En cualquier caso, el efecto del preesfuerzo también puede tra- 
tarse en términos de cargas equivalentes y las deflexiones se pueden hallar con las ecuaciones 
corrientes. 

La deflexión hacia abajo A, , por el peso propio de la viga, que es por lo general uniforme- 
mente distribuido, se encuentra mediante los métodos convencionales. Así que, la deflexión neta 
obtenida inmediatamente después del preesfuerzo es 

donde el signo negativo indica un desplazamiento hacia arriba. 
Las deflexiones a largo plazo debidas al preesfuerzo ocurren a medida que la fuerza se redu- 

ce en forma gradual de Pi a P,. Esto puede tenerse en cuenta de manera aproximada, suponiendo 
que el flujo plástico ocurre con una fuerza de preesfuerzo constante igual al promedio de los valo- 
res inicial y final. Consecuentemente con este supuesto, la deflexión total que resulta del solo 
preesfuerzo es 

donde 

y C, es el coeficiente de flujo plástico para el concreto (ver la tabla 2.1). 
La deflexión a largo plazo por el peso propio se incrementa también por el flujo plástico y se 

obtiene aplicando en forma directa el coeficiente de flujo plástico al valor instantáneo. Entonces, 
la deflexión total del elemento, después de las pérdidas y de las deflexiones por flujo plástico, 
cuando actúan el preesfuerzo efectivo y el peso propio, es 

La deflexión producto de las cargas superpuestas puede ahora adicionarse, introduciendo el coefi- 
ciente de flujo plástico para tener en cuenta el efecto a largo plazo de las cargas sostenidas, con el 
fin de obtener la deflexión neta para la carga de servicio completa: 

donde Ad y Al son las deflexiones instantáneas generadas por las cargas muerta y viva superpuestas, 
respectivamente. 

Puesto que los elementos permanecen práctica o totalmente no fisurados para los niveles de 
carga característicos de interés, los cálculos pueden basarse en las propiedades de la sección de 
concreto no fisurada. Si la tensión en la fibra inferior excede el módulo de rotura con la carga a la 
cual se va a encontrar la deflexión, los cálculos deben basarse en una curva bilineal carga-deforma- 
ción, o la equivalente, cuyas pendientes se relacionan con el momento de inercia de las secciones 
transformadas no fisurada y fisurada. 
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Por lo general se utiliza un momento efectivo de inercia basado en un promedio ponderado de 
los momentos de inercia de las secciones no fisurada y fisurada (ver las referencias 19.1, 19.23 y 
19.24). 

Ejemplo 19.8. La viga T simplemente apoyada de 40 pies que aparece en la figura 19.29 se preesfuerza 
con una fuerza de 314 klb, utilizando un tendón parabólico que tiene una excentricidad de 3 pulg por 
encima del centroide del concreto en los apoyos y 7.9 pulg por debajo del centroide en el centro de la 
luz. Después de que ocurren las pérdidas dependientes del tiempo, este preesfuerzo se reduce a 267 
klb. Además de su peso propio de 330 lb/pie lineal, la viga principal debe soportar una carga viva 
superpuesta de corta duración de 900 lb/pie lineal. Estime la deflexión para todos los estados críticos 
de carga. El coeficiente de flujo plástico C, = 2.0, E, = 4 x lo6 lb/pulg2 y el módulo de rotura = 580 
lb/pulg2. 

Solución. Se confirma que el esfuerzo en la fibra inferior, cuando la viga soporta la carga máxima que 
debe analizarse, es 80 lblpulg2 a compresión. Por tanto, todos los cálculos de deflexiones pueden basarse 
en el momento de inercia de la sección bruta de concreto, I, = 15,800 pulg4. Resulta conveniente calcu- 
lar por separado la deflexión que generan el preesfuerzo y la carga sobre la viga, para superponer más 
tarde los resultados. Con las excentricidades del perfil del tendón mostradas en la figura 19.29b, la apli- 
cación de Pi = 314 klb produce los momentos que aparecen en la figura 19.29~ (los momentos están 
dados en unidades de lb-pulg). Aplicando el segundo teorema del área de momentos, se toman los 
momentos del diagrama MIEI entre el centro de la luz y el apoyo, con respecto al apoyo, para obtener el 
desplazamiento vertical deseado entre estos dos puntos, de la siguiente manera: 

-(3.42 X 106 X 240 X $ X 240 X i) + (0.942 X lo6 X 240 X 120) 
4 X 106 X 15,800 

= -0.87 pulg 

el signo negativo indica una deflexión hacia arriba por el solo preesfuerzo inicial. La deflexión hacia 
abajo, a causa del peso propio de la viga, se calcula mediante la ecuación 

5w14 - A , = - -  5 X 330 X 40" X 124 
384EI 384 X 12 X 4 X lo6 X 15,800 

= +0.30 pulg 

Cuando estos dos resultados se superponen, la deflexión neta hacia arriba, cuando actúan conjunta- 
mente el preesfuerzo inicial y el peso de la viga, es 

Tendón 

- . - . - . . . 
- .- f... 3.42'><106/1 ' f 

4 
n 949 x ~ n s l \  

i 
7 0.942 x 

2.48 X lov 

Parábola 

FIGURA 19.29 ( c) 
Viga T del ejemplo 19.8: (a) sección transversal; (b) perfil del tendón; (c) momem musado per la fuerza de 
preesfuerzo. 



644 DISENO DE ESTRUCi'URAS DE CONCRETO 

La retracción de fraguado y el flujo plástico del concreto producen una reducción gradual de la fuerza de 
preesfuerzo desde Pi = 314 klb hasta Pe = 267 klb y reducen en forma proporcional el momento flector 
ocasionado por el preesfuerzo. Sin embargo, el flujo plástico del concreto actúa para incrementar tanto 
la componente de deflexión hacia arriba, por la fuerza de preesfuerzo, como la componente de deflexión 
hacia abajo por la carga sobre la viga. La deflexión neta, después de que ocurren estos cambios, se 
encuentra a partir de la ecuación (19.60), con Ape = -0.87 x 2671314 = -0.74 pulg: 

A pesar de la pérdida de preesfuerzo, la deflexión hacia arriba es considerablemente mayor que antes. 
Finalmente, a medida que se aplica la carga superpuesta de corta duración de 900 lblpie lineal, la 
deflexión neta es 

Así, se obtiene una deflexión neta hacia arriba de aproximadamente 11750 veces la luz, cuando el 
elemento soporta su carga superpuesta total. 
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PROBLEMAS 
19.1. Una viga rectangular de concreto con ancho b = 11 pulg y altura total h = 28 pulg se postensiona 

utilizando un tendón parabólico sencillo que tiene una excentricidad de 7.8 pulg en el centro de la luz 
y de O pulg en el apoyo simple. La fuerza de preesfuerzo inicial es Pi = 334 klb y la relación de efecti- 
vidad es R = 0.84. El elemento debe soportar las respectivas cargas muerta y viva superpuestas de 300 
lblpie lineal y 1000 lblpie lineal, uniformemente distribuidas a lo largo de la luz de 40 pies. La resisten- 
cia especificada del concreto es f,' = 5000 lb/pulg2 y al momento de la transferencia fl, = 4000 lb/ 
pulg2. Determine las distribuciones de esfuerzos de flexión en el concreto en el centro de la luz (a) para 
las condiciones iniciales antes de aplicar la carga superpuesta y (b) para la carga de servicio total. 
Compare con los esfuerzos límite dados por el Código ACI. 

19.2. Una viga preesforzada pretensada tiene una sección transversal rectangular de 6 pulg de ancho y 20 
pulg de altura total. Se construye utilizando concreto de densidad normal con una resistencia de diseño 
f,' = 4000 lb/pulg2 y una resistencia en el momento de la transferencia de fii = 3000 lb/pulg2. Los 
límites en los esfuerzos son los siguientes: fti = 165 lb/pulg2, fci = -1800 lblpulg2, f, = 380 lb/pulg2 y fcs 
= -1800 lb/pulg2. La relación de efectividad R puede suponerse igual a 0.80. Para estas condiciones, 
determine la fuerza de preesfuerzo inicial Pi y la excentricidad e para maximizar el momento de las 
cargas superpuestas Md + MI que se pueden soportar sin exceder los esfuerzos límite. ¿Qué carga 
uniformemente distribuida puede soportarse en una luz sencilla de 30 pies? ¿Qué perfil de tendón 
recomendaría usted? 

193. Una viga pretensada debe soportar una carga muerta superpuesta de 600 lblpie lineal y una carga viva de 
servicio de 1200 lblpie lineal sobre una luz sencilla de 55 pies. Se utilizará una sección 1 simétrica con b = 
0.5h. El espesor de las alas es hf = 0.2h y el ancho del alma es b, = 0.4b. El elemento se preesforzará 
utilizando torones grado 270. Las pérdidas dependientes del tiempo se estiman en un 20 por ciento de Pi. 
Se utilizará concreto de densidad normal con f,' = 5000 lb/pulg2 y fii = 3000 lb/pulg2. 
(a) Utilizando torones rectos, determine las dimensiones para el concreto, la fuerza de preesfuerzo 

y la excentricidad requeridas. Seleccione la cantidad y el tamaño apropiados de los tendones y 
muestre en un esquema su ubicación en la sección. 

(b) Revise el diseño de la parte (a) utilizando tendones doblados en los tercios de la luz con una 
excentricidad reducida hasta cero en los apoyos. 

(c) Comente sus resultados. En ambos casos deben aplicarse los límites de esfuerzos del Código 
ACI. Puede suponer que las deflexiones no son críticas y que es admisible un esfuerzo de tensión 
de 12 E para la carga de servicio total. 

19.4. Determine el espaciamiento requerido de estribos No. 3 en la sección transversal de una viga sometida 
a un cortante para cargas mayoradas Vu de 35.55 klb y un momento M, de 474 klb-pie. El ancho del 
alma es b, = 5 pulg, la altura efectiva es d = 24 pulg y la altura total es h = 30 pulg. La contribución al 
cortante por parte del concreto puede basarse en la relación aproximada de la ecuación (19.46). Utilice 
f = 40,000 lb/pulg2 para el acero de los estribos y tome f,' = 5000 lb/pulg2. 

19.5. fina viga 1 simétrica preesforzada con una altura total de 48 pulg, ancho del ala de 24 pulg, espesor del ala 
de 9.6 pulg y espesor del alma de 9.6 pulg va a salvar una luz de 70 pies. Se postensiona utilizando 18 
torones grado 270 de media pulg de diámetro en un solo tendón con un perfil parabólico, con e = 18 pulg 
en el centro de la luz y cero en los apoyos (la curva puede aproximarse a un arco circular para el cálculo de 
las pérdidas). La fuerza del gato es Pj = 618 klb. Calcule las pérdidas producidas por el deslizamiento, el 
acortamiento elástico, la fricción, el flujo plástico, la retracción de fraguado y la relajación. Exprese sus 
resultados en forma tabular, como porcentajes del preesfuerzo inicial Pi. Puede suponer que los efectos 
del flujo plástico ocurren bajo la combinación de la fuerza de preesfuerzo y el peso propio. La viga se 
preesfuerza cuando el concreto tiene siete días de edad. El deslizamiento en el anclaje es = 0.25 pulg, el 
coeficiente de fricción del torón = 0.20, el coeficiente de fricción por desviación = 0.0010, el coeficiente 
de flujo plástico = 2.35. Las propiedades del elemento son las siguientes: A, = 737 pulg2, Zc = 192,000 

4 pulg , c ,  = c2 = 24 pulg, f,' = 5000 lb/pulg2, E, = 4,000,000 lb/~ulg2, E, = 27,000,000 lb/pulg2 
9 w c = 150 

lb/pie3 y Cc = 2.65. 
19.6. La viga T de concreto expuesta en la figura P19.6 se postensiona con una fuerza inicial Pi = 229 klb, 

la cual se reduce después de un año hasta un valor efectivo de P, = 183 klb. Además de SU peso 
propio, la viga soportará una carga viva superpuesta de corta duración de 21.5 klb en el centro de la 
luz. Utilizando el método aproximado de la sección 19.17, determine (a) la deflexión inicial para la 
viga sin carga y (b) la deflexión después de un año de estar cargada. Se conocen los siguientes datos: 
A, = 450 pulg2, cl = 8 pulg, 1, = 24,600 pulg4, E, = 3,500,000 lb/pulg2, Cc = 2.5. 



646 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

21.5 klb 

1 ,/ e,,,,, = 13.08" ; - -Tr-$+i5,, ------ y. c- -- - i--i 
Centroide del acero lineal ' 
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FIGURA P19.6 



Los terremotos son el resultado de un movimiento súbito de las placas tectónicas en la superficie 
terrestre. El movimiento ocurre en las líneas de falla, y la energía liberada se transmite a través de 
la tierra en forma de ondas que producen movimientos del terreno a muchas millas de distancia del 
epicentro. Las regiones adyacentes a las líneas de fallas activas son las más propensas a experimen- 
tar terremotos. El mapa de zonificación sísmica de los Estados Unidos que se muestra en la figura 
20.1 se basa en registros históricos y toma en cuenta la frecuencia esperada y la intensidad de los 
terremotos en cada zona del país. Las zonas sísmicas desde la O hasta la 4 representan en forma 
progresiva severidades crecientes de intensidad sísmica esperada. 

Desde el punto de vista de las estructuras, los terremotos consisten en movimientos aleatorios 
horizontales y verticales en la superficie de la tierra. A medida que el terreno se mueve, la inercia 
tiende a mantener la estructura en su sitio original (ver la figura 20.2), lo cual conlleva a la imposi- 
ción de desplazamientos y de fuerzas que pueden tener resultados catastróficos. El propósito del 
diseño sísmico es dimensionar las estructuras de manera que éstas puedan resistir los desplaza- 
mientos y las fuerzas inducidas por el movimiento del terreno. 

Históricamente, en Norteamérica el diseño sísmico ha hecho énfasis en el movimiento hori- 
zontal del terreno debido a que la componente horizontal de un terremoto excede en general la 
componente vertical y a que las estructuras son por lo general mucho más rígidas y resistentes para 
la respuesta ante cargas verticales en comparación con su respuesta ante cargas horizontales. La 
experiencia ha demostrado que las componentes horizontales son las más destructivas. Para el 
diseño estructural, la intensidad de un terremoto se describe en términos de la aceleración del 
terreno como una fracción de la aceleración de la gravedad, es decir, 0.1, 0.2 ó 0.3 g. Aunque la 
aceleración pico es un parámetro de diseño decisivo, las características de frecuencia y la duración 
de un terremoto son también importantes; mientras más cercana sea la frecuencia del terremoto a 
la frecuencia natural de una estructura y mientras mayor sea la duración del terremoto, mayor será 
el potencial de daño. 

Considerando un comportamiento elástico, las estructuras sometidas a un sismo de magnitud 
considerable sufrirán también grandes desplazamientos. Sin embargo, en IV~rteamérica (ver la 
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FIGURA 20.1 
Mapa de zonificación sísmica de Estados Unidos (reproducido, con permiso, de la referencia 20.1). 

- Fuerzas inerciales 

Miembros sometidos 
a las fuerzas induci- 
das por sismos 

FIGURA 20.2 - Estructura sometida al movimiento del terreno. 
~ovim'hto del suelo 

referencia 20.1) la práctica exige que el diseño de las estructuras se realice apenas para una frac- 
ción de las fuerzas asociadas con estos desplazamientos. Las fuerzas de diseño relativamente bajas 
se justifican con la observación de que edificios diseñados para fuerzas pequeñas se han comporta- 
do de manera satisfactoria y que las estructuras disipan una cantidad de energía significativa a 
medida que el material fluye y se comporta inelásticamente. Sin embargo, este comportamiento no 
lineal se traduce por lo general en desplazamientos aún mayores, lo cual puede dar lugar a daño no 
estructural de consideración y a una gran demanda de ductilidad. Por otro lado, los desplazamien- 
tos pueden llegar a ser de una magnitud tal que la resistencia de la estructura se vea afectada por 
consideraciones de estabilidad, tal como se discutió para las columnas esbeltas en el capítulo 9. 

Por lo anterior, los diseñadores de estructuras que puedan estar sometidas a terremotos, se 
enfrentan a las siguientes posibilidades: (a) proporcionar una rigidez y una resistencia adecuadas 
para limitar la respuesta de las estructuras al rango elástico o (b) proporcionar estructuras de 
menor resistencia, a costos iniciales presumiblemente menores, que tengan la capacidad de sopor- 
tar deformaciones inelásticas grandes manteniendo su capacidad de soportar carga. 

RESPUESTA ESTRUCTURAL 

La seguridad de una estructura sometida a carga sísmica se fundamenta en la comprensión del 
diseñador con respecto a la respuesta de la estructura al movimiento del terreno. Durante muchos 



años la meta del diseño sismorresistente en Norteamérica era construir edificios que soportaran 
sismos moderados sin daño y sismos severos sin colapso. Los códigos de construcción han sufrido 
modificaciones frecuentes a medida que sismos de magnitud considerable han demostrado las de- 
bilidades en los criterios de diseños existentes. 

// 

El diseño sismorresistente se diferencia del diseño para cargas gravitacionales y de viento en 
la mayor sensibilidad relativa de las fuerzas inducidas por el sismo a la geometría de la estructura. 
Sin un diseño cuidadoso, las fuerzas y los desplazamientos pueden concentrarse en partes de la 
estructura incapaces de proporcionar la resistencia o ductilidad adecuadas. El hecho de rigidizar 
un elemento para un tipo de carga puede incrementar las fuerzas en el elemento y cambiar el modo 
de falla de dúctil a frágil. 

a. Consideraciones estructurales 
Mientras más cercana sea la frecuencia del movimiento del terreno a algunas de las frecuencias 
naturales de la estructura, mayor será la probabilidad de que ésta experimente el fenómeno de 
resonancia, lo que resulta en un aumento tanto de los desplazamientos como del daño. Por tanto, 
la respuesta sísmica depende fuertemente de las propiedades geométricas de la estructura, 
especialmente su altura. Edificios altos responden con más fuerza a movimientos del terreno de 
largo periodo (baja frecuencia) mientras que edificios pequeños responden más fuertemente a 
movimientos del terreno de corto periodo (alta frecuencia). La figura 20.3 muestra las formas de los 
modos de vibración principales de un pórtico estructural típico de tres pisos. La contribución relativa 
de cada modo al desplazamiento lateral de la estructura depende de las características de frecuencia 
del movimiento del terreno. El primer modo (ver la figura 20.3a) proporciona usualmente la mayor 
contribución al desplazamiento lateral. Mientras más alta sea la estructura, más susceptible será a 
los efectos de modos de vibración superiores, lo cual es aditivo a los efectos de los modos inferiores 
y tiene por lo general una mayor influencia en los pisos superiores. En cualquier circunstancia, 
mientras mayor sea la duración del terremoto mayor será su potencial de producir daño. 

La configuración de una estructura también tiene un efecto importante en su respuesta ante 
los sismos. Estructuras con discontinuidades en la rigidez o en la geometría pueden verse someti- 
das a desplazamientos o fuerzas indeseablemente altas. Por ejemplo, la discontinuidad en muros 
de cortante, muros de relleno o aun muros de fachada en un nivel de piso particular, tal como se 
muestra en la figura 20.4, tendrá el resultado de concentrar el desplazamiento en el piso abierto o 
"blando". Este alto desplazamiento requiere, a su vez, una buena cantidad de ductilidad para que 
la estructura no falle. Este tipo de diseño no se recomienda, y los elementos rigidizantes deben 

Desplazamiento 

FIGURA 20.3 
Formas modales de un edificio de tres pisos: (a )  primer modo; (b)  segundo modo; ( c )  tercer modo 
(adaptado de la referencia 20.3). 
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Desplazamiento relativo - 
C'- ------------- 

1~ Estructura 
------------e- -$; superior rígida 

Primer piso Desplazamiento concentrado FIGURA 20.4 
flexible T----- 

Primer piso blando que soporta una 
, requiere gran ductilidad estructura superior más rígida. 

prolongarse hasta la cimentación. Los problemas asociados con un piso blando se ilustran en la 
figura 20.5, la cual muestra una edificación después del terremoto de Armenia (Colombia) de 
1999. La alta "demanda" de ductilidad no podía ser satisfecha por las columnas de la derecha las 
cuales tenían cantidades muy bajas de refuerzo transversal; aun las columnas del centro, con re- 
fuerzo transversal significativo, se comportaron mal debido a que tal refuerzo no se prolongaba 
dentro de la unión, lo que llevó a la formación de rótulas en los extremos de las columnas. La figura 
20.6 ilustra irregularidades geométricas verticales y en planta, las cuales resultan en torsión induci- 
da por el movimiento del terreno. 

Dentro de una estructura, los elementos más rígidos tienden a absorber una porción mayor 
de la carga. Cuando se combina un pórtico con un muro de cortante esto puede tener el efecto - 
positivo de reducir los desplazamientos de la estructura y de disminuir tanto los daños estructu- 
rales como los no estructurales. Sin embargo, cuando los efectos de elementos de mayor rigidez 
tales como muros de relleno en mampostería no se consideran en el diseño, pueden presentarse 
resultados inesperados y con frecuencia no deseados. 

Finalmente, cualquier análisis relacionado con consideraciones estructurales sería incomple- 
to si no se hiciera énfasis en la necesidad de proporcionar una separación adecuada entre las es- 
tructuras. Los desplazamientos laterales pueden resultar en contactos entre las estructuras durante 
el terremoto, ocasionando daños de consideración debido al golpeteo. La referencia 20.1 especifi- 
ca espaciamientos requeridos para garantizar que las estructuras adyacentes no entren en contacto 
como resultado del movimiento sísmico inducido. 

FIGURA 20.5 
Daño a edificación como resultado del sismo de la ciudad de Armenia, Colombia. 
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Abertura C3 

FIGURA 20.6 
Estructura con (a)  irregularidad geométrica vertical y (b )  irregularidad en planta (adaptada 
de la referencia 20.3). 

Los elementos diseñados para cargas sísmicas deben comportarse de una manera dúctil y deben 
disipar energía de manera que no comprometan la resistencia de la estructura. Para lograr este 
objetivo, es necesario considerar tanto el diseño global como los detalles estructurales. 

El principal método para garantizar ductilidad en elementos sometidos a cortante y flexión es 
proporcionar confinamiento al concreto. Esto puede lograrse mediante "estribos" cerrados o re- 
fuerzo en espiral, los cuales encierran el núcleo de vigas y columnas. Los criterios específicos se 
discuten en las secciones 20.4,20.5 y 20.6. Cuando están confinadas, las vigas y las columnas pue- 
den soportar flexión cíclica no lineal manteniendo su resistencia a la flexión sin el deterioro que 
causaría el agrietamiento por tensión diagonal. La formación de rótulas dúctiles permite a los 
pórticos de concreto reforzado disipar energía. 

El diseño sísmico de pórticos exitoso exige que las estructuras se dimensionen de manera que 
las rótulas ocurran en los sitios en que menos se vea comprometida la resistencia. Para un pórtico 
que deba soportar desplazamientos laterales, tal como se muestra en la figura 20.7a, la capacidad a 
flexión de los elementos en una unión (ver la figura 20.7b) debe ser tal que las columnas sean más 

V u s  Ti + C2- V3 

(d) 

FIGURA 20.7 
Pórtico sometido a carga lateral: (a)  forma deflectada; (b )  momentos actuantes en unión viga-columna; (c)  forma 
deflectada y fuerzas actuantes en una viga; (d )  fuerzas actuantes en el interior de una unión debidas a la carga lateral. 
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fuertes que las vigas; de esta manera, se formarán rótulas en las dgas en lugar de en las columnas 
minimizando así la porción de la estructura afectada por el comportamiento no lineal y ~nantenien- 
do en forma global la capacidad de soporte de cargas verticales. Por estu 7azones, el enfoque de 
"viga débil-columna fuerte" se utiliza para diseñar pórticos de concreto reforzado sometidos a 
cargas sísmicas. 

Cuando se forman rótulas en una viga, o en casos extremos dentro de la longitud de una 
columna, los momentos en los extremos del elemento que están gobernados por la resistencia a la 
flexión, determinan el cortante que debe ser soportado como se ilustra en la figura 20.7~. El cortan- 
te K correspondiente a una falla a flexión en los dos extremos de una viga o columna es, 

M'+M- v =  (20.1) 

donde M' y M- = capacidades a flexión en los extremos del elemento 
1 = luz libre entre apoyos 

Debe verificarse que el elemento sea adecuado para resistir el cortante Vadicionalmente al 
cortante que resulta de las cargas muertas y vivas de gravedad. Se adicionará refuerzo transversal 

' según se requiera. Para elementos con una capacidad a cortante no adecuada, la respuesta estará 
gobernada por la formación de grietas diagonales en lugar de rótulas dúctiles, obteniéndose así 
una reducción sustancial en la capacidad de disipación de energía del elemento. 

Si se utilizan elementos cortos en un pórtico, éstos pueden resultar involuntariamente fuertes 
a flexión en comparación con su capacidad a cortante. Un ejemplo serían las columnas en una 
estructura con vigas de altura considerable o con muros "no estructurales" y con aberturas que 
exponen una porción de la columna a la carga lateral total. El resultado es una zona blanda local 
que responde sufriendo una falla por cortante. 

El desplazamiento lateral de un pórtico somete a las uniones viga-columna a altos esfuerzos 
cortantes debido al cambio de flexión positiva a negativa de los elementos a flexión entre un lado 
de la unión y el otro, como se muestra en la figura 20.7d. La unión debe ser capaz de soportar los 
altos esfuerzos cortantes y permitir el cambio en los esfuerzos de la barra desde tensión hasta 
compresión entre las caras de la unión. Esta transferencia de cortante y de adherencia se dificulta 
por la congestión del refuerzo dentro de la unión. Por esta razón, los diseñadores deben verificar 
que las uniones no sólo tengan la resistencia adecuada sino que se puedan construir. Los sistemas 
en dos direcciones sin vigas son especialmente vulnerables debido a la baja ductilidad de las inter- 
secciones losa-columna. 

Las referencias 20.3,20.4,20.5,20.6 y 20.7 presentan análisis adicionales con relación al dise- 
ño sísmico. 

CRITERIOS PARA CARGAS S~SMICAS 

El principal documento de diseño en los Estados Unidos para zonas con alto riesgo sísmico es el 
Uniform Building Code (ver la referencia 20.1), el cual incorpora los criterios de diseño desanolla- 
dos por la Structural Engineers Association of California (ver la referencia 20.8). El mapa de 
zonificación sísmica que se muestra en la figura 20.1 ha sido tomado del Uniform Building Code 
(UBC). 

El UBC permite el diseño de las estructuras considerando unas cargas laterales estáticas 
equivalentes o mediante un análisis de la respuesta dinámica de la estructura en el tiempo. El 
método utilizado para determinar las cargas depende de la zona sísmica y del tipo de estructura. El 
UBC clasifica el más simple entre dos posibles métodos de carga estática equivalente bajo el crite- 
rio de "fuerzas o cargas laterales mínimas de diseño", mientras que el más complejo de los métodos 
de carga estática equivalente, al igual que los análisis de respuesta en el tiempo, se especifican bajo 
"procedimientos de carga lateral dinámica". 



a. Procedimientos de carga lateral mínima de disefio 
Los procedimientos de carga lateral mínima de diseño del código UBC se utilizan para todas las 
estructuras en la zona sísmica 1, "para estructuras de ocupación estándar" en la zona sísmica 2 y 
para estructuras regulares de menos de 240 pies de altura y estructuras irregulares de no más de 
cinco pisos o 65 pies de altura en las zonas 3 y 4. Los procedimientos se utilizan también para 
estructuras que tengan una porción superior más flexible soportada por una porción inferior más 
rígida, si se satisfacen ciertos criterios específicos en cuanto a geometría y a rigidez. Para todas las 
demás estructuras deben utilizarse los procedimientos de carga lateral dinámica. 

Los procedimientos de carga lateral mínima de diseño consideran el cálculo de una carga 
lateral total, definida como el cortante de diseño en la base, el cual se distribuye posteriormente en 
toda la altura del edificio. El cortante de diseño en la base, V, se calcula en una dirección dada de 
acuerdo con la ecuación 

donde W= carga muerta sísmica total (carga muerta total más la porción aplicable de otras car- 
gas) 

R,,, = coeficiente numérico que depende del sistema estructural. Los valores de R, para 
estructuras de concreto varían de 4 a 12, con base en la habilidad del sistema estructu- 
ral para soportar la carga sísmica y para disipar energía 

Z = factor de zona sísmica = 0.075 para la zona 1,0.15 para la zona 2A, 0.20 para la zona 
2B, 0.30 para la zona 3 y 0.40 para la zona 4 

I = factor de importancia = 1.25 ó 1.00, dependiendo de la categoría de ocupación 
C = coeficiente basado en el coeficiente de sitio, S, y en el periodo de la estructura, T 

donde S depende del tipo de perfil de suelo y es igual a 1.0,1.2,1.5 ó 2.0 a medida que el perfil de 
suelo cambia desde condiciones tipo roca o suelo rígido (1.0) hasta arcillas blandas (2.0). De acuer- 
do con el UBC el periodo T se calcula utilizando uno de dos métodos. Se presenta únicamente el 
más simple de los dos. 

donde h, = altura de la estructura en pies por encima del nivel de la base 
Ct = 0.030 para pórticos de concreto reforzado resistentes a momento y pórticos arriostrados 

excéntricamente, y 0.020 para todos los otros edificios de concreto reforzado. Alterna- 
tivamente, Ct para estructuras con muros de cortante en concreto o mampostería pue- 
de tomarse como 0.11a donded, es el área efectiva combinada en pie2 de los muros 
de cortante en el primer piso de la estructura, calculada como 

donde A, = área de la sección transversal mínima de un plano horizontal de un muro de cortante 
De = longitud del muro de cortante en dirección paralela a las fuerzas aplicadas 
h, = altura del muro de cortante 

DJh,= en la ecuación (20.5) no debe exceder 0.9. 
El cortante total de diseño en la base, V, se distribuye en la altura de la estructura de acuerdo 

con las ecuaciones (20.6), (20.7) y (20.8). 
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Nivel x r 
FIGURA 20.8 
Fuerzas basadas en los procedimientos de carga lateral mínima de diseño de UBC (ver la referencia 20.1): 
(a) estructura; (b) distribución de las cargas laterales en la altura; (c) cortantes de piso. 

donde F, es la fuerza concentrada aplicada en la parte superior de la estructura 

Ft = 0.07TV 5 0.25V 
= O para T 5 0.7 sec 

La porción restante del cortante en la base se distribuye en la altura de la estructura incluyen- 
do el nivel superior, n, de acuerdo con la expresión 

donde w,, wi = porción de W en los niveles x e i 
h,, hi = altura hasta los niveles x e i 

El cortante de diseño en cualquier piso, V,, es igual a la suma de las fuerzas F, y F, por encima 
de ese piso. Para un edificio con una distribución de masa uniforme en la altura, las cargas laterales 
y los cortantes de piso se distribuyen como se muestra en la figura 20.8. 

En cada nivel, V, se distribuye en proporción a las rigideces de los elementos en el sistema 
vertical de resistencia a las cargas laterales. Para considerar las irregularidades no intencionales del 
edificio que pueden causar un momento de torsión horizontal, se aplica una excentricidad mínima 
del 5 por ciento si los elementos verticales de resistencia a fuerzas laterales están conectados me- 
diante un sistema de piso que es rígido en su propio plano. 

Además, el criterio descrito anteriormente, el UBC, incluye pautas para considerar los efec- 
tos de volcamiento y proporciona límites en las derivas de piso. Adicionalmente, deben considerar- 
se los efectos P A  (como se discutió en el capítulo 9) y tenerse en cuenta los efectos de cargas hacia 
arriba en el diseño de componentes horizontales en voladizo y elementos preforzados. 

b. Procedimientos de carga lateral dinámica 

Los procedimientos de carga lateral dinámica del UBC incluyen el uso de (a) respuesta espectral, 
la cual proporciona la máxima respuesta (usualmente aceleración) como una función del periodo o 
periodos de la estructura o (b) análisis de respuesta estructural en el tiempo basados en un movi- 
miento de diseño en el terreno supuesto para el sitio particular. Ambos procedimientos exigen el 
desarrollo de un modelo matemático de la estructura para representar la distribución espacial de 
masas y rigideces. Los espectros de respuesta se utilizan para calcular fuerzas máximas obtenidas 



para cada uno de los modos de vibración que van a tener una "contribución significativa a la res- 
puesta estructural total" (ver la referencia 20.1). Debido a que estas fuerzas no actúan siempre en 
la misma dirección, tal como lo muestra la figura 20.3, las fuerzas máximas se promedian de mane- 
ra estadística [usualmente valiéndose de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (ver la refe- 
rencia 20.5)] para obtener las cargas laterales estáticas equivalentes para aplicar en el diseño. Cuando 
se utilizan análisis de respuesta en el tiempo, las fuerzas del diseño se obtienen directamente a 
partir de los análisis. Tanto los procedimientos de espectros de respuesta como los de respuesta en 
el tiempo proporcionan una representación más realista de las fuerzas sísmicas inducidas en una 
estructura que los procedimientos de carga lateral mínima de diseño. Los detalles de estos méto- 
dos se presentan en la referencia 20.1. La referencia 20.3 proporciona ejemplos que ilustran la 
aplicación de los procedimientos de diseño mínimo y de carga lateral dinámica. 

DISPOSICIONES ESPECIALES DEL CODIGO ACI PARA EL DISENO S~SMICO 

Los criterios para el diseño sísmico están incluidos en el Special Provisions for Seismic Design, capí- 
tulo 21 del Código ACI (ver la referencia 20.9). El objetivo principal de las disposiciones especiales 
es garantizar una adecuada capacidad bajo los desplazamientos inelásticos oscilantes producidos 
por la carga sísmica. Las disposiciones cumplen con este objetivo exigiendo al diseñador proveer 
confinamiento para el concreto y capacidad de rotación inelástica. Las disposiciones se aplican a 
pórticos, muros, diafragmas y cerchas en zonas de "amenaza sísmica alta", correspondientes a las 
zonas 3 y 4 del UBC y a pórticos, incluyendo sistemas de losa en dos direcciones, en zonas de 
"amenaza sísmica moderada" correspondientes a la zona 2 del UBC. No se establecen requisitos 
especiales para estructuras sometidas a amenaza sísmica baja o nula. 

Las disposiciones especiales del Código ACI se basan en muchas de las observaciones hechas 
anteriormente en este capítulo. Debe considerarse el efecto de elementos no estructurales en la 
respuesta global de la estructura, al igual que la respuesta de los elementos no estructurales mis- 
mos. También deben tenerse en cuenta los elementos estructurales que no están específicamente 
dimensionados para soportar cargas sísmicas. 

Los factores de carga utilizados para las cargas sísmicas están dados en el Código ACI 9.2.3 y 
se resumen en la tabla 1.2 (de este libro); éstos se diferencian ligeramente de aquéllos requeridos 
por el UBC. Los coeficientes de reducción de resistencia utilizados en el diseño sísmico se especi- 
fican en el Código ACI 9.3.4. Estos factores corresponden a aquéllos utilizados para diseño no 
sísmico (tabla 1.3), con requisitos adicionales referentes a C#J = 0.6 para cortante, si la capacidad a 
cortante nominal de un elemento es menor que el cortante basado en la resistencia a flexión nomi- 
nal [ver la ecuación (20.1)], y C#J = 0.85 para las uniones. 

Para garantizar una adecuada ductilidad y capacidad bajo rotación inelástica, el Código ACI 
21.2.4 especifica una resistencia del concreto mínima de 3000 lb/pulg2. Para concreto con agrega- 
dos ligeros, se establece un límite superior en la resistencia del concreto de 4000 lb/pulg2; este límite 
se basa en una falta de evidencia experimental para concretos ligeros con resistencias mayores. 

Según el Código ACI 21.2.5, el acero de refuerzo debe cumplir la norma ASTM A706 (ver la 
tabla 2.3). Dicha norma especifica aceros grado 60 con una resistencia máxima a la fluencia de 78 
klb/pulg2 y una resistencia mínima a la tensión igual a 80 klb/pulg2. La resistencia de la tensión real 
debe ser al menos 1.25 veces la resistencia a la fluencia real. Adicionalmente al refuerzo fabricado 
bajo la norma ASTM A706, el Código permite la utilización de refuerzo grado 40 y 60 que cumpla 
con los requisitos de la norma ASTM A615, siempre y cuando la resistencia a la fluencia real no 
exceda la fluencia especificada en más de 18 klb/pulg2 y que la resistencia a la tensión real exceda la 
resistencia a la fluencia real en al menos 25 por ciento. Los límites superiores en la resistencia de la 
fluencia se utilizan para limitar la máxima capacidad a momento de la sección debido a la dependen- 
cia del cortante inducido por el sismo de la capacidad a momento (ver la ecuación 20.1). La relación 
mínima de la resistencia a la tensión y la resistencia a la fluencia ayuda a suministrar una capacidad 
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FIGURA 20.9 
Ejemplos de refuerzo transversal en columnas; los amarres suplementarios consecutivos que se anclan a las mismas 
barras longitudinales deben tener ganchos a 90° en lados opuestos de la columna (adaptado de la referencia 20.10). 

adecuada de rotación inelástica. Evidencia reportada en la referencia 20.11 indica que un incremento 
en la relación de momentos últimos a momentos de fluencia resulta en un incremento de la capacidad 
de deformación no lineal de elementos a flexión. 

El confinamiento del concreto se proporciona mediante refuerzo transversal consistente en 
estribos, aros y amarres suplementarios. Para garantizar un anclaje adecuado, se utiliza un gancho 
sísmico [con un doblez no menor de 135O y una extensión de seis diámetros de barra (pero no 
menos de tres pulgadas) que agarra el refuerzo longitudinal y se proyecta al interior del estribo o 
aro] para estribos, aros y amarres suplementarios. Los aros que se muestran en las figuras 7.11a7 
c-fy 20.9 son estribos cerrados que pueden estar formados por varios elementos de refuerzo, cada 
uno con ganchos sísmicos en sus dos extremos o amarres continuos con ganchos sísmicos en los dos 
extremos. Un amarre suplementario (ver la figura 20.9) es una barra de refuerzo continua con un 
gancho sísmico en uno de los extremos, y con un gancho con un doblés de no menos de 90° y una 
extensión de al menos seis diámetros de barra en el otro extremo. Los ganchos en los amarres 
suplementarios deben anclarse a barras de refuerzo longitudinales de la periferia. 

En las siguientes secciones se analizan los requisitos del Código ACI para pórticos, muros, 
diafragmas y cerchas sometidas a cargas sísmicas. Las secciones 20.5 y 20.6 describen los criterios 
generales de diseño y de despiece para elementos en estructuras diseñadas para zonas de amenaza 
sísmica alta. En la sección 20.7 se presentan requerimientos específicos de resistencia al cortante. 
La sección 20.8 describe los requisitos para pórticos en zonas de amenaza sísmica moderada. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA PÓRTICOS 
El capítulo 21 del Código ACI hace referencia a cuatro tipos de elementos en estructuras aporticadas 
sometidas a amenaza sísmica alta: elementos a flexión, elementos sometidos a cargas de flexión y 
axiales, uniones y elementos no diseñados para resistir fuerzas sísmicas. Los sistemas de losa en dos 
direcciones sin vigas están prohibidos como estructuras de resistencia a cargas laterales en zonas 
de amenaza sísmica alta. 

a. Elementos a flexión 
De acuerdo con el Código ACI 21.3.1, los elementos a flexión se deñnen como elementos estructurales 
que resisten las fuerzas inducidas por el sismo pero que tienen una carga axial de compresión mayorada 
que no excede aAg f; 110, dondeA, es el área bruta de la sección transversal. Los elementos deben tener 
una relación luz libre a espesor efectivo de al menos 4, una relación ancho a espesor de al menos 0.3 y un 
ancho del alma de no menos de 10 pulgadas ni más que el ancho del apoyo másadel espesor del 
elemento a flexión a cada lado del apoyo. La relación mínima luz libre a espesor ayuda a garantizar que 
el comportamiento del elemento bajo las inversiones de carga inelástica esté gobernado por la resisten- 
cia a flexión en lugar de la resistencia a cortante. Las dimensiones mínimas del alma ayudan a garantizar 
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un confinamiento adecuado para el concreto, mientras que el ancho con relación al apoyo (por lo 
general una columna) está limitado para proporcionar una adecuada transferencia de momentos entre 
las vigas y las columnas. 

De acuerdo con el Código ACI 21.3.2, se requiere una cantidad mínima de acero a flexión en 
la parte superior y en la parte inferior de las vigas. As,min no debe ser menor que el valor dado por 
la ecuación (3.40) pero no necesita ser mayor que del valor requerido por análisis, con un míni- 
mo de dos barras de refuerzo, arriba y abajo, a lo largo de todo el elemento. Adicionalmente, la 
capacidad a momento positivo en la cara de las columnas debe ser al menos la mitad de la resisten- 
cia al momento negativo en la misma sección y la resistencia a momentos positiva o negativa en 
cualquier sección de un elemento no puede ser menor que $ de la máxima resistencia a momento 
en cualquiera de los extremos del elemento. Estos criterios están diseñados para garantizar un 
comportamiento dúctil de todo el elemento, aunque el requerimiento mínimo de dos barras de 
refuerzo en la parte superior y en la inferior está basado principalmente en requisitos de construc- 
ción. Se establece una cuantía de refuerzo máxima de 0.025 para limitar los problemas relaciona- 
dos con la congestión del acero ypara asegurar un tamaño adecuado de los elementos para soportar 
el cortante que está gobernado por la capacidad a flexión del elemento [ver la ecuación (20.1)]. 

Para obtener un comportamiento dúctil, se limita la ubicación de los empalmes por traslapo; 
éstos no pueden utilizarse dentro de las uniones, a menos de dos veces el espesor del elemento 
medido desde la cara de una unión o en cualquier otro lugar donde se espere fluencia por flexión 
como resultado de los desplazamientos laterales del pórtico. Los empalmes por traslapo deben 
encerrarse mediante aros o espirales con un espaciamiento máximo de del espesor efectivo o 4 
pulgadas. Se pueden utilizar conexiones soldadas o mecánicas siempre y cuando en cada sección se 
empalmen como máximo la mitad de las barras en forma alternada en cada capa de refuerzo y que 
los empalmes en barras adyacentes estén escalonados al menos 24 pulgadas. 

En pórticos resistentes a fuerzas inducidas por el sismo se requiere refuerzo transversal a lo 
largo de los elementos a flexión. De acuerdo con el Código ACI 21.3.3, debe utilizarse refuerzo 
transversal en la forma de aros a lo largo de una longitud igual a dos veces el espesor del elemento 
medida desde la cara del elemento de soporte hasta el centro de la luz, en los dos extremos del 
elemento a flexión y a lo largo de longitudes de dos veces el espesor del elemento a ambos lados de 
las secciones donde la fluencia a flexión pueda llegar a ocurrir en relación con los desplazamientos 
laterales inelásticos del pórtico. El primer aro debe localizarse a no más de dos pulgadas desde la 
cara del elemento de apoyo, y el espaciamiento máximo de los aros no debe exceder $ del espesor 
efectivo, ocho veces el diámetro de la barra longitudinal más pequeña, 24 veces el diámetro de las 
barras de los aros, o 12 pulgadas. 

Para proporcionar un apoyo adecuado a las barras longitudinales en el perímetro de un ele- 
mento a flexión cuando las barras están sometidas a compresión debido a la rotación inelástica, el 
Código ACI 21.3.3 exige distribuir aros de manera que cualquier esquina y barras longitudinales 
alternas estén provistas de apoyo lateral mediante amarres, de acuerdo con el Código ACI 7.10.5.3. 
Las figuras 8.1 y 20.9 ilustran una distribución que cumple con estos criterios. Cuando no se requie- 
ren aros, deben proporcionarse estribos con ganchos sísmicos en los dos extremos a lo largo del 
elemento, con un espaciamiento máximo igual a la mitad del espesor efectivo. Los aros pueden con- 
formarse mediante una barra de refuerzo simple o mediante dos barras de refuerzo consistentes en 
un estribo con ganchos sísmicos en los dos extremos y un amarre suplementario. En las figuras 7.11a, 
c-fy 20.9, se presentan ejemplos de aros de refuerzo. 

b. Elementos sometidos a cargas de flexión y axiales 
Para ayudar a garantizar la factibilidad constructiva y un confinamiento adecuado del concreto, el 
Código ACI 21.4.1 exige que los elementos en pórticos diseñados para resistir fuerzas inducidas 
por el sismo y que tengan una carga axial mayorada que exceda A~ f,'llO, deben (a) tener una 
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dimensión mínima de la sección transversal de al menos 12 pulgadas medida sobre una línea recta 
que pase a través del centroide geométrico y (b) tener una relación de la dimensión más corta de la 
sección transversal y la dimensión perpendicular de al menos 0.4. 

Para obtener un diseño de "viga débil-columna fuerte", el Código ACI 21.4.2 exige que las 
resistencias a flexión de diseño de las columnas que lleguen hasta una unión excedan las resisten- 
cias a flexión de diseño de las vigas que lleguen a la misma unión en al menos el 20 por ciento. Este 
requisito se expresa como 

2Me2 $mg (20.9) 

donde We = suma de los momentos en el centro de la unión, correspondientes a las resistencias 
a flexión de diseno de las columnas que lleguen hasta la unión. Los valores de Me 
están basados en la carga axial mayorada, consistente con la dirección de las fuerzas 
laterales, que resulta en la menor resistencia a flexión 

Wg = la suma de los momentos, en el centro de la unión, correspondientes a las resisten- 
cias a flexión de diseño de las vigas que llegan hasta la unión 

Como se muestra en la figura 20.7b, las resistencias a flexión se suman de manera que los momen- 
tos en las columnas se oponen a los momentos en las vigas. La ecuación (20.9) debe satisfacerse 
para momentos en vigas que actúan sobre la unión, tanto en dirección de las agujas del reloj como 
en dirección contraria. 

Si la ecuación (ver la 20.9) no se cumple para momentos en vigas que actúan en las dos 
direcciones, las columnas deben cumplir todos los requisitos del Código ACI 21.4.4 (descritas más 
adelante) con respecto al refuerzo transversal pero no pueden considerarse como elementos que 
proporcionen resistencia o rigidez a la estructura, si estas adiciones ayudan a soportar la carga 
inducida por el sismo. Sin embargo, si la rigidez de las columnas aumenta el cortante de diseño en 
la base o los efectos de la torsión, éstas deben incluirse en el análisis pero aun así no deben consi- 
derarse como participantes en la capacidad estructural. 

De acuerdo con el Código ACI 21.4.3, la cuantía de refuerzo de la columna basada en la 
sección transversal bruta,pg, debe cumplir el requisito: 0.01 5 pg r 0.06. Los empalmes soldados o 
las conexiones mecánicas en las columnas deben satisfacer los mismos requisitos especificados 
para elementos a flexión, mientras que los empalmes por traslapo deben diseñarse a tensión y se 
permiten sólo dentro de la mitad central de las columnas. 

El Código ACI 21.4.4 especifica el uso de refuerzo transversal mínimo a lo largo de una 
longitud 1, medida a partir de la cara de la unión y a ambos lados de cualquier sección donde pueda 
presentarse fluencia por flexión debido al desplazamiento lateral inelástico del pórtico. La longi- 
tud 1, no debe ser menor que (a) el espesor del elemento en la cara de la unión o en la sección 
donde la fluencia de flexión pueda llegar a presentarse, (b) + de la luz libre del elemento o (e)  18 
pulgadas. 

El refuerzo transversal mínimo se especifica en términos de la relación de volumen de dicho 
refuerzo al volumen del núcleo confinado por el refuerzo (medido fuera-a-fuera del acero de con- 
finamiento), p,, para refuerzo en espiral o aros circulares como 

no menos que lo especificado en la ecuación (8.5), donde& es la resistencia a la fluencia especifi- 
cada del refuerzo transversal. 

Para proporcionar un confinamiento similar mediante el uso de aros de refuerzo rectangula- 
res, el Código ACI 21.4.4 exige un área de la sección transversal total mínima del refuerzo transver- 
sal Ash a lo largo de la longitud del refuerzo longitudinal. 



pero no menos que 

donde Ach = área de la sección transversal del núcleo de la columna medido fuera-a- fuera del 
refuerzo transversal 

s = espaciamiento del refuerzo transversal 
h, = dimensiones de la sección transversal del núcleo de la columna, medido centro-a- 

centro del refuerzo de confinamiento 

Las ecuaciones (20.11) y (8.5) no necesitan cumplirse si el núcleo del elemento actuando solo propor- 
ciona la resistencia adecuada para resistir los efectos sísmicos. De acuerdo con el Código ACI 21.4.4, 
el espaciamiento del refuerzo transversal dentro de la longitud lo no debe exceder $ de la dimensión 
mínima del elemento o 4 pulgadas, y los amarres suplementarios o ramas de los aros que se traslapan 
no deben estar espaciados a más de cuatro pulgadas como se muestra en la figura 20.9. 

Para zonas por fuera de lo, cuando no se proporcione el refuerzo transversal mínimo definido 
anteriormente, el espaciamiento del refuerzo en espiral o de los aros no debe exceder seis veces el 
diámetro de las barras longitudinales de la columna o 6 pulgadas. 

Para considerar las mayores demandas de ductilidad impuestas sobre columnas que soportan 
elementos rígidos (ver las figuras 20.4 y 20.5), el Código especifica que, para tales columnas, los 
requisitos de refuerzo transversal mínimo deben satisfacerse a través de la totalidad de la altura de 
la columna y que el refuerzo transversal debe prolongarse basta el elemento rígido discontinuo por 
al menos la longitud de desarrollo o del refuerzo longitudinal mayor para el caso de muros y en al 
menos 12 pulgadas dentro de la cimentación. 

Ejemplo 20.1. Resistencias a la flexión relativa de elementos en una unión y refuerzo transversal 
mínimo en columnas. La unión exterior que se muestra en la figura 20.10 es parte de un pórtico de 
concreto reforzado diseñado para resistir cargas sísmicas. Se muestran las dimensiones de la sección 
de los elementos y el refuerzo. La altura entre pisos es de 12 pies. Las resistencias de los materiales 
son f: = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. La carga axial mayorada máxima en la columna superior 
que llega hasta la unión es 1551 klb y la carga axial mayorada máxima en la columna inferior es 1645 
klb. Determine si las resistencias a flexión de diseño de las columnas exceden a aquéllas de las vigas en 
al menos 20 por ciento tal como lo requiere la ecuación (20.9), y establecer el refuerzo transversal 
mínimo requerido a lo largo de la longitud 1, en las columnas. 

Solución. Será suficiente la verificación de las resistencias a flexión relativas de las vigas continuas del 
pórtico ya que éste es claramente el caso que controla para la unión. Adicionalmente, debido a que el 
refuerzo en las vigas es el mismo a ambos lados de la unión, una comparación simple será suficiente 
para los momentos en la viga en dirección de las agujas del reloj y en dirección contraria. 

La resistencia a flexión negativa de diseño de la viga en la unión está gobernada por el acero 
superior, cinco barras No. 10, A, = 6.33 pulg2. La fuerza de fluencia en el acero es 

Asfy = 6.33 x 60 = 380 klb 

El espesor efectivo es d = 36.0 - 1.5 - 0.5 - 1.2712 = 33.4 pulg y con una profundidad del bloque de 
esfuerzo de a = 380/(0.85 x 4 x 27) = 4.14 pulg, el momento de diseño es 

La resistencia a flexión de diseño positiva para la viga en la unión se determina mediante el acero 
inferior, cinco barras No. 9, A, = 5.00 pulg2. La fuerza de fluencia en el acero es 

A,& = 5.00 x 60 = 300 klb 

www.elsolucionario.org
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Refuerzo transversal -, 
mínimo = aros y 
amarres suplementarios 
No. 4 @ 4" 

Vigas continuas 
27" x 36" (ancho efectivo m/ ;ir!; aleta superior = 

1 1 1  / III 5No.lOarriba 
5 No. 9 abajo 

36" x 36" 

Altura de piso = 

Viga perpendicular 
27" X 36" 
5 No. 9 arriba 
5 No. 8 abajo 

Los aros y amarres 
suplementarios no 
se muestran por 
claridad 

( c) 

FIGURA 20.10 
Unión viga-columna exterior de los ejemplos 20.1 y 20.2: (a)  vista en planta; (b) sección 
transversal a través de las vigas continuas; (c) sección transversal a través de la viga 
perpendicular. Observe que no se muestra el refuerzo de confinamiento excepto para los aros y 
amarres suplementarios de la columna mostrados en (a). 

El espesor efectivo es d = 36.0 - 1.5 - 0.5 - 1.12812 = 33.4 pulg y, con una profundidad del bloque de 
esfuerzos de a = 300/(0.85 x 4 x 54) = 1.63 pulg, el momento de diseño es 

Las resistencias a flexión de diseño mínimas de las columnas en este ejemplo dependen de las 
cargas axiales mayoradas máximas, que son 1551 y 1645 klb para las columnas superior e inferior 
respectivamente. Para las columnas de 36 x 36 pulg, esto resulta en 

- p. - 155 - 1.20 klblpulg2 columna superior 
A, 1296 

- = - -  1645 - 1.27 klb/pulg2 columna inferior p. 
A, 1296 

Con un refuerzo total de 12 barras No. 11,A,, = 18.75 pulg2y la cuantía de refuerzopg = 18.7511296 = 
0.0145. Utilizando un recubrimiento medido hasta el centro de las barras de tres pulgadas, y = 
(36 - 6)/36 = 0.83, los gráficos A.7 y A.8 en el apéndice A son apropiados para determinar la capaci- 
dad a flexión. 

Para la columna superior, 



Para la columna inferior, 

36 
M, = 0.44 X 1296 X - = 1710 kiblpie 

12 
Verificando las capacidades relativas a flexión, 

mg = 893 + 733 = 1626 klblpie 

Mediante inspección, Xkíe 2 $ Xkíg 
Se requiere refuerzo transversal mínimo a lo largo de una longitud lo a cada uno de los lados de 

la unión. De acuerdo con el Código AC121.4.4, lo es la mayor de (a) el espesor h = 36 pulg, (b) de 
la luz libre = (12 x 12 - 36)/6 = 18 pulg, o (c) 18 pulg. Debido a que cada esquina y cada barra 
longitudinal alterna deben tener un soporte lateral, y debido a que el espaciamiento de los amarres 
suplementarios y de las ramas de los aros está limitado a un máximo de 14 pulgadas dentro del plano 
del refuerzo transversal, se utilizará el esquema que se muestra en la figura 20.10~. El espaciamiento 
máximo del refuerzo transversal está limitado al menor entre de la dimensión mínima del elemento 4 
= 3614 = 9 pulg, o 4 pulg. 

Utilizando barras No. 4, la dimensión de la sección transversal del núcleo de columna, medido 
centro-a-centro del acero de confinamiento, es h, = 32.5 pulg, y el área de la sección transversal del 
núcleo de columna, medida fuera-a-fuera del acero de confinamiento esAch = 33 x 33 = 1089 pulg2. 

Parafyh = 60 klbIpulg2 el área total de refuerzo transversal con un espaciamiento de 4 pulg es la 
mayor entre las ecuaciones (20.11) y (20.12). 

El requisito de 0.78 pulg2 se satisface mediante cuatro ramas de barra No. 4. 

c. Uniones y desarrollo del refuerzo 
El diseño de las uniones viga-columna se presenta en la sección 10.2. En la figura 10.4 se ilustran las 
fuerzas que actúan sobre una unión sometida a cargas laterales. El cortante mayorado que actúa en 
una unión es 

donde Tl=la fuerza de tensión en el acero de la viga para el momento negativo a un lado de la 
unión 

T2 = la fuerza de tensión en el acero de la viga para momento positivo en un lado de la unión 
C2 = la fuerza de compresión que contrarresta T2 

Vcol = la cortante en la columna en las caras superior e inferior de la unión correspondientes al 
momento neto en la unión y a los puntos de inflexión a la mitad de la altura de la 
columna (ver la figura 10.5). 

Para el diseño sísmico, las fuerzas TI y T2 (= C2) deben basarse en un esfuerzo en el refuerzo a 
tensión por flexión de 1.256. De acuerdo con el Código ACI 21.5.3, la capacidad a cortante nominal de 
una unión depende del grado de conñnamiento proporcionado por los elementos que llegan hasta la 
unión. 

Para uniones confinadas en las cuatro caras .......................................................... 2 0 f i ~ j  
Para uniones confinadas en tres caras o dos caras opuestas ................................ 1 5 E A j  
Para otros casos ......................................................................................................... 1 2 f l ~ i  
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donde Aj es el área efectiva de la sección transversal de la unión en un plano paralelo al plano del 
refuerzo que genera cortante en la unión. El espesor de la unión es el espesor total de la columna. 
Para vigas que llegan hasta un apoyo de ancho mayor, el ancho efectivo de la unión es el menor de 
(a) ancho de viga más el espesor de la unión o (b) dos veces la distancia perpendicular más pequeña 
desde el eje longitudinal de la viga hasta el lado de la columna. El área efectiva de la unión se 
ilustra en la figura 20.11. La resistencia a cortante nominal para concreto con agregado ligero se 
limita a $ del valor dado anteriormente. 

Para proporcionar un confinamiento adecuado dentro de la unión, el refuerzo transversal 
utilizado en las columnas debe prolongarse a través de la unión de acuerdo con el Código ACI 
21.5.2. Este refuerzo puede reducirse hasta la mitad dentro del espesor del elemento de menor 
altura que llegue, y el espaciamiento de las espirales o aros puede aumentarse a 6 pulgadas, si las 
vigas principales que llegan hasta los cuatro lddos de la unión y los elementos a flexión cubren al 
menos -$ del ancho de la columna. 

Para uniones donde la viga es más ancha que la columna, se proporciona refuerzo transversal 
como el que se requiere para columnas (Código ACI 21.4.4) para confinar el acero a flexión en la 
viga, a menos que el confinamiento esté proporcionado por un elemento a flesón transversal. 

Para proporcionar un desarrollo adecuado al refuerzo de la viga que pasa a través de la unión, 
el Código ACI 21.5.1 exige que la dimensión de la columna en dirección paralela al refuerzo de la viga 
debe ser de al menos 20 veces el diámetro de la mayor barra longitudinal para concreto de peso 
normal y 26 veces el diámetro de barra para concreto ligero. Para el refuerzo longitudinal de la viga 
que se termine dentro de una columna, tanto el refuerzo con gancho como el refuerzo recto deben 
extenderse hasta la cara más alejada del núcleo de la columna. El refuerzo debe anclarse en compre- 
sión de acuerdo con el capítulo 12 del Código ACI y anclarse a tensión de cuerdo con el Código ACI 
21.5.4, el cual exige que la longitud de desarrollo de las barras con ganchos a 90° ldh no debe ser 
menor que 8 db, 6 pulg, o 

Para concreto con agregados ligeros, estos valores son, respectivamente, 10 db, 7.5 pulg y 1.25 veces 
el valor de la ecuación (20.14). El gancho a 90° se debe localizar dentro del núcleo confinado de la 
columna. 

Para barras rectas ancladas dentro del núcleo de la columna, la longitud de desarrollo de ld 
las barras inferiores debe ser al menos 2.5 veces el valor requerido para ganchos; ld para las barras 
superiores debe ser al menos 3.5 veces la longitud requerida para ganchos. 

Ancho efectivo de la 

Refuerzo que genera 
cortante 

Dirección de las fuerzas 
que generan cort 

i unión 

EIGURA 20.11 
Área efectiva de la unión, Ai, que debe considerarse en forma independiente para fuerzas en cada 
una de las direcciones. Observe que la unión que se ilustra no cumple necesariamente las condicio- 
nes para considerarse como confinada debido a que los elementos que llegan no cubren al menos 

de cada una de las caras de la unión (adaptada de la referencia 20.10). 
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D e  acuerdo con el Código ACI 21.5.4, las barras rectas que terminen en una unión deben 
pasar a través del núcleo confinado de una columna o de un elemento de borde (como se analiza en 
la sección 20.6). Debido al menor grado de confinamiento proporcionado por fuera de la zona 
confinada, el Código exige que cualquier porción de la longitud recta de empotramiento que no 
esté dentro del núcleo debe aumentarse en un factor de 1.6. Así, la longitud de desarrollo requeri- 
da ldm de una barra que no está totalmente embebida en concreto confinado es 

donde ld = longitud de desarrollo requerida para una barra recta embebida en concreto confinado 
ldc = longitud embebida en concreto confinado 

Ejemplo 20.2. Diseño de una unión exterior. Diseñe la unión mostrada en la figura 20.10. 

Solución. Como se analizó en el capítulo 10, una unión debe detallarse de manera que las barras de las 
vigas y columnas no interfieran entre sí, y de manera que la colocación y consolidación del concreto 
sea práctica. La colocación de las barras se presenta en la figura 20.10. 

El desarrollo del acero a flexión de la viga que continúa a través de la unión se verifica con base 
en los requisitos de que la dimensión de la columna debe ser al menos 20 veces el diámetro de barra de 
las barras mayores. Este requisito se cumple para las barras No. 10 utilizadas como refuerzo superior. 

20 x 1.27 = 25.4 pulg < 36 pulg 

El acero a flexión en la viga perpendicular debe anclarse dentro del núcleo de la columna con 
base en la ecuación (20.14), pero no menos de 8db o 6 pulg. Para las barras superiores No. 9, la ecua- 
ción (20.14) controla 

Lo mismo resulta cierto para las barras inferiores No. 8, que también deben anclarse a tensión (Códi- 
go ACI 12.11.2) debido a que la carga lateral va a someter a la viga a momentos de flexión tanto 
positivos como negativos en la unión exterior. 

Puesto que la longitud disponible es menor que 3.5 ldh para las barras superiores y que 2.51dh para las 
barras inferiores, todo el acero a flexión de la viga perpendicular debe anclarse utilizando ganchos, y 
no refuerzo recto, extendiéndolo hasta la cara lejana del núcleo de columna como se muestra en la 
figura 20.10b. 

Para verificar la resistencia a cortante de la unión, se calculan las fuerzas cortantes que actúan 
sobre la unión con base en un esfuerzo de 1.254 en el refuerzo a flexión. Por inspección, controlará el 
cortante en el plano de la viga que continúa. 

La fuerza de tensión en el acero negativo es 

TI = 1.25 x 6.33 x 60 = 475 klb 

Para un espesor efectivo de 34.4 pulg (ejemplo 20.1) y una profundidad del bloque de esfuerzos de a = 
475/(0.85 x 4 x 27) = 5.17 pulg, el momento debido a flexión negativa es 
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V,,, = i 86 klb 

V, = TI+ T2 - V,,, 
= 664 klb 

(a) 
I 

( b) 

FIGURA 20.12 
Diagramas de cuerpo libre en el plano de la viga que continúa del ejemplo 20.2: 
(a) columna y zona de la unión; (b) fuerzas que actúan en la unión debido a cargas laterales. 

Para flexión positiva al otro lado de la columna, 

T2 = 1.25 X 5.00 X 60 = 375 klb 

El cortante en la columna, correspondiente a la suma de los momentos M+ y M-, basado en el 
diagrama de cuerpo libre de la columna entre los puntos supuestos de inflexión a la mitad de la altura, 
como se muestra en la figura 20.1242, es Vcol = (1220 + 1012)/12 = 186 klb. Las fuerzas cortantes que 
actúan sobre la unión se muestran en la figura 20.121 y el cortante mayorado de la unión es 

V, = TI + T2 - Vcol = 475 + 375 - 186 = 664 klb 

Para una unión confinada en tres caras con una área efectiva de la sección transversal de A, = 36 x 36 
= 1296 pulg2, las capacidades nominales y de diseño en la unión son 

+Vn = 0.85 X 1229 = 1045 klb 

Debido a que q5Vc ,> V,, la unión es satisfactoria desde el punto de vista de cortante. 
Como la union no está confinada en los cuatro lados, el refuerzo transversal en la columna debe 

continuarse, de manera inalterada, a través de la unión. 

d. Elementos no diseñados para resistir fuerzas sísmicas 
Los elementos de pórticos en estructuras diseñadas para cargas sísmicas que no están proporciona- 
dos para resistir fuerzas sísmicas deben ser capaces de soportar las cargas gravitacionales para las 
cuales están diseñados a medida que la estructura se desplaza lateralmente. Para proporcionar una 
resistencia y ductilidad adecuadas, el Código ACI 21.7.1 exige que estos elementos se diseñen con 
base en los momentos correspondientes a desplazamientos laterales iguales al doble de los calcula- 
dos para las cargas laterales mayoradas. 

Cuando los momentos y cortantes inducidos, en combinación con los momentos y cortantes 
gravitacionales mayorados (ver la tabla 1.2), no exceden la capacidad de diseño de un elemento de 
pórtico, el Código ACI 21.7.2 exige que los elementos con una fuerza axial gravitacional mayorada 
por debajo deAgf,'llO tengan el refuerzo longitudinal mínimo superior e inferior dado en la ecua- 
ción (3.40), su cuantía de refuerzo no sea mayor que 0.025 y tengan al menos dos barras continuas 
en la parte superior e inferior. Además, se exigen estribos con un espaciamiento máximo de d/2 a 
todo lo largo del elemento. 



Para elementos cuyas fuerzas da l e s  gravitacionales mayoradas excedenA f '110 el refuerzo 
g c longitudinal debe cumplir los requisitos para columnas dados para cargas sísmicas, y el refuerzo 

transversal debe estar conformado por aros y amarres suplementarios, tal como se utiliza para 
columnas diseñadas para cargas sísmicas [como lo exige el Código ACI 21.4.4.1 (3) y 21.4.4.31. El 
espaciamiento longitudinal máximo del refuerzo transversal S, no debe ser mayor que seis veces el 
diámetro de la barra longitudinal más pequeña o seis pulgadas, en toda la altura de la columna. 
Adicionalmente, el refuerzo transversal debe soportar el cortante inducido por rotación inelástica 
en los extremos del elemento, como lo exige el Código ACI 21.4.5 (presentado en la sección 20.7). 
Los elementos con fuerzas axiales gravitacionales mayoradas que excedan el 35 por ciento de la 
capacidad axial sin excentricidad, 0.35P0, deben diseñarse con refuerzo transversal igual, al menos, 
a la mitad del especificado en el Código ACI 21.4.4.1 [ver ecuaciones (20.11), (20.12) y (20.13)]. 

Si los momentos o cortantes inducidos bajo desplazamientos laterales, que son iguales al 
doble de los calculados para las fuerzas laterales mayoradas, exceden las resistencias a momento o 
a cortante de diseño, o si este cálculo no se realiza, el Código ACI 21.7.3 exige que los elementos 
cumplan con los criterios para el concreto y el acero según el Código ACI 21.2.4 y 21.2.5 (ver la 
sección 20.4), conjuntamente con los criterios para empalmes soldados y refuerzo conectado mecá- 
nicamente (Código ACI 21.2.6). En elementos del pórtico cuya carga axial gravitacional mayorada 
esté por debajo de Ag f,'llO, el criterio de refuerzo mínimo especificado en el Código ACI 21.7.2 
debe cumplirse, conjuntamente con el requisito de que la capacidad a cortante del elemento debe 
ser adecuada para soportar las fuerzas inducidas por la fluencia a flexión bajo el criterio del Código 
ACI 21.3.4 [ver la figura 20.13 y ecuación (20.17) de la sección 20.71. Para elementos con fuerzas 
axiales gravitacionales mayoradas que excedanA f '110 deben cumplirse todos los requisitos para 

g. refuerzo transversal y capacidad a cortante especificados para columnas diseñadas para carga late- 
ral inducida por sismo. Además, el refuerzo transversal de columna debe continuarse dentro de las 
uniones, tal como lo exige el Código ACI 21.5.2 (ver la sección 21.5~) para pórticos en zonas de 
amenaza sísmica alta. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA MUROS ESTRUCTURALES, 
DIAFRAGMAS Y CERCHAS 

En el capítulo 21, el Código ACI incluye requisitos para sistemas y elementos estructurales rígi- 
dos que soportan fuerzas sísmicas o que distribuyen las fuerzas sísmicas entre partes de estructu- 
ras que a su vez soportan cargas sísmicas. Los muros estructurales, diafragmas, cerchas, puntales, 
tensores, cordones y elementos colectores están dentro de esta categoría. 

Para garantizar una ductilidad adecuada, el Código ACI 21.6.2 exige que los muros estructu- 
rales tengan una cuantía de refuerzo a cortante mínimap, de 0.0025, tanto en dirección longitudinal 
como transversal y que el espaciamiento máximo del refuerzo sea de 18 pulgadas. Si la fuerza 
cortante de un muro excede U,, E dondeA es el área neta del concreto de la sección definida 

,!', 
por el espesor del alma y la longitud de la seccion en la dirección de la fuerza cortante, se deben 
utilizar al menos dos parrillas de refuerzo. Sin embargo, si el cortante de diseño no es mayor que 
A,, E gobierna el criterio de refuerzo mínimo del Código ACI 14.3. 

Para proporcionar confinamiento y ductilidad adecuados, los elementos estructurales como 
cerchas, puntales, tensores y elementos colectores con esfuerzos de compresión mayores que 0.2 f,' 
deben cumplir los mismos requisitos de refuerzo transversal que las columnas para pórticos resis- 
tentes a cargas. En este caso, los esfuerzos de compresión se calculan para las cargas mayoradas 
utilizando un modelo elástico lineal y las propiedades de las secciones brutas de los elementos. El 
refuerzo continuo en sistemas estructurales rígidos debe anclarse y empalmarse tal como lo exige 
el Código ACI 21.5.4; [ver las ecuaciones (20.14) y (20.15)]. 

Los diafragmas que soporten elementos de la edificación o que transfieran cargas laterales 
entre elementos que hagan parte del sistema de resistencia de fuerzas laterales deben tener al 
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menos dos pulgadas de espesor (el mínimo aplica principalmente a las losas superiores en seccio- 
nes compuestas). 

Para garantizar una adecuada resistencia y ductilidad, el Código ACI 21.6.6 exige el uso de 
elementos de borde en los extremos de muros estructurales y alrededor de las aberturas cuando el 
esfuerzo en la fibra extrema bajo cargas sísmicas mayoradas excede 0.2 f,' a menos que la totalidad 
del muro se refuerce de acuerdo con las disposiciones del Código ACI 21.4.4.1 hasta 21.4.4.3 [estos 
requisitos incluyen las ecuaciones (20.10), (20.11) y (20.12), el espaciamiento del refuerzo trans- 
versal no mayor que $ de la dimensión mínima del elemento ni cuatro pulgadas, y amarres suple- 
mentarios o ramas de aros superpuestos espaciados a no más de 14 pulgadas entre centros]. Los 
elementos de borde, que pueden considerarse como columnas que están dentro de la frontera de 
un muro de espesor constante o que pueden tener una dimensión mayor que la del muro, deben 
incluir refuerzo transversal tal como lo especifica el Código ACI 21.4.4.1 hasta 21.4.4.3 y han de 
diseñarse para resistir todas las cargas gravitacionales mayoradas en el muro, incluyendo las cargas 
tributarias y el peso propio, más la fuerza vertical inducida por el momento de volcamiento produ- 
cido por la carga sísmica. El refuerzo transversal en los muros se debe anclar para desarrollar la 
resistencia a la fluencia f dentro del núcleo confinado de concreto de los elementos de borde. Los 

Y 
elementos de borde pueden interrumpirse en las zonas donde el esfuerzo a compresión calculado 
sea menor que 0.15 f,'. 

Según el Código ACI 21.6.6, el refuerzo transversal en muros donde no se requieren elemen- 
tos de borde debe anclarse con un gancho estándar alrededor del refuerzo extremo, o el refuerzo 
en el borde debe encerrarse mediante estribos en U del mismo tamaño y el mismo espaciamiento, 
y que cumplan con los mismos requisitos de empalmes que el refuerzo transversal. Este requisito 
no es necesario si la fuerza cortante máxima es menor que A,, fl. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA RESISTENCIA A CORTANTE 

a. Vigas 
Una de las consideraciones principales en el diseño de estructuras sometidas a cargas sísmicas es 
el cortante inducido en los elementos debido al comportamiento no lineal a flexión [ver la ecua- 
ción (20.1)]. Como se presentó en la sección 20.2, al aumentar la resistencia a la flexión de vigas 
y columnas se puede aumentar el cortante en estos elementos si la estructura se ve sometida a 
carga lateral severa. Como resultado, el Código ACI exige que las vigas y columnas en pórticos 
que hacen parte de los sistemas de resistencia a cargas laterales (incluidos algunos elementos 
que no se diseñan para soportar carga lateral) se diseñen para el efecto combinado de las cargas 
gravitacionales mayoradas y el cortante inducido por la formación de rótulas plásticas en los 
extremos de los elementos. 

Para elementos con cargas axiales menores que Ag f,'/10, el Código ACI 21.3.4 exige que la 
fuerza cortante de diseño Ve se base en la carga gravitacional tributaria mayorada a lo largo de la 
luz más el cortante inducido por momentos de signo opuesto correspondientes a la "resistencia 
probable", MPr. La carga correspondiente a este caso se ilustra en la figura 20.13. La resistencia a 
momento probable Mpr se basa en que el acero de refuerzo alcanza un esfuerzo de 1.254. 

V,=MP.'++~ FIGURA 20.13 
3 4 (1.4wD+ 1 . 7 ~ ~ )  1 - 2  Fuerzas consideradas en el diseño a cortante de 

* p r l (  1-1 ve) M ~ Q  
elementos a flexión sometidos a carga sísmica. W/2 
es el cortante correspondiente a cargas 

L e -  gravitacionales basado en 0.75(1.40 + 1.7L). 



donde 

El cortante, Ve, está dado por 

donde Mprl y Mpr2 = las resistencias a momento probables en los dos extremos del elemento cuando 
los momentos actúan en la misma dirección 

L = la longitud del elemento entre las caras de los apoyos 
W/2 = el efecto de las cargas gravitacionales mayoradas en cada extremo del ele- 

mento [basada en 0.75 (1.40 + 1.7L)j. 

La ecuación (20.17) se evalúa en forma independiente para los momentos en los dos extremos 
actuando en las direcciones de las agujas del reloj o en la dirección contraria. 

Para proporcionar una ductilidad y un confinamiento adecuados al concreto, el refuerzo trans- 
versal dentro de una longitud igual a dos veces el espesor del elemento medida desde la cara del 
apoyo, en los dos extremos del elemento a flexión, se diseña con base en una capacidad a cortante 
del concreto Vc = O, cuando la fuerza cortante inducida por el sismo en la ecuación (20.17), (Mprl 
+ Mpr2)/l, es la mitad o más de la resistencia a cortante requerida máxima dentro de esta longitud, 
y la fuerza a compresión axial mayorada en el elemento, incluidos los efectos sísmicos, está por 
debajo de Ag fi DO. 

Ejemplo 20.3. Diseño a cortante de una viga. Una viga de concreto reforzado de 18 pulgadas de ancho 
y 24 pulgadas de espesor está apoyada entre dos columnas interiores del pórtico de un edificio ubicado 
en una zona de amenaza sísmica alta. La luz libre es 24 pies y el refuerzo en la cara del apoyo consiste 
de cuatro barras No. 10 en la parte superior y cuatro barras No. 8 en la parte inferior. El espesor 
efectivo es 21.4 pulgadas para el acero superior y el inferior. El cortante mayorado máximo es 1.4Vd + 
1 .76  es 43 klb en cada uno de los extremos de la viga. Las resistencias de los materiales son fi = 5000 
lb/pulg2 y 4 = 60,000 lb/pulg2. Diseñe el refuerzo a cortante en la zona adyacente a las caras de la 
columna. 

Solución. Las resistencias a momento probables Mp, se basan en un esfuerzo en el acero de 1.254. Para 
flexión negativa, el área de acero es A, = 5.06 pulg2 en los dos extremos de la viga, el espesor del 
bloque de esfuerzos es a = 1.25 x 5.06 x 60/(0.85 x 5 x 18) = 4.96 pulg, y la resistencia probable es 

Para flexión positiva, el área de acero es A, = 3.14 pulg2, el ancho efectivo es 90 pulg, el espesor del 
bloque de esfuerzos es a = 1.25 x 3.14 x 601 (0.85 x 5 x 90) = 0.62 pulg y la reasistencia probable es 

El efecto de las cargas gravitacionales mayoradas es W/2 = 0.75(1.40 + 1.7L) = 0.75 x 43 = 32 klb, 
resultando en una fuerza cortante de diseño en cada uno de los extremos de la viga, de acuerdo con la 
ecuación (20.17), de 

Ve = 598 + 414 + 32 = 42 + 32 = 7 4  klb 
24 

Debido a que la fuerza inducida por el sismo, 42 klb, es mayor que la mitad de la máxima resistencia a 
cortante requerida, el refuerzo transversal de confinamiento debe diseñarse para resistir el valor total 
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FIGURA 20.14 
Configuración del refuerzo de confinamiento para la viga 
del ejemplo 20.3. 

de Ve (por ejemplo, @VS 2 Ve) a lo largo de la longitud 2h = 48 pulgadas medida desde la cara de la 
columna, de acuerdo con el Código ACI 21.3.3. El espaciamiento máximo de los estribos se basa en el 
menor de d/4 = 5.3 pulg, 8db para la barra longitudinal más pequeña igual a ocho pulgadas, o 24 db 
para las barras de los estribos (suponiendo que sean barras No. 3) = nueve pulgadas, o 12 pulgadas. Se 
utilizará un espaciamiento igual a cinco pulgadas. 

El área de refuerzo a cortante dentro de una distancias es 

Para proporcionar apoyo a la barra longitudinal de esquina y a las alternas, de acuerdo con el Código 
ACI 21.3.3, se llega a la utilización de aros de refuerzo superpuestos como se muestra en la figura 
20.14, y se obtiene un área total del acero transversal de A, = 0.44 pulg2. 

El primer estribo se coloca a dos pulgadas desde la cara de la columna. Los otros se colocan a 
espacios de cinco pulgadas dentro de 48 pulgadas medidas desde la cara de cada una de las columnas. 
El refuerzo transversal en el resto de la viga se calcula con base en el valor de Ve en este punto y en una 
contribución del concreto Vc diferente de cero. Los estribos deben tener ganchos sísmicos y un 
espaciamiento máximo de d/2. 

b. Columnas 
De acuerdo con el Código ACI 21.4.5, disposiciones de cortante similares a las usadas en vigas 
para considerar la formación de rótulas plásticas también se deben aplicar a elementos con car- 
gas axiales mayores que Ag f,'llO. En este caso, la carga se ilustra en la figura 20.15a, y la fuerza 
cortante mayorada es 

donde H es la distancia libre entre vigas, y Mprl y Mpr2 se basan en una resistencia a tensión del 
acero de 1.254. 

En la ecuación (20.18), Mprl y Mpr;? son las resistencias a momento máximas probables para el 
rango de cargas axiales mayoradas a las que va a estar sometida la columna, como se muestra en la 
figura 20.15b; sin embargo, Ve no necesita ser mayor que el valor basado en Mpr para los elementos 
transversales que llegan hasta la unión. En la mayor parte de los pórticos, éste ultimo será el que 
controla. Naturalmente, Ve no debe ser menor que el obtenido a partir del análisis de la estructura 
sometida a cargas mayoradas. 

El Código exige que el refuerzo transversal en una columna a lo largo de una longitud 1, (la 
mayor entre el espesor del elemento en la cara de la.unión, de la luz libre o 18 pulgadas) medida 
desde cada una de las caras de la unión, debe dimensionarse para resistir el cortante basado en una 
capacidad a cortante del concreto Vc = O cuando (a) la fuerza cortante inducida por el sismo sea 
igual a la mitad o más de la resistencia a cortante requerida máxima dentro de estas longitudes y (b) 
la fuerza a compresión axial mayorada, incluidos los efectos del sismo, sea menor que Ag f320. 
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Mn 

FIGURA 20.15 
(a) Fuerzas consideradas en el diseño a cortante de columnas sometidas a carga sísmica, (b) diagrama de interacción 
usado para determinar la resistencia a momento máximo probable. Observe que Mp de columnas usualmente es gober- 
nado por Mp, de las vigas que llegan al nudo en vez de M,,,,. 

c. Muros y diafragmas 
De acuerdo con el Código ACI 21.6.3, la fuerza a cortante mayorada V,, para muros, diafragmas y 
cerchas se obtiene a partir de un análisis basado en las cargas mayoradas (incluyendo el sismo). 

Según el Código ACI 21.6.5, el valor máximo de la resistencia a cortante nominal, V,, para 
muros estructurales y diafragmas debe tomarse como 

dondeA, = área neta de la sección de concreto igual al espe- 
sor del alma por la longitud de la sección en la dirección de la fuerza cortante 

p, = cuantía del refuerzo a cortante en un plano perpendicular al plano de A,, 

Para muros y diafragmas, o segmentos de estos elementos, que tengan una relación altura- 
longitud hwllw menor que dos, la resistencia nominal es 

donde a, varía linealmente desde 3.0 hasta 2.0 a medida que h Jl, cambia desde 1.5 hasta 2.0, y h, Y 
1, son la altura y longitud, respectivamente, de la totalidad del muro o diafragma o de los segmentos 
del muro o diafragma. 1, se mide en la dirección de la fuerza cortante. En la aplicación de la ecuación 
(20.20), la relación h,,,/lw es la mayor de las relaciones para la totalidad del elemento o del segmento 
del elemento que se esté considerando. La utilización de a, mayor que 2.0 se basa en mayores resis- 
tencias a cortante observadas para muros con relaciones de dimensiones más pequeñas. 

El Código ACI 21.6.5 exige que los muros y diafragmas incluyan un refuerzo a cortante 
distribuido en dos direcciones ortogonales en el plano del elemento. Para hJl, 5 2.0, la cuantía 
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de refuerzo para el acero que atraviesa el plano de A,, p,, debe ser igual al menos a p,. La 
resistencia a cortante nominal de todas las pilas de muros (regiones verticales de un muro sepa- 
radas por aberturas) que soporten entre todas la carga lateral total se limita a un valor máximo 
de 84, E, sin que ninguna de las pilas individuales llegue a soportar más que 1MCp E, donde 
A,, es el área de la sección transversal total yAq es el área de la sección transversal de una pila 
individual. La resistencia a cortante nominal de segmentos de muro horizontal (regiones de un 
muro limitadas por aberturas en la parte superior y en la inferior) se limita a 1MCp E. 

DISPOSICIONES DEL CÓDIGO ACI PARA PÓRTICOS EN ZONAS 
DE AMENAZA S~SMICA MODERADA 

El Código ACI 21.8 establece requisitos para el diseño de pórticos en zonas de amenaza sísmica 
moderada; éstos incluyen especificación de las cargas y de los requisitos de despiece. Al contrario 
que para zonas de amenaza sísmica alta, los sistemas de losa en dos direcciones sin vigas están 
permitidos para servir como sistemas de resistencia a cargas laterales. Los muros, diafragmas y 
cerchas en zonas de amenaza sísmica moderada se diseñan utilizando la parte principal del Código. 

El Código ACI 21.8.3 permite dos opciones para el diseño a cortante de elementos de pórti- 
co. La primera opción es similar a la ilustrada en las figuras 20.13 y 20.15 y en las ecuaciones (20.17) 
y (20.18), con la excepción de que las resistencias probables M se remplazan por las resistencias 0' 
nominales M,. Para vigas,fy se sustituye por 1.254 en la ecuacion (20.16). Para columnas, los mo- 
mentos utilizados en la parte superior y en la inferior de la columna [ver la figura 20.15 y la ecua- 
ción (20.18)] se basan en la capacidad de la columna sola (sin considerar la capacidad a momento 
de las vigas que llegan hasta las uniones) y en una carga axial de diseño mayorado P, que resulta en 
la capacidad a momento máxima nominal. 

Como alternativa de diseño para el cortante inducido por la formación de rótulas en los extre- 
mos de los elementos, el Código ACI 21.8.3 permite que el diseño a cortante esté basado en combina- 
ciones de carga que incluyen un efecto sísmico igual a dos veces el requerido por el código de 
construcción correspondiente. Así, la primera de las ecuaciones relacionadas con sismo de la tabla 1.2 
se convierte en 

U = 0.75(1.40 + 1.7L + 3.74E) (20.21) 

Para vigas y columnas, el Código establece requisitos de despiece que no son tan exigentes 
como aquéllos utilizados para zonas de amenaza sísmica alta pero que proporcionan un mayor 
confinamiento y una ductilidad mejorada en comparación con aquéllos usados en estructuras no 
diseñadas para cargas sísmicas. Para vigas, la resistencia a momento positivo en la cara de la unión 
debe ser al menos 5 de la resistencia a momento negativo en la unión de acuerdo con el Código 
ACI 21.8.4. Tanto la resistencia a momento positivo como la resistencia negativo a momento a lo 
largo de la totalidad de la longitud de la viga debe ser al menos -$ de la resistencia a momento 
máximo en la cara de cualquiera de las uniones. Se exigen estribos en los dos extremos de las vigas 
a lo largo de una longitud igual a dos veces el espesor del elemento; el primer estribo se coloca 
dentro de las dos pulgadas desde la cara del apoyo, y el espaciamiento máximo en esta zona no 
debe exceder +de la altura efectiva, ocho veces el diámetro de la barra longitudinal más pequeña, 
24 veces el diámetro de los estribos, o 12 pulgadas. El espaciamiento máximo de estribos para las 
otras zonas de la viga es igual a la mitad del espesor efectivo. 

Para columnas, dentro de una zona limitada por 1, [definida después de la ecuación (20.18)], 
el espaciamiento de flejes so no debe exceder ocho veces el diámetro de la barra longitudinal más 
pequeña, 24 veces el diámetro de la barra de amarre o fleje, la mitad de la menor dimensión de la 
sección transversal de la columna, o 12 pulgadas, de acuerdo con el Código ACI 21.8.5. El primer 
fleje debe colocarse a no más de so/2 de la cara de la unión, y el espaciamiento de los flejes no debe 
exceder dos veces el espaciamiento so para los demás sitios del elemento. De acuerdo con el Códi- 



go ACI 21.8.5 y 11.11.2, debe proporcionarse refuerzo lateral en la unión con una área igual a la 
especificada en la ecuación (4.13) dentro de la columna y para un espesor no menor que el espesor 
del elemento a flexión más alto que llegue hasta la unión. 

Para losas en dos direcciones sin vigas, e1 Código ACI 21.8.6 exige el diseño para efectos sísmicos 
utilizando la primera y la segunda ecuación relacionada con carga sísmica de la tabla 1.2. En estas 
condiciones de carga, el refuerzo proporcionado para resistir el momento no balanceado que se 
transfiere entre la losa y la columna M, (Mu en la sección 13.7) debe colocarse dentro de la franja de 
columna. El refuerzo para resistir la fracción del momento no balanceado M, definido mediante la 
ecuación (13.16a), Mub = yfMu = yfMs, pero no menos que la mitad del refuerzo en la franja de 
columna en el apoyo, debe concentrarse cerca de la columna. Este refuerzo se coloca dentro de un 
ancho efectivo de losa limitado por las líneas a 1.5h a cada lado de la columna o capitel, donde h es el 
espesor total de la losa o ábaco. 

Para garantizar un comportamiento dúctil de los sistemas de losa en dos direcciones, al me- 
nos la cuarta parte del refuerzo superior en el apoyo de las franjas de columna debe ser continuo a 
todo lo largo de la luz, al igual que el refuerzo inferior, el cual será al menos igual a una tercera 
parte del refuerzo superior en el apoyo para la franja de columna. Al menos la mitad de todo el 
refuerzo inferior en el centro de la luz debe ser continuo y capaz de desarrollar su resistencia a la 
fluencia en la cara del apoyo. Para bordes no continuos en losas, tanto el refuerzo superior como el 
inferior deben desarrollar su resistencia a la fluencia en la cara del apoyo. 
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PROBLEMAS 
20.1. Una unión de columna interior que hace parte de un pórtico de concreto reforzado localizado en una 

zona de amenaza sísmica alta está conformada por vigas de 28 pulgadas de ancho y 20 pulgadas de 
espesor, y vigas principales de 36 pulgadas de ancho por 20 pulgadas de espesor que llegan hasta una 
columna de 28 por 28 pulgadas. El espesor de la losa es de cinco pulgadas y el ancho efectivo del ala que 
sobresale a cada uno de los lados del alma del elemento a flexión es de 40 pulgadas. El refuerzo de las 
vigas principales en la unión está conformado por cinco barras superiores No. 10 y cinco barras inferio- 
res NO. 8. El refuerzo en las vigas secundarias está conformado por cuatro barras No. 10 en la parte 
superior y cuatro barras No. 8 en la parte inferior. En el cruce del acero a flexión dentro de la unión, las 
barras superiores o inferiores de la viga principal descansan sobre las respectivas barras superiores e 
inferiores de las vigas secundarias. El refuerzo de la columna está conformado por 12 barras No. 9 
espaciadas uniformemente alrededor del perímetro en forma similar a la indicada en la figura 20.10. El 
recubrimiento libre para el refuerzo a flexión principal más externo y para el refuerzo longitudinal de la 
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columna es de dos pulgadas. Suponga que los flejes y los estribos son en barras No. 4. Por efecto sísmico, 
la carga axial mayorada máxima en la columna superior que llega hasta la unión es 1098 klb y la carga 
axial mayorada máxima en la columna inferior es 1160 klb. Para una altura entre pisos del pórtico de 13 
pies, determine si las resistencias de diseño a flexión para las columnas exceden a aquéllas de las vigas y 
vigas principales en al menos el 20 por ciento, y determine el refuerzo transve~sal mínimo requerido en 
las columnas adyacentes a las vigas. Utiiice fi = 4000 lb/pulg2 yfy = 60,000 lb/pulg2. 

20.2. Diseñe la unión y el refuerzo transversal de la columna para los elementos descritos en el problema 
20.1. Los cortantes mayorados debidos a cargas sísmicas son 29 klb en la columna superior y 31 klb en 
la columna inferior. Las carga axiales mayoradas mínimas son 21 y 25 klb por debajo de las fuerzas 
especificadas en el problema 20.1 para las columnas superior e inferior, respectivamente. 

20.3. En el ejemplo 20.1, las columnas están espaciadas a 28 pies entre centros en la dirección de las vigas 
continuas. La carga muerta total sobre la viga que continúa (incluido el peso propio) es 2 klb por pie y 
la carga viva total es 0.93 klb por pie. Diseñe el refuerzo transversal para la viga continua para un 
edificio ubicado en zona de amenaza sísmica alta. 

20.4. Repita el problema 20.3 para un pórtico localizado en una zona de amenaza sísmica moderada. 



APÉNDICE 

AYUDAS DE DISENO 

TABLA A.l 
Nomenclatura, áreas, perímetros y pesos de barras estándares 

Área de la sección 
Diámetro, transversal, Perímetro, Peso unitario 

Barra No: pulg pulg2 P U ~  por pie, lb 

" Con base en lacantidad de octavos de una pulgada incluidos en el diámetro nominal de las barras. El diámetro 
nominal de un barra wnugadaesequivaiente al diámetro de una barra Lisa que tiene el mismo peso por pie que la 
barra wrrugada 

Aproximado al más cercano de & pulg. 
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TABLA A2 
Áreas de grupos de barras estándares, pulg2 

Cantidad de barras 
Barra 
No. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

4 0.20 0.39 0.58 0.78 0.98 1.18 1.37 1.57 1.77 1.96 2.16 2.36 
5 0.31 0.61 0.91 1.23 1.53 1.84 2.15 2.45 2.76 3.07 3.37 3.68 
6 0.44 0.88 1.32 1.77 2.21 2.65 3.09 3.53 3.98 4.42 4.86 5.30 
7 0.60 1.20 1.80 2.41 3.01 3.61 4.21 4.81 5.41 6.01 6.61 7.22 
8 0.79 1.57 2.35 3.14 3.93 4.71 5.50 6.28 7.07 7.85 8.64 9.43 
9 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00 11.00 12.00 

10 1.27 2.53 3.79 5.06 6.33 7.59 8.86 10.12 11.39 12.66 13.92 15.19 
11 1.56 3.12 4.68 6.25 7.81 9.37 10.94 12.50 14.06 15.62 17.19 18.75 
14 2.25 4.50 6.75 9.00 11.25 13.50 15.75 18.00 20.25 22.50 24.75 27.00 
18 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00 44.00 48.00 

TABLAA.3 
Perímetros de grupos de barras estándares, pulg 

Cantidad de barras 
Barra 
No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

4 1.6 3.1 4.7 6.2 7.8 9.4 11.0 12.6 14.1 15.7 17.3 18.8 
5 2.0 3.9 5.9 7.8 9.8 11.8 13.7 15.7 17.7 19.5 21.6 23.6 
6 2.4 4.7 7.1 9.4 11.8 14.1 16.5 18.8 21.2 23.6 25.9 28.3 
7 2.8 5.5 8.2 11.0 13.7 16.5 19.2 22.0 24.7 27.5 30.2 33.0 
8 3.1 6.3 9.4 12.6 15.7 18.9 22.0 25.1 28.3 31.4 34.6 37.7 
9 3.5 7.1 10.6 14.2 17.7 21.3 24.8 28.4 31.9 35.4 39.0 42.5 

10 4.0 8.0 12.0 16.0 20.0 23.9 27.9 31.9 35.9 39.9 43.9 47.9 
11 4.4 8.9 13.3 17.7 22.2 26.6 31.0 35.4 39.9 44.3 48.7 53.2 
14 5.3 10.6 16.0 21.3 26.6 31.9. 37.2 42.6 47.9 53.2 58.5 63.8 
18 7.1 14.2 21.3 28.4 35.5 42.5 49.6 56.7 63.8 70.9 78.0 85.1 

TABLA A4 
Áreas de barras en losas, pulg2/pie 

Barra No. 

Espaciamiento 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
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TABLA A5 
Cuantías de acero límite para diseiio a flexión 



676 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 

f,' 

TABLA k 6 a  pfY Factor de resistencia a flexión: R = P ~ ( l  - 0.588 i) lb/polg2 
c 

f,' 

4 = 40,000 4 = 60,000 
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TABLA A.6b 
Factor de resistencia a flexión: R = pfy 

4 = 40,000 4 = 60,000 
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TABLA A7 

Parámetros k y j  para el análisis elástico de una sección de viga fisurada donde 
k =  J m - r n j = l - f k  

n = 7 n = 8  n = 9  n = 10 

P k j k j k j k j 
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TABLA A8 
Cantidad máxima de barras en una sola fila en almas de vigas 

Tamaño máximo del agregado pulg, estribos No. 4" 

Ancho de la viga bw, pulg 

Barra8 10 12 14 16 No. 18 20 22 24 26 28 30 

5 2  4 5  6  7  8  10 11 12 13 15 16 
6 2 3 4 6 7  8 9  10 11 12 14 15 
7 2 3 4 5 6  7  8  9  10 11 12 13 
8 2 3 4 5 6  7  8  9  10 11 12 13 
9 1  2 3  4 5  6  7  8 9  9  10 11 

1 0 1  2 3  4  5  6  6  7  8  9  10 10 
1 1 1  2 3  3  4  5  5  6 7 8 8 9  
1 4 1  2 2  3  3  4  5  5 6 6 7 8  

18* 1 1 2 2 3  3  4  4 4 5 5 6  

Tamaño máximo del agregado 1 pulg, estribos No. 4" 

Ancho de la viga bw, pulg 

Barra 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
No. 

5 2 3 4 5 6  7  8  9  10 11 12 13 
6 2 3 4 5 6  7 8  9  9  10 11 12 
7 1  2 3  4 5  6  7  8  9  10 10 11 
8 1  2 3  4  5  6  7  7  8 9  10 11 
9  1 2 3 4 5  6  7  7 8 9 9 1 0  

1 0 1  2 3  4  5  6  6  7 7 8 9 1 0  

"Recubrimiento mínimo de concreto supuesto iguai a 3 pulg hasta el estribo No. 4. 
Para exposición exterior, el esfuerzo paracarga de seMcio debe reducirse para saíisfacer un máximo = 145 (ACI 318-89, 

sección 10.6.4). 
Fuente: Adaptada de la referencia 3.7. Utilizada con autorización del Amencan Concrete Institute. 
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TABLA A9 
Cantidad mínima de barras en una sola fila en las almas de vigas por los requisitos de control 
de agrietamiento del Código ACI 

(a) Exposición interior 
Cantidad mínima de barras en una sola Pila en el alma de la viga 

Ancho del alma de la viga bw, pulg 

Barra 
No. 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 

( )El máximo permitido es menor que lacantidad mínima requerida 

(b) Exposición exterior 
Cantidad mínima de barras en una sola fila en el alma de la viga 

Ancho del alma de la viga bw, pulg 

Barra 
NO. 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

( )El máximo permitido es menor que la cantidad mínima requerida. 

Fuente: Adaptada de la referencia 3.8. Utilizada con autorización del Concrete Reinforcing Steel Institute. 
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TABLA A10 
Resistencia de diseño @Mn para secciones de losa de 12 pulg de ancho, klb-pie,& = 60 klb/pulg2; 

@Mn = @pf#d2(1- 0.59p!lf;) 

Espesor efectivo d, pulg 
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TABLA A.l l  
Longitud de desarrollo a tensión en diámetros de barras, ld/db para barras 
sin recubrimiento y concreto normal (caso simplificado) 

No. 6 y menores No. 7 y mayores 

fé fé 
f., 
hblPulg2 4000 5000 6000 4000 5000 6000 

(1) Barras inferiores 

Espaciamiento, recubrimiento 40 25 23 21 32 28 26 
y estribos como se indica en los 50 32 28 26 40 35 32 
casos a y b 60 38 34 31 47 42 39 

Otros casos 40 38 34 31 47 42 39 
50 47 42 39 59 53 48 
60 57 51 46 71 64 58 

(2) Barras superiores 

Espaciamiento, recubrimiento 40 33 29 27 41 37 34 
y estribos como se indica en los 50 41 37 34 51 46 42 
casos a y b 60 49 44 40 62 55 50 

Otros casos 

Casoa: Separaci6n libre entre barras que se desarrollan o empalman 2 db, recubrimiento libre 2 db y estribos a lo largo de ld 
cumpliendo el múimiorequendo por el código. 

Caso b: Separaciónlibre entre barras que se desarroiian o empalman 2 2d,y recubrimiento libre 2 d,. 
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TABLA Al2 
Longitud de desarrollo a compresión, pulg. ldb = 0.02 d & x  pero 2 0.0003dJY 
(longitud mínima de 8 pulg en todos los casos) 

fC 
3000 4000 5000 6000 

Barra 4, la 1, la la 
No. klb/pulg2 básica Confinada básica Confinada básica Confinada básica Confinada 

3 40 8 8 8 8 8 8 8 8 
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TABLA A13 
Tipos comunes disponibles de mallas electrosoldadas de alambre 

.- 

Designación del acero Área de acero, pulg2/pie 

Antigua designación Peso 
Nueva designación (mediante el calibre (aproximado) 
(mediante el número W) del alambre de acero) hngitudinal 'Ikansversal lb por 100 pie2 

Rollos 

Láminas 

"El tamaño exacto del número Wpara calibre 8 es W2.1. 

El tamaño exacto del número Wparadire 2 es W5.4. 
Fuente: lbmada de la referencia 2.51. 



TABLA kl4a  
Coeficientes para losas con momento de inerciaa variable 

Carga w lb/pie2 

t t t * t t t t t f t t t t f + t t + * t + * J ! t t t I  

A 12 en dirección perpendicular B 

Dimensiones 
de las columnas 

1 ~ $ 4  
0.00 0.00 

0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 

Carga uniforme 
MF* = 

coef. (wl2 1;) 

M. Mi4 

0.083 0.083 
0.083 0.084 
0.082 0.086 
0.081 0.089 
0.079 0.093 
0.077 0.097 

Coeficiente 
de rigidezb 

km ki4 

4.00 4.00 
4.01 4.04 
4.03 4.15 
4.07 4.32 
4.12 4.56 
4.18 4.88 

Coeficiente 
- de transmisión* 

COT, COT, 

0.500 0.500 
0.504 0.500 
0.513 0.499 
0.528 0.498 
0.548 0.495 
0.573 0.491 

"Aplicable cuando c1n, = cJI,. Para otras relaciones entre estos cocientes, las constantes produciránun margenpequeíío de error. 
la rigidez es K, = k d ( 1 ,  / 12,) y Km = k$ (1, h: / 124). 

' N  del T: Mi? Momento de empotramiento o fijación. 
COT Coeficiente de transmisión. 
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TABLA k l 4 b  
Coeficientes para losas con momento de inerciaa variable 

1 

A l2 en dirección perpendicular 
B 

Dimensiones 
de las columnas 

Carga uniforme 
MF = 

coef. (wl* 1;) 

M~~ M&4 

0.088 0.088 
0.087 0.089 
0.087 0.090 
0.085 0.093 
0.084 0.096 
0.082 0.100 

Coeficiente 
de rigidez" 

Coeficiente 
de transmisión 

COT, COT, 

0.541 0.541 
0.545 0.541 
0.553 0.541 
0.567 0.540 
0.585 0.537 
0.606 0.534 

" Apiicable cuando cllll = c41r Para otrasrelaciones entre estos cocientes, las constantesproducirán un margen pequeño de error. 

la rigidezesK, = k s ( l ,  h: 1124) y Km = k$(l, h: 1121,). 
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TABLA kl4c 
Coeficientes para columnas con momento de inercia variabl9 

Carga uniforme 
Espesor MF = Coeficiente Coeficiente 

de la losa coef. (wl, 1:) de rigidez de transmisión 

u 1  M, M i  km km COT, COT, 

TABLAA.15 
Tamaño y paso de espirales, Código ACI 

Diámetro de la Fuera-a-fuera de 
f,' 

columna, pulg la espiral, pulg 2500 3000 4000 5000 

f y  = 40,000 
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TABLA A.16 
Propiedades de aceros de preesfuenoa 

Torón de siete alambres, fP = 270 klb/pulg2 
- -- - - 

Diámetro Peso 
nominal Área (lbipie 0 . 7 f A  0.75fpAp 0.8 fPAp fPAp 

(pul@ (pulg2) lineal) (klb) (Hb) 

Torón de siete alambres, fP = 250 klb/pulg2 

Diámetro 
nominal Área Peso O.7fPPp 0.8 fPAp f d  

(pulg) (pulg2) (Iblpie lineal) (klb) (km 

Alambres de preesfuerzo 

Peso 
Área (Iblpie 

Diámetro (pulg2) lineal) 

0.192 0.0289 0.098 
0.196 0.0302 O. 100 
0.250 0.0491 0.170 
0.276 0.0598 0.200 

Resistencia 
a la tensión 0.75fPAp 0.8fpuAp 

f, (klb/pulg2) (klb) (ub) 

250 5.05 5.78 
250 5.28 6.04 
240 8.25 9.42 
235 9.84 11.24 
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Barras lisas de preesfueno, f,, = 145 klblpulg2 

Diámetro Peso 
nominal Área (lblpie o.7fPnAp o.8fpAp 

lineal) 
f A  

(pulg) (pulgZ) (Ub) (Mb) 

j(0.750) 0.442 1.50 44.9 51.3 64.1 

+(0.875) 0.601 2.04 61.0 69.7 87.1 

1 (1.000) 0.785 2.67 79.7 91.0 113.8 

1s (1.375) 1.485 5.05 150.7 . 172.2 215.3 

Barras lisas de preesfuerzo, f,, = 160 klb/pulg2 

Diámetro Peso 
nominal Área (lblpie o.7fPIIAp o.gfpllAp 

lineal) 
f,A, 

(pulg) (pulgZ) @lb) 

"Adaptada del PCIDesign Handbook, 4a. ed., Prestressed Concrete Institute, Chicago, 1985. 

www.elsolucionario.org



690 DISENO DE ESTRUCTURAS DE CONCRETO 



AYUDAS DE DISENO 691 

GRÁFIco A.lb 
Capacidad de momento de secciones rectangulares. 
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Fracción de la longitud libre de la luz 

GRÁFICO A.3 
Ubicación aproximada de puntos de doblado o corte de barras para vigas continuas cargadas 
uniformemente y construidas en forma integral con sus apoyos, de acuerdo con los coeficiente 
del Código ACI. 
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1 .O 1.5 
Relación l2 /1,  

GRÁFIco A.4 
Diagrama de interpelación para distribución lateral de momentos en losas. 
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GRÁFICO A.5 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
cuatro caras y y = 0.45 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Institute). 
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% L? = @A, klblpulg2 
Ag h Agh 

G-co A.6 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
cuatro caras y y = 0.60 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del Arnerican Concrete Institute). 



GRÁFIco A7 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
cuatro caras y y = 0.75 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Znstitute). 
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GRÁFIco A.8 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
cuatro caras y y = 0.90 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Znstitute). 
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GRÁFIco ~ . 9  
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
caras extremas y y = 0.45 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete 
Znstitute). 
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~RÁnco AJO l 

Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
caras extremas y y = 0.60 (tomado de Ea referencia 8.7. Cortesía del American Concrete 
Znstitute). 
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GRÁFIco A. l l  
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
caras extremas y y = 0.75 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete 
Znstitute). 
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GRÁFIco A.12 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección rectangular con barras en las 
caras extremas y y = 0.90 (tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete 
Znstitute). 
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GRÁFIco A.13 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección circular con y = 0.45 
(tomado de la referencia 8.7. Cortesía del Amencan Concrete Znstitute). 
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7. O 

6.0 

5.0 

4. O 

3.0 

2.0 

1 .o 

correspondientes, ver el comentario sobre COLUMNAS 7. 

O 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 

E n  2 = @A, klblpulg2 
h A$ 

GRÁFIco A.14 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección circular con y = 0.60 
(tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Znstitute). 
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7.0 

6.0 

5.0 

4.0 

3.0 

2.0 

1.0 
'lizar este diagrama en columnas con los flejes 
ondientes, ver el comentario sobre COLUMNAS 7. 

II I Y  I  h l  h l h l 1 \ 1 h i  I I I  I I 1 1  I T 1  I I  1 1 1  1 1  t 
-~ - 

O 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 

GRÁFICO LIS 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección circular con y = 0.75 
(tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Institute). 
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G-co A16 
Diagrama de interacción de la resistencia de columnas de sección circular con y = 0.90 
(tomado de la referencia 8.7. Cortesía del American Concrete Znstitute). 



FACTORES DE CONVERSIÓN AL SI: UNIDADES 
USUALES EN LOS ESTADOS UNIDOS A 
UNIDADES DEL SISTEMA MÉTRICO SI 

Geometría global 

Luces 
Desplazamientos 
Área superficial 
Volumen 

1 pie = 0.3048 m 
1 pulg = 25.4 mm 
1 pie2 = 0.0929 m2 

1 pie3 = 0.0283 m3 

1 yd3 = 0.765 m3 

Propiedades estructurales 

Dimensiones de la sección transversal 1 pulg = 25.4 mm 
Área 1 pulg2 = 645.2 mm2 

Módulo de la sección 1 pulg3 = 16.39 x lo3 mm3 

Momento de inercia 1 pulg4 = 0.4162 x 106 mm4 

Propiedades de los materiales 

Densidad 1 lb/pie3 = 16.03 kg/m3 
Módulos y esfuerzos 1 lb/pulg2 = 0.006895 MPa 

1 klb/pulg2 = 6.895 MPa 

Cargas 

Cargas concentradas 1 lb = 4.448 N 
1 klb = 4.448 kN 

Densidad 1 lb/pie3 = 0.1571 Wrn3 
Cargas lineales 1 klblpie = 14.59 kN/m 
Cargas de superficie 1 lb/pie2 = 0.0479 kN/m2 

1 klb/pie2 = 47.9 kN/m2 

Esfuenos y momentos 

Esfuerzos 1 lb/pu1g2 = 0.006895 MPa 
1 klb/pulg2 = 6.895 MPa 

Momento flector o torsor 1 lb-pie = 1.356 N-m 
1 klb-pie = 1.356 kN-m 
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APÉNDICE 

METODO DE DISENO UNIFICADO PARA 
ELEMENTOS DE CONCRETO REFORZADO 

Muchas de las ecuaciones y de los procedimientos del Código ACI han sido desarrolladas empírica- 
mente para tipos específicos de elementos y de condiciones de carga y por tanto su aplicabilidad tiene 
límites estrictos. Esta situación se presentó en la sección 4.8 en el contexto de diseño a cortante, y se 
identificó una tendencia hacia el desarrollo de métodos de diseño más racionales y consistentes de 
elementos sometidos a cortante que sean aplicables a todos los elementos estructurales de concreto 
(ver las referencias 4.14a7 4.17 a 4.22). Una situación similar se presenta con respecto a algunos 
aspectos del diseño para cargas de flexión y axiales. Se utilizan métodos de diseño y reglas diferentes 
para vigas y para columnas. Las ecuaciones que gobiernan el diseño de vigas preesforzadas son distintas 
de aquellas que gobiernan el concreto reforzado. El diseñador de vigas parcialmente preesforzadas 
encuentra muy pocas guías de diseño. Recientemente han aparecido artículos importantes en los 
cuales se presentan intentos para desarrollar métodos consistentes que sean aplicables en todo el 
espectro incluyendo columnas, vigas reforzadas de manera convencional y vigas parcial o totalmente 
preesforzadas (ver las referencias C.1 y C.2). 

Se ha adicionado un nuevo apéndice B al Código ACI de 1995 titulado "Disposiciones de diseño 
unificadas para elementos de concreto reforzado y preesforzado sometidos a flexión y a compresión", 
basado en las propuestas de la referencia C.1. Las secciones numeradas que se incluyen en el apéndice 
B del Código ACI pueden utilizarse en lugar de las secciones numeradas correspondientes de los 
capítulos 8,9,10 y 18 del Código. Pero debe advertirse que si se utiliza cualquier sección del apéndice, 
entonces deben usarse todas las demás. Las nuevas disposiciones hacen referencia principalmente a los 
límites del refuerzo, a coeficientes de reducción de resistencia y a redistribución de momentos. 

-'/ 



MÉTODO DE DISENO UNIFICADO 709 

CUANT~A DE ACERO BALANCEADA Y L~MITES DEL REFUERZO 
El cambio clave propuesto es una modificación del Código ACI 10.3.3, el cual define la cuantía 
máxima de refuerzo para elementos sometidos a flexión y para elementos sometidos a cargas combina- 
das de flexión y de compresión axial. Se introducen los conceptos de secciones controladas por tensión 
y secciones controladas por compresión. Ambas se definen en términos de la deformación unitaria neta 
a tensión et, para la resistencia nominal en el acero extremo a tensión, sin contar con la deformación 
unitaria efectiva de preesfuerzo. El acero extremo a tensión tiene la mayor profundidad, dt, medida a 
partir de la fibra extrema a compresión. La deformación unitaria límitepara controlpor compresión se 
establece como la deformación unitaria neta a tensión en el refuerzo que corresponde a la falla balan- 
ceada y, por tanto, es igual a la deformación unitaria de fluencia del refuerzo. Para acero grado 60 esto 
es igual a 0.002, como se indica en la figura C.lb. De acuerdo con el Código ACI B.10.3.2, para 
secciones preesforzadas se permite el uso de la misma deformación unitaria límite para control a 
compresión que para el acero grado 60. La deformaciiín unitaria límite para control por tensión se 
establece en 0.005 para todos los aceros, tal como se muestra en la figura C.lc. De esta manera la 
sección controlada por compresión es aquella que tiene una deformación unitaria neta a tensión en el 
acero igual o menor que la deformación unitaria límite para control por compresión en el momento en 
que el concreto a compresión alcanza su deformación I í í t e  supuesta de 0.003. Una sección controla- 
da por tensión es aquella que tiene una deformación unitaria neta a tensión en el acero de 0.005 o más 
cuando el concreto a compresión alcanza su deformación límite supuesta de 0.003. Las secciones con 
una deformación unitaria neta a tensión entre la deformación unitaría límite para control por compre- 
sión y 0.005 constituyen la zona de transición entre las secciones controladas por compresión y las 
controladas por tensión. 

En la figura C.l puede observarse que las deformaciones unitarias límites a tensión también 
pueden plantearse en términos de la relación c/dr Los valores límites de c/dt para secciones controladas 
por compresión con acero grado 60 y para secciones controladas por tensión son, respectivamente, 
0.600 y 0.375. 

En el cuerpo principal del Código ACI no se establece la deformación unitaria límite a tensión 
para elementos a flexión, pero queda implícita en la cuantía de refuerzo máxima a tensión de 0 . 7 5 ~ ~ .  
Por ejemplo, para una sección rectangular que utiliza refuerzo grado 60 con E, = 0.00207, para las 
condiciones balanceadas c/dt es igual a 0.592. Si se utiliza una cuantía de refuerzo de 0.75 pb, el eje 
neutro está proporcionalmente más arriba, y puede demostrarse que la deformación unitaria neta a 
tensión correspondiente para la resistencia nominal a flexión es 0.00376. Para refuerzo grado 80, los 
cálculos correspondientes arrojan un valor de deformación unitaria neta a tensión de 0.00467. 

\ Acero a tensión E,= 0.002 Et= 0.005 
extremo 

(a) (4 (c) 

FIGURA C.l 
Distribuciones de deformaciones unitarias h i t e s  y deformaciones unitarias netas a tensión para refuerzo grado 60: 
(a) ubicación del acero a tensión extremo; (b )  deformación unitaria límite para control por compresión; (c) defor- 
mación unitaria límite para control por tensión. 
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La nueva deformación unitaria límite neta a tensión de 0.005 para secciones controladas por 
tensión se seleccionó como un valor único que pudiera aplicarse a todos los tipos de acero (de 
preesfuerzo y de refuerzo) permitidos por el Código ACI. A menos que se requieran mayores niveles 
de ductilidad, como es el caso de la redistribución de momentos (ver la sección C.4), el límite de 
0.005 proporcionará ductilidad suficiente para diseños corrientes. Observe que el valor de 0.005 no 
es un límite absoluto, tal como es el valor de 0 . 7 5 ~ ~  del cuerpo principal del Código; por el contra- 
rio, es un punto en el cual el coeficiente de reducción de resistencia empieza a reducirse (ver la 
sección C.3). Se permiten cuantías de refuerzo altas que produzcan deformaciones unitarias netas a 
tensión menores que 0.005, pero éstas no serán económicas debido a los bajosvalores del coeficiente 
de reducción de resistencia. 

COEFICIENTES DE REDUCCION DE RESISTENCIA 

Las disposiciones del Código ACI 9.3.2 que definen el coeficiente de reducción de resistencia $, 
también se modifican. Las disposiciones actuales establecen $ = 0.90 para flexión sin cargas axiales y 
0.70 ó 0.75 para compresión axial y compresión axial más flexión (para elementos con flejes transver- 
sales o espirales respectivamente), con una transición basada en la relación $P,/0.10 f'A (ver el 

. g  
capítulo 8). De acuerdo con el Código ACI, B.9.3.2, estas disposiciones se remplazan; el coeficiente de 
reducción de resistencia $, debe tomarse de la manera siguiente: 

Secciones controladas por tensión 
Secciones controladas por compresión: 

(a) Elementos con refuerzo en espiral que cumplan 
con los requisitos del Código 

@) Elementos con otro tipo de refuerzo 

Para secciones en las cuales la deformación unitaria neta en el acero a tensión extremo para la resisten- 
cia nominal esté entre los limites para secciones controladas por compresión y secciones controladas 
por tensión, $ debe incrementarse linealmente de acuerdo con el Código ACI B.9.3.2, desde aquél para 
secciones controladas por compresión hasta 0.90, a medida que la deformación unitaria neta a tensión, 
et, aumente desde la deformación unitaria límite para control por compresión hasta el límite de 0.005, 
como lo indica la figura C.2. 

0.90 - 0.90 

- 0.70 
Flejes 

0.50 - - 0.50 
Controlado Transición Controlado 
por compresi&- por comprrsión 

I I 
0.002 0.003 0.004 0.005 

Deformación unitaria neta a tensión, E,  

FIGURA C.2 
Variación de + con la deformación unitaria neta a tensión para acero grado 60 (adaptada del Código ACI 318-95). 
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REDISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS NEGATIVOS EN ELEMENTOS 
CONTINUOS A FLEXIÓN 

Las ventajas y la economía de la redistribución de los momentos negativos en elementos continuos se 
han presentado en la sección 11.9e. En el Código ACI 8.4, se establecen ecuaciones que controlan la 
redistribución de momentos en elementos a flexión continuos nopreesfomdos. El Código ACI 18.10.4 
establece ecuaciones análogas pero diferentes y más complicadas para elementos a flexión continuos 
preesfonados. La necesidad de unificar y simplificar las disposiciones para redistribución fue un factor 
de motivación importante en el desarrollo del apéndice B del Código ACI. 

Mientras que el cuerpo principal del Código ACI establece porcentajes admisibles de 
redistribución en términos de las cuantías de refuerzo o de índices de refuerzo, en el apéndice B de 
dicho código los porcentajes admisibles se especifican en términos de la deformación unitaria neta a 
tensión, Se establece que, excepto cuando se utilicen valores aproximados para los momentos, el 
diseñador puede aumentar o disminuir los momentos negativos calculados con la teoría elástica en los 
apoyos de elementos continuos a flexión para cualquier distribución de cargas supuesta en no más de 
1000 E, por ciento, con un máximo del 20 por ciento. Los momentos negativos modificados deben 
utilizarse para calcular los momentos en las secciones dentro de la luz. Debido a que la redistribución 
depende de una adecuada ductilidad en las zonas de formación de rótulas, la redistribución de momen- 
tos se limita a las secciones que tienen una deformación unitaria neta a tensión de al menos 0.0075 en 
la sección en la cual el momentose reduce. 

Mientras que en el cuerpo principal del Código ACI deben tenerse en cuenta los efectos de las 
aletas y de la distribución del refuerzo en las disposiciones para cuantías de acero balanceadas, y para 
la redistniución de momentos para elementos reforzados y para elementos preesforzados, en las nue- 
vas disposiciones del Código ACI B8.4 estos efectos se consideran de manera automática mediante la 
utilización de la deformación unitaria neta a tensión, 

Los efectos de estas disposiciones para la redistribución y una comparación con las disposiciones 
del cuerpo principal del Código ACI se presentan en la figura C.3. 

I I I I 

Ud= 23 
bld = 115 

I I I I O 
O 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 

Deformación unitaria a tensión, E, 

FIGURA C.3 
Redistribución admisible de momentos bajo las disposiciones del apéndice B del Código ACI (adaptada del Código 
ACZ 318-95). 
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CONCLUSIONES 
Aunque el tratamiento que le da el cuerpo principal del Código ACI a la cuantía de acero límite, a la 
redistribución de momentos y a los coeficientes de reducción de resistencia parece ser satisfactorio y 
simple para concreto reforzado corriente, se reconocen sus limitaciones para elementos parciales y 
totalmente preesforzados y para elementos sometidos a compresión &al y excéntrica. El material del 
apéndice B del Código ACI tiene por objeto proporcionar una metodología consistente para todo el 
rango de elementos estructurales de concreto, esperando que no se compliquen las cosas que ahora son 
simples. Las nuevas disposiciones se aplican igualmente a vigas y columnas de sección rectangular o a 
cualquier otra sección, con refuerzo convencional, preesforzadas o parcialmente preesforzadas, con 
una o más capas de acero. 

El material que presenta el apéndice B del Código ACI puede o no representar la respuesta final. 
Se ha hecho énfasis en que bajo ciertas circunstancias se requeriría un procedimiento iterativo para 
establecer el valor del coeficiente @, y que se necesitaría mayor esfuerzo computacional que si se 
utilizaran los procedimientos del cuerpo principal del Código ACI (ver la referencia C.3). No está 
clara la racionalidad de utilizar las mismas deformaciones unitarias límites para control por compre- 
sión para aceros de preesfuerzos y para aceros grado 60. La reducción significativa en los valores de @ 
para secciones con cuantías de acero cercanas a los valores límites de 0 . 7 5 ~ ~  para secciones subreforzadas 
pueden no ser aceptables. 

Además, se ha observado que las nuevas propuestas para el coeficiente de reducción de resisten- 
cia no han mejorado los gráficos de diseño de columnas cargadas excéntricamente. Aunque son ligera- 
mente diferentes que los anteriores, éstos presentan aún discontinuidades en la forma que no están 
asociadas a ninguna ley física conocida (ver la referencia C.4). El Canadian Building Code y algunos 
códigos europeos han resuelto de manera exitosa este problema mediante formulaciones que aplican 
los coeficientes de reducción de resistencia de manera individual a los dos materiales constitutivos en 
lugar de aplicarlos a la sección compuesta (ver las referencias C.5 a C.7). 

Aunque todavía no son perfectas, las propuestas del apéndice B del Código ACI representan un 
paso importante hacia las disposiciones unificadas para el diseño del concreto estructural, y pueden 
esperarse más desarrollos a lo largo de estas líneas. 
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