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“PROMOVIENDO LA UNIDAD”

Se presenta el adelanto remasterizado del libro digital “Problemario de Analisis de
Estructuras en 2D y 3D” y se ha elaborado no sélo con el objetivo de apoyar a
profesores y estudiantes en la ensefianza y el aprendizaje del analisis estructural,
ya que de igual forma se busca dar un mensaje de tipo social.

El libro ha sido escrito por integrantes de dos de las instituciones con mayor historia
en México: La UNAM vy el IPN, particularmente de las unidades Facultad de
Ingenieria, FES ARAGON y ESIA ZACATENCO. Durante mucho tiempo, estas
instituciones se han considerado equivocamente, desde nuestro punto de vista
antagodnicas, sobre todo en el ambito estudiantil a nivel medio superior y nivel
superior. Este proyecto es una muestra de que podemos trabajar en conjunto, por
lo que hacemos un llamado a la unidad, no sélo entre estas universidades, sino
global, ya que respetamos a cada una de las universidades existentes y admiramos
su calidad.

No estamos de acuerdo con las ofensas que se emiten entre las distintas carreras;
dedicamos esta obra a las personas vinculadas con las Licenciaturas de Ingenieria
Civil, Ingenieria Mecéanica, Ingenieria Aeronautica, Arquitectura o alguna otra a fin.

Se ofrecen 7 ejercicios resueltos minuciosamente sobre estructuras isostaticas e
hiperestaticas en el plano, particularmente vigas, marcos y armaduras.

Se les recomienda a los lectores tener conocimientos acerca de mecanica de
materiales, estética, estructuras isostaticas, algebra, algebra matricial, céalculo
diferencial e integral, ecuaciones diferenciales y si es posible, programacion con
matlab.

Los autores consideramos que el dominio de los principios basicos es indispensable
para el uso de los programas de computo disponibles en la actualidad, debido a que
una vez desarrollada en el lector la habilidad de analizar a mano las estructuras,
este comprendera el modo de funcionamiento de los softwares y poseera un mejor
criterio.

Queremos dedicar especialmente nuestro trabajo a nuestros familiares, y amigos y
comparfieros de la Licenciatura en Ingeniaria Civil de la FES ARAGON y de la ESIA
ZACATENCO, asi como de los posgrados en Ingenieria Civil de la ESIA
ZACATENCO IPN Y La Facultad de Ingenieria UNAM.

Préximamente estara listo el libro digital completo, el cual es totalmente
independiente y de descarga gratuita. De antemano agradecemos a todos y cada
uno de ustedes que dia con dia nos respaldan por distintos medios, esperando que
este texto sea de su agrado y su utilidad.



PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

1.- Dibuje los diagramas de momento, de fuerza cortante, de giro y de flecha.

2T/m
3T )
16 T/m 1T/m
3T m

WV g c \D

A é%
/
2m 6m 1m
SOLUCION.

Célculo de las reacciones en los soportes.
Diagrama de cargas.

Al analizar la carga trapezoidal, es conveniente dividirla en una carga uniforme y
una carga triangular, y se construye la tabla que se presenta a continuacion.

Componente AT x,m XA, T -m
. 1
(D=rectangulo | 6(1) =6 5(6)=3 18
. 6(1 1
(2)= triangulo 6 _ 3| =(6) = 6
2 3
ZA =9 ZJEA =24

La carga concentrada equivalente de la carga trapezoidal distribuida es
y su linea de accion esta localizada a una distancia de

L _EXA_24Tm 8 ok
xl_ZA_ oT —3maa erecha de

Para la carga distribuida uniforme, la fuerza resultante y su punto de aplicacién son,
respectivamente

A, = (6T/m)(2m) = 12T X, = (1/2)(2m) = 1m a la izquierda de B
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El diagrama de cargas mostrado se completa identificando las reacciones en los
soportes proponiendo sus sentidos arbitrariamente.

A, = 12T A, =9T
I 37/m
3T 1

67{/m mwm
3T-
AR, c N
P

7 /% 0
P 2m>I<RBy 6m Rcsl< 1im
10

X,=1m x,=—m
2 1 3 3

Ecuaciones de equilibrio.

B MB =02 —(3)(2) — (12)(1) + 9 (g) —6(Rey) +3 =02 Rey = 1571
10
B MC=023-9 (?) +6(Rpy) — (12)(1 + 6) — 3(8) = 0 =+ Ryy = 22.5 71

+_)ZFX:0:>RBX:0

Como comprobacién, se cumple que

+TZFY:0=>—3—12+1.5—9+22.5=0:>0:0 ok v/

Funciones de fuerza cortante y de momento.

En la siguiente figura se especifica la coordenada x a utilizar cuyo origen asociado
esta en A; note que x es valida para 0 < x < 9m. Debido a los cambios en el tipo de
la carga distribuida y a las fuerzas reactivas en B y C, las funciones de las acciones
internas son discontinuas en esos puntos, asi que deberan efectuarse tres cortes

perpendiculares al eje de la viga para definir el momento y la fuerza cortante a lo
largo de la estructura.

= 12T A, =0
I 2T/m U T
r 1
1
6Tfm i 1T/m
1 3T m
l.-" B i ; C .'\
- dﬂ
/7 'i;av = 22.5T v = LT
2m. Gm Im
= - o -
10
% =1m *2=3M ?m i
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Corte en el tramo (1) (A — B). Se secciona la viga a una distancia x de A antes del
punto B, es decir, antes del punto de intensidad de 2T /m de la presion trapezoidal.

En consecuencia, el diagrama de cuerpo libre de la seccion cortada y su equilibrio
estatico son

0<x<?2m
3T B Mcorte =
6T/ .
L3y, M, = —6(x) (E) —3x = —3x2 — 3x
= dM,
1= W =—6x—3

Corte en el tramo (2)(B — C). Se secciona la viga en un punto arbitrario que se
ubique justo después de que comience la carga trapezoidal distribuida pero antes
de que la misma termine; se cumple que la longitud de la viga va desde el punto A
hasta después del punto B, pero sin llegar al punto C. El diagrama de cuerpo libre
para éste segmento de viga con longitud x es

2Zm < x < 8m

2T fm

r
Rgy = 22.5T V
< ' >
2m x—2m

T -
x

Previo a la aplicacién de las ecuaciones de equilibrio, debe hallarse el area y su
centroide de la presion trapezoidal del corte.

Por trigopnometria puede determinarse el valor en funcion de x de la intensidad W;.

1T/m y
6m  8m—x
B (HB—x) 4 1

E corte A Y 6 =§_gx
SO wemteym1e(flo)=l ]
x—2m m—x 1= y = 3 6x —3 6x
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A continuacion se hace el andlisis de la carga trapezoidal distribuida del corte.

2Tim

1
3
14
3
FAL = = s % S 5
X141 = 12X ZX X 3
- _(1 , 1 +1)(1 2>_x3 x> x x* 2x 2
2 =\12% T3%T3)\373)T36 99 1879 "9
Ll 1,12
X2l2 T3g ¥ Ter T3 Ty
La tabulaciéon de la informacion obtenida es
Componente A X XA
(D= rectangulo 2 2+§ _4 1 -1 1 3+§ 2_g +E
9 6* T3 73 2" 120 T2% 7T
@:trién ulo i 2_1 _}_1 1 _E i 3_1 2+l _E
9 2% 73%73 X3 36X 6" T3¥7 9
Z: 1 7B 2 4x? l4x 40
12 3 3 18T 3 "3 t9

Finalmente, la fuerza resultante es
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A _ZA_ 1 2_}_7 13
T= ST Y T3N3

y el centroide a través del cual actia es

x2 7 13
My = —3x—12(x = 1) + 225 = 2) = (-5 +50—5 | (x =)

12 '3
pE B Mx A0\ o or 124 22.5%— 45 © 7. 13
1873 3 Tg)T T X 12 "3 7 3F
J1a 14 +26>+ 4 x40\ 3(1 1)+ 2( 7 1+4)
6 "33 18 3 3 "9) 12718/ \"37673
N (13+14 LSNP 3)+(12 . 26+40)_1 , 7.5, 71 335
37373 ' 379)736F 76 T ¥ 9

CdM, 1 7 71

p =2 _ 2 oo L0
2=y T 12 T3t

Corte en el tramo (3)(C —D). Se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente a la porcion izquierda de la viga que se produce al cortarla en algin
sitio intermedio del tramo C — D. Por lo tanto,

8m<x<9m

Z‘T/m
3T
l6T/m 1T/m
B C
! /% ?Mg
Rgy = 22.5 T>I< Rey =15 V3
2m 6m x—81m

X
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E Mcorte = 0 = —M; — 3(x) — 6(2) (%(2) + 6+x—8) +22.5(6 +x — 8)

8
—9(6—§+x—8)+1.5(x—8)=0
M; =—-3x+12—-12x — 454+ 225x+ 42 —-9x 4+ 1.5x — 12 = -3

VSZWZO

Célculo del momento maximo de cada tramo.
0<x<2m

Para hallar la posicion del momento maximo en la region A — B hacemos

3 1
Vi=0=-3-6x=>3=—-6x=2>x=——-=—=
1 X X=X z 5

Debido a que la solucién no tiene sentido, ésea que no esta dentro del intervalo de
distancia analizado de la viga [0,2m], el punto donde se ubica el valor maximo del
momento esta en el limite superior. Por lo tanto,

Xmax1 = 2m Mpax1 = —3(2) — 3(2)2 =—-18T'm
2m < x < 8m

El momento maximo del tramo B — C se localiza a una distancia respecto de A de

7 7\’ 14,71
V, =0—%x2—§x+7_61=>x_ _(_g)i\/(_g)l _4(ﬁ)(g) _ %i 1.212474-5
Z(ﬁ) g
x, = 3(V6) + 14 ~ 21.34847 m %, = 14 — 3(V6) ~ 665153

“ Xmaxz = 3(V6)m = 6.65153m, ya que estd dentro del intervalo de distancia
analizado de la viga [2m, 8m]. Entonces,

335

Y (316>(14—3(\/_)) ()(14 3(\/_)) ( )(14_ (V8) -5

Mpazz = (9V6 — 24)T -m = —1.9546 T.m
8m<x <9m

El momento es constante a lo largo de este tramo, por lo que M,,4,3 = =3 T.m.
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Realizando una comparativa, el momento maximo para toda la viga es de

M. = 18T -m y se presenta en el punto x,,,, = 2m; la posicién se mide a partir
de A.

Ecuaciones de la pendiente y la deflexion usando el método de la
integracion directa.

Aplicando la ecuacién diferencial

d?y
Elﬁ_ M

e integrandola dos veces en cada tramo se obtiene

0<x<2m
Eldzy—M Eldzy— 32 —3x o 81 [ L) - (302 — 3004
W_ 1= W——x—x: W— (—x—x)x
dy 3 dy 3
Eld_ = —x3 —Exz + Cy; St I = 0, entonces EI9; = —x3 —Exz +C0—— @

x
3 1 1
Elfdy=f(—x3—§x2+Cl)dx=>EIy1=—Zx4—§x3+6'1x+C2———> ©)

2Zm < x < 8m

d2y 1 7 71 335

El—2 =M, > El—2 = —x3 —Zx2 4 = 222
dxz 2 a2 36° ¥ tE¥

b [490_ |

y_ 1o, 7 71, 385
dx 144" T18F T12*¥ TTg *Ts

x3——x?+—x———

2y

xZ

1 7 71 335)
36" 6 6 9 )%

1 7 71 335
si d_ic] = 0, entonces EIf, = mx‘* —Ex3 +1—2x2 —g X+ C;—— 3

Elfd —f(l s a7, 335 +c)d
Y= \1aa* T18% T12¥ T XT3
1

7 71 335
- 5 _ 1 a - 3_2°° 2 __
Ely, 720x 72x +36x 18x +C3x +Cy —>@

8m<x<9m
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dy
—3dx = EI—= = —3x + (s
dx

El— = M3 = EI -3 = El

d*y d’y d(dy) _f
dx? dx? dx

d
Si % = 0, entonces EIf; = —3x + Cs — —— (5)

3
Elfdy=f(—3x+65)dx:EIy3 =—§x2+C5x+C6———>@

Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracién
doble.

Para calcular las seis constantes de integracion anteriores usaremos seis
condiciones, primero dos de frontera y luego cuatro de continuidad. Como no hay
algun apoyo en A, la viga puede desplazarse verticalmente y girar en tal punto, asi
que, 1)y, =;?enx =0y 2)60; =;? enx = 0. Luego, por continuidad se establece
que 3)6,=60,enx=2m ,4)y;, =y, enx =2m,5)0, =0;enx =8my6)y, =y3
en x = 8m. Para determinar la rotacion y la deflexién en A aplicamos el método del
trabajo virtual.

Se sigue el siguiente procedimiento para calcular 6,.

Momentos reales M. Corresponden a las siguientes funciones que ya han sido
deducidas:

M; = —3x? — 3x 0<x<2m
1 7 71 335

M,=—x3——x*+—x—— 2Zm < x < 8m
36 6 6 9

M; = =3 m <x<9m

Momentos virtuales my. La pendiente en A se determina al colocar un momento de
par unitario virtual en ese punto; su sentido se propone horario. Note que las cargas
reales son removidas y que debe usarse la misma coordenada x de la estructura
real. Después de calcular las reacciones en los soportes, se deducen los momentos
internos my con el método de las secciones.

1
A X C D
1
Rgy = Rey = g
N 2
2m em 1

m
1
Ez MB =0=1-6(Rey) =0 = Rey =

[
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1 1

Es necesario efectuar tres cortes en la viga anterior.

- Seccion cortada en el primer tramo.

_m19+1:O:>m19:1
- Seccion cortada en el segundo tramo.

2Zm < x <8m

1
= _ Mg BZ mcorte =0
‘/A B
1
Rgy = = Vi 1
RN Al N —myg +1-2(x=2) =0
2m x —2m
< . > _ 1 .4
My = 6x 3
- Seccién cortada en el tercer tramo.
1 M <x<9Im
o] . B mcorte = 0
Hgy =~ 1 L
= 2m am —m39+1—8(6+x—8)+g(x—8)=0

1
m39=1+€(—6—x+8+x—8)=0

Ecuacioén del trabajo virtual. Entonces la pendiente en A es resultado de

1-0 szMmed
0, = .
., El

8

s 7, 71 335 1 4

1 (2 1 1
e
04 EI'[O(3x 3x)()+EIf2 3eX "X tpx— cXt3 dx
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1 9
+ EL (=3)(0)dx

Resolviendo integrales por separado se tiene

1f2(32 3)(1)—1fz(32 3)d—1[ 3 32]2
7 x x =), x Nex =g | =2 =5 x%|

3 14
:__23_3__22_2]:__
EI[ (27 =09 -5@ =09 =-F
1 8<1 7,7 335)( 1 +4>d 1 8( L T T
Er),\36" "6 T 6 9 )6 T3 T, \"216" T36" 36"
L35 1 1, 142 1340)d
54 T o7 Tt TTg X T 7 )
~ 118( L, 25 o 127 , 1187 1340)d
“Er),\"216" T108° " 36" Tsa YT 27 )™
_1[ 15,25, 127 . 1187 , 1340 ]8
“EIl1080% Ta32® T108F T108 7 T 27 *l,
17 -1 25 127 1187 1340
_ | 5__ 95 _ 4 _ 24\ _ 3 _93 - 2 _ 92 __~ "~ _
E1[1080(8 2)H 332 B =2 g B -2+ g (B =29 = 7= (8-2)
1 ( 1364 2125 1778 5935 2680)_ 126
"~ EI 45 9 3 9 9 )/ SEI

1 9
Ef (=3)(0)dx =0
8

14 126 196

O = El 5E1+0_ 5EI

Como la suma algebraica de todas integrales para toda la viga es negativa, 6, tiene
un sentido opuesto al del momento de par unitario.

9_196
AT 5E]

Recuerde que una pendiente con sentido antihorario es positiva de acuerdo a lo que

se establece en el método de integracién doble; por tanto, la segunda condicion de

196
fronteraes 2) 6, = = enx =0.

Se sigue el siguiente procedimiento para calcular &,4.

Momentos reales M. Las funciones correspondientes ya han sido mostradas.

10
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Momentos virtuales m. El desplazamiento vertical en A se obtiene al colocar una
carga virtual unitaria en ese punto; su sentido se propone hacia abajo. Note que las
cargas reales son removidas y que debe usarse la misma coordenada x de la
estructura real. Después de calcular las reacciones en los soportes, puede usarse
el método de las secciones para formular los momentos internos m.

11

A x D
4
RBY = 5 RCY =

2m 6m 1m

w |~

1
B MB =0= —1(2) + 6(Rcy) = 0= Rgy = §1

1 4
+TZFY:0:_1+RBY_§:O$.RBY:§I +_)ZFX:0$RBX:0

Es necesario efectuar tres cortes en la viga anterior.

- Seccion cortada en el primer tramo.

0<x<?2m
B mcorte =0
-m;—1(x)=0>m,; = —x

- Seccion cortada en el segundo tramo.

ll 2Zm < x < 8m
-
A B -
4 1 E mcorte =0
, iRﬂfj ]
Zm S > 4 1 8
. " xr — 2m 5 —mz—l(x)+§(x—2)=0:>m2:§x—§

- Seccién cortada en el tercer tramo.

8m<x<9m

B mcorte =0

4 1
—m3—1(x)+§(6+(x—8))—§(x—8)=O

_ 8,4 1 .8
mz = —X 3 3x 3X 3—

11
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Ecuacion del trabajo virtual. Entonces el desplazamiento vertical de A es

1- SVA:—f( 3x?% — 3x)(—x)dx

+1 8(1 7o T 335>< sd+ J(S)(O)d
36x6x6x93x3x x

Resolviendo integrales por separado se tiene

2

1 (2 1 [?
| (=342 — _ — = 3 2Y gy —
Elfo( 3x* — 3x)(—x)dx Elfo (3x° + 3x%)dx = x*+x ]

El [4 o

-3l -2

1 (%1 , 7 , 71 3351 8\ 181, 73+712335
El (—x e tE” —)(5" ‘)x—— 108 ~18% "18° 27 %

El 36 6 6 9 3
2 3_|_28 ) 284 +2680 _ 1 8,1 25 127 ) 1187 2680
27 T X T g *T o7 )&= (108" Xt Ty xt 27) x
_ [ . 25 4+127 , 1187 , 2680 ]8
T EIl5a0" T 216" T 58 ¥ T 54 X T T7 %L,
1 25 127 1187 2680
N 5 5 - 4 _ 04 3 _ 93y _ 2 2
~ 1540 & =27 216(8 20+ 51 54 @ =27 54 @ =29+ (8 2)]
1 12728 4250+3556 11870+5360 252
EIl 45 9 3 9 9 | SEI

1 9
Ef (=3)(0)dx =0
8

5 20,252 352

AT El " SEI '~ SEI
Dado que la suma algebraica de todas integrales para toda la viga es positiva, &y ,4

tiene el mismo sentido que la carga virtual unitaria.

6 = 352
" VAT 5EL
Tomando en cuenta que un desplazamiento hacia abajo es negativo de acuerdo a
lo que se establece en el método de integracién doble, la primera condicién de

frontera quedaria como:1)y = _E enx = 0.

—1

12
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Sustituyendo la condicion 2) en la ecuacion (1) da

196 196
_ 3 _ 2

Sustituyendo la condicion 1) en la ecuacion (2) tenemos

1( 352> = - Loy + 28 0y 4 ¢, o, = 2352
5E1) = 4 2 5 2= 2=
Aplicando la condicion 3) se obtiene
s 3. o1 7, 71, 335 ,
W ogxt kb= gt — gt g+ Gy enx =
3 196 71 335
_(7N3_°- 2 4y 2 (2)4 34~ 2 _ 7 °
(@ 3@ 4 = (D (@ 4 (@) Gy
24 ( ) 4 (23)< 7 ) L) ( 3 71) L (335) 4 196 . (= 3554
B 144 18 12 4 5 777 45
La aplicacion de la condicion 4) conlleva a
1( s 1 S+ci(0)+C L7 +71 335 +C3x+C 2
2 x) 2(x) () +C, = = 750" 72x 36x 18x 3X + Cyenx =2m

e L+ ()02 h)or -G Qe
CR @+ (E) @+ s 0=

Haciendo uso de la condicion 5) se deduce que

- P A T N S =8
144x 18x 12x g X1 C=-3x+C5enx=8m

(144>( )= (178) (8)° + (%) Ol (%) ®) + % = 3@+ (s = (s = %

Aplicando la cuarta condicion de continuidad resulta

1 7 , 71, 335 3
ﬁx —ﬁx +£x —Ex +C3x+C4——§x + Csx + Cg,enx = 8m
(535) ®° — (5) @ + (22) @ ~ (50) &) + (o) (&) ~ "o

720 72 36
48
=(——)(8)2+—(8)+66:> Co=—=

13
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En consecuencia, las ecuaciones de la pendiente y la deflexion de manera
respectiva en cada tramo son

0<x<?2m
EIO 33,0, 196
1 2 5
o 41,196 352
=Y T T AT
2m < x < 8m
i, — 7 3 7L, 335 3554
2= 7142 T18Y T12Y T 9 ¥ a5
o= L5 7, 71, 335 , 3554 ~ 880
Y2 = 720" T 72 36° 18" T 45 T 9
Sm<x<9m
66
EI6s = —3x +
R P
Ys= TpX T XT3

Célculo de la flecha méaxima de cada tramo.

0<x<?2m
EIf; =0 = —x3 —Ex2 +g
1= = 2 5
Usando la técnica de la divisiéon sintética hallamos una raiz.

L3 0 196

2 5

2.9635 l —2.9635 —13.2276 —39.2

-1 -4.4635 —13.2276 0

(x — 2.9635)(—x2 — 4.4635x — 13.2276) = 0
X, = 2.9635
Las raices restantes se pueden calcular con la férmula general.

—x? — 4.4635x — 13.2276 = 0

_ —(—4.4635) +/(—4.4635)% — 4(—1)(—13.2276)
*= 2(-1)

14
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_ 4.4635 —V—32.9882

X1 = = —2.23175 - 2.871744
4.4635 + v—32.9882
Xy = = = —2.23175 + 2.871744i

Obsérvese que de las tres soluciones anteriores ninguna pertenece al intervalo de

distancia analizado de la viga [0,2m], por lo que la flecha maxima esta ubicada en
el extremo donde no esta el apoyo, asi que x,,4.1 = 0. Entonces,

1 4 1 ) 196 352 352 -70.4 70.4
Elymax1 = _Z(O) —5(0) +T(O) T P Vman1 = Tgpp = Ty O Ymaxt =

2Zm < x < 8m

ool o4 7 4 71, 335 3554
2=V 5742 T8 T12Y T 9 *T 45
1 7 71 335 3554
144 18 12 9 45
426119 0.02959  —1.53103 18.68801 —78.97778
1
. _035930  4.38563 —18.53421 ~0
144

1
(x —4.26119) (mx3 —0.35930x% + 4.38563x — 18.53421) =0

x; ~ 4.26119
1
—_ —0.35930 4.38563 —18.53421
144
36.4053 0.25281 —3.876633 18.53
1
_—_ —0.106485 0.50900 ~ 0
144

1
(x — 36.4053) (mxz —0.106485x + 0.50900) =0

x, ~ 36.4053

1
- 2 _— —_
144x 0.106485x + 0.50900 = 0

15
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x3 = 7.66660 + 3.81224 X4 = 7.66660 — 3.81224

Note que de las cuatros soluciones anteriores, la Unica que esta dentro del intervalo
de distancia analizado de la viga [2m, 8m] es x,, asi que X;,4x2 = 4.26119 m. Por lo
tanto,

EI —( ! )(4 26119)° (7)(4 26119)4+(71) (4.26119)? (335) (4.26119)?
Ymaxz = \730) ** 72) " 36) " 18"

23.32049531 23.32049531 N

3554 880
* (?) (4.26119) = (T) = Ymae ¥ T T Ymae T gy

8m<x<9m

66
66 5
93:0:—3x+?:>x:?:44

Como x esta fuera del intervalo del intervalo de distancia analizado de la viga
[8m, 9m], se concluye que x3,.x = 9m. En consecuencia,

3 2 66 48 12.3 12.3
Elymaxs = (_E) (9 + (?) ) - T = Ymax3z = Bl = Ymax3z = El \

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacion y
deflexién (curva elastica)

*(m) V(Teon)
0 3 —+— DIAGRAMA DE CORTANTE
05 6
10
: - ——
15 EH
5 -
z 5 \\__‘
LL—‘_
Fl 75 0 e
3 558333333 E = B 3 10
3 363333333 s \
5 225 -10
3 0.53333333
7 0 41666667 -15
8 a5 20
8 0 * (m)
9 0
=(m) M (Ton*m)
o 5 —+— DIAGRAMA DE MOMENTO
05 225 o
1 -6 2 0
15 125 4 \ ———
2 18 6 \_
- L
2 ET3 —_
=== /
3 -11.4722222 - \
5 -10
4 -BTTTTTITS = ‘* /
5 375 = 12 \ /
-14
B 223332323 \\
7 202777778 -16
F) 3 -18
B 3 -20
xim
3 = {m}

16
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fm) B (1/ET) )
3 3 —+— DIAGRAMA DE ROTACION
[ 3T 50
1 36.7
15 3245 40
H 252 20 S
7 352 '\
3 706236111 E_: 20 \
4 T 64444444 T
5 3.4875 \
—
3 5.35555556 0 \‘
7 -8 37638889 10 g 4+ —— N
B 08
8 0.8 -20
E] 138 x(m)
) FED
o =04 —+—DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
05 50 878125 20
1 -31.95
- e
is5 14 553125 20 —
E (]
E [ 0
3 17 3680556 = F: i 10
3 FEREEEEEE! S 20
5 219375 = /
G 166660680 -40
7 9 50694444 /
) 0] -60 /
B [
-80
a5 5775 )
B z23

17
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2.- Calcule las reacciones en los soportes del siguiente marco triarticulado. Deduzca
las funciones de fuerza cortante, fuerza normal y momento flector para los tres
miembros utilizando las coordenadas x mostradas.

W

w4+ m

4m

-

4m

Im

SOLUCION.
Verificaciéon del grado de indeterminacion.

El marco es isostatico ya que se cumple la condicién r + 3m = 3n + ¢, puesto que:

m vale tres porque la estructura tiene tres miembros (A—C;C —F;G—F), r =4
debido a que en cada apoyo articulado hay dos incégnitas de reaccién (una
horizontal y una vertical), n = 4 ya que hay cuatro nodos (4;C; F;G), y c vale uno
por haber una ecuacion de condicién, la que indica que para el punto E, al situarse
una articulacién, el momento flexionante es nulo.

Célculo de las reacciones en los soportes.

Diagrama de cargas. Es mostrado en la siguiente pagina. Se han establecido los
ejes coordenados X y Y mas convenientes para aplicar las ecuaciones de equilibrio
en la estructura. Para cada presion debe calcularse su area bajo la curva, es decir,
la carga concentrada equivalente (fuerza resultante) y su correspondiente centroide
de area (punto de aplicacion). Por otra parte, se identifican las fuerzas reactivas en
los soportes suponiendo sus respectivos sentidos arbitrariamente.

18
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L/2

o
5]
£
uf iz + m

4m

L

|
R“Wl Im ! 4m

» Calculo de las cargas concentradas equivalentes y sus puntos de aplicacién
de las presiones.
- Carga triangular del tramo A — B.

@ (fo w)

_1W___2(4 )_8
g iX T g = am

- Carga triangular del tramo B — C.

2

L
02 S04

- Carga uniformemente repartida.

L
Ay =WLi%, =5

- Carga trapezoidal distribuida.
1
SW 42T m

Rotamos la presion para mayor facilidad;  zrm
conviene subdividirla en dos partes tal y
como se muestra en la figura.

19
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Ly (1
A =<£)(2)=L A =(§)(7W)=1WL
I 2 11 2 8
"= (2)()-3 = (5)(2) =3
1=\2)\2) 7% n=\3)\2) 73
_ L 1, _ L\ /1 1 5
ar = (3) W =51 wudn = (3) (5WE) =
Los resultados obtenidos pueden visualizarse en la siguiente tabla:
Componente A X XA
I = rectangulo L L L?
B g 4 4
11 = tridngulo 1WL L ! wr?
- trang 8 3 24
Z— L+1WL 1L2+1WL2
8 4 24

1
A4=ZA= L+=WL

8
1 1
- _ZfA_ZLz-l'ﬂWLZ
L = _
LA L+éWL

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para obtener los
valores de las reacciones en los apoyos.

Planteamos una ecuacion de condicién tomando momentos con respecto a E sélo
para la parte izquierda del marco.

B MEquieraa = 0 = —Ryy (4 + %) + (é W) (é + g) + Ry (7) — GL) (%L) +1=0
R (143) + (57) G +3) + e - (31) (1) + 1 =0

L 1 8 1
—RAX(4+—)+—WL+—W+7RAY—§L2+1=0

2) " 10 15
7R (4+L)R e twrBwoa 1

20
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Tomando momentos alrededor de E sélo para la parte derecha del marco tenemos

12 1
L 1 7tz WL L
L+§WL
iz el L Wiz~ Rey (2) = Rey() = 0 = —L (2 Rex + R )— ( St L)
> +Z+ﬁ GX(Z) er(L) = (2 GX Gy | = 24 2
1 13 L
ERGX-}_RGY:ﬁWL-l_Z ___(2)

De la sumatoria de fuerzas en la direccion X igual a cero es posible obtener una
relacion entre las reacciones R;x Y Ryx.

1 3 1

1 1 1

La ecuacion de equilibrio restante permite obtener una relacion entre las reacciones
Ray Y Rey-

+TZFY:O:>RAY—WL+RGY:0:>RAY+RGY:WL ——— @

Resolvemos el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas usando el
método de sustitucion e igualacion.

Despejando R;x de (2)y (3) respectivamente, se tiene

13 L
RGX=EWL+§_2RGY ———(5)
1 1 1
Rex =gWL+ZW =10+ 2L —Ryy ———(6)

Igualando (5) con (6) da

S+l org =twirlwo10+ii-r 7
12 2 GY_8 5 4 AX ()

Despejando R;y de (7) tenemos

R —23WL 1W+5+1L+1R 8
GY 7 48 10 g~ 27X ®)

21
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La sustitucion de (8) en (4) conlleva a

R +23WL 1W+5+1L+1R = WL 9
AY T 48 10 g~ l2AX T ©)

Despejando R,y de (1) se tiene

1
Ryy=—12——WL——W —=
AY T 56 70 105 7t

1 8 1 <4+L
7 14

JRax === (10)

El valor de R,y se obtiene de sustituir (10) en (9).

1L2 1WL 8W 1+(4+L>R +23WL 1W+5+1L+1R WL=0
56 70 105 7 " \7 " 14) 7% 7 48 10 g~ 24X -

—+—)=——L*4+—WL+—W—-——=L

(15 L) 1 899 37 34 1
AX\14 " 14 56 1680 210 7 8

—30L? — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) N

Rax = 120(L + 15) - - -

Es posible determinar el valor de R,y si sustituimos (11) en (10).

7" 14

g Lo L, 8 1 +<4 L) —30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
AY 7 56 70 105 7 120(L + 15)

13189W + 11760 25LW  175W + 288
Ray = + - I
240(L + 15) 48 48

- —-(12)

Despejando R;y de (4) se tiene
Rgy = WL — Ryy —-——(13)

El valor de R;y se calcula sustituyendo (12) en (13).

13189W + 11760 25LW  175W + 288)

Rgy = WL —
ar ( 240(L + 15) T8 48

o 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288I
e = 240(L + 15) 48 48

———(14)

Despejando Ry de (2) da

R —13WL+1L 2R 15
X = 7o ) GY (15)

Para conocer el valor de Ry sustituimos (14) en (15).
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< 13189W + 11760 23LW  175W + 288)

13 1
Rex =—WL+-L—-2(—
x =Wty 240(L + 15) T T 48

_13189W + 11760 (W 1) 175W + 288

Rex = 120(L + 15) 2 24 -~ —(@16)

8 32

Como comprobacion de los resultados, debe cumplirse que la suma de momentos
con respecto al punto A para todo el marco es nula.

BZMA=O

- Ll(iﬂ (%(4)>+ @ <4+z<£>>+10(£+4)+1+(W)(L)<7+£)—

2 3\2 2 2
2 1. .,
(L N 1WL> L ZF+zgWL <13189W + 11760 (K N 1) 175w + 288)
8 2 +%WL 120(L + 15) 8 2 24
@ ( 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288) 741
240(L + 15) 48 48
= 4W+3L+1L2+5L+40+1+7WL+1WL2 L WL2+L2+1WL2
15 4 2 2 16 4 24
4 1WL 23WL2 13WL 4L+4W 41 =0 0K
2 48 2 15 -

Funciones de fuerza cortante, fuerza normal y momento flector.

Una vez que se han calculado las fuerzas reactivas en los soportes, pueden
determinarse expresiones algebraicas que describan la variacion de los elementos
mecanicos; para ello es necesario efectuar cortes en cada miembro de la estructura.
En el diagrama de cuerpo libre para un segmento de la estructura, V, N y M aparecen
actuando en sus direcciones positivas de acuerdo a la convencion de signos mas
usual y sus funciones se obtienen aplicando las ecuaciones de equilibrio.

MIEMBRO 4 - C.

La distribucion de la carga que esta aplicada sobre este miembro presenta una
discontinuidad en el punto B; en consecuencia, es necesario efectuar dos cortes
perpendiculares al eje del miembro A — C, uno en el tramo A — B y otro en el tramo
B — C.Desde el inicio del problema se ha especificado una coordenada x con origen
asociado en A, etiquetada como x;.
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Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x; de A; se representa el diagrama de cuerpo
libre de la porcion de la estructura ubicada por debajo del corte para definir las
acciones internas. A la derecha del diagrama se muestra un esquema para
determinar, por trigonometria, el valor en funcion de x; de la intensidad W;.

0<x;<4m

=T

0t

Wy

B corte A

4m

4m — x, X1

1
oW W W ToWH@—x) 1 L —wx) LR e
= = = —_— = — —_——
4  4-—x, 1 4 =T T

Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, deben calcularse el area 'y su
centroide de la carga trapezoidal distribuida del corte.

Rotamos la presion para mayor facilidad; conviene subdividirla en dos partes tal y
como se muestra en la figura.

1
|E§'1-"
iﬁ-"
X
'[.a[,a'l = iw-_ iﬂ"xL 2 40
10 40 ) .
1 W -
Corte A
1 1 1 1 (x1) ( Wx) 1 )
Ay = (x1) (1 | EW)Cl) = wal - wal Ay = > %le
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B 2 1 5 1 3 _ 1 2 1
xzfAzf—(3x1) (%Wx1)=me1 ZxA=%Wx1 24OWx1

1 1
Y xA 20 lez 240 le

ya 1 1
ToWx —go Wi

donde X1, < X1.

—30L2 — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
B Mcorte =0 = —M, — (x1)

120(L + 15)
1., 1
1 1 5 Wx1 le
1 1 N\[20"* ~ 220 _
+ (10 Wx =55 le) 1 1 0

10 Wx, — 30 le

e s Lo (30174 L(210 ~B99W) — 8(37W — 1020) -
1= 70 1 Ty 120(L + 15) *1

po_dMy 1, 1 (30124 L(210 — 899W) — B(37W — 1020)
S T AT M 120(L + 15)

(13189W + 11760 25LW 175W + 288)

+TZFY=0=>N1=_ 240(L+15) | 48 48

Corte en el tramo B — C. Se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente
al segmento de la estructura que se produce al cortarla en algun sitio intermedio del
tramo B — C. A la derecha se muestra un esquema para determinar el valor en
funcion de x; de la intensidad W,.

dm<x;, <4m+1L/2

3T/m

W,

B corte C
L/2 S
. x; —4m >
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W2 3(x1 - 4‘) 3x1 12 6x1 24
= = 2 = L =
xl - 4‘

2

N~ w
|

La fuerza resultante de la carga triangular seccionada es

o= (-3

AZC = 2

y el centroide de su area a través del cual actia es

_ 1
Xoc = §(x1 - 4)

—30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
BZ Mcorte =0 = —M, — (x1)

120(L + 15)
6x, 24
+(1W)< 4) (x1_4)(T1_T) 1( H) =0
57 )\¥173 2 31 =
oo Lo 12, 3013 + 3512(6 — 25W) + 32L(2W + 75) — 86400 -
2= T T A 120L(L + 15) *1
4(LW — 240)
151

2

=dx1_ L

dM, 3 , 24 30L3+35L%(6 — 25W) + 32L(2W + 75) — 86400

L 120L(L + 15)

13189W + 11760 25LW  175W + 288
+TZFY=0=>N2=—< - )

+
240(L + 15) 48 48

MIEMBRO C — F.

El momento de par aplicado en D provocara que la funcion de momento interno sea
discontinua en ese punto; por otra parte, en E la carga distribuida presenta una
discontinuidad. Por tanto, deben realizarse tres cortes perpendiculares al eje de este
miembro, uno en el tramo C — D , otro en el tramo D — E y finalmente uno en el
tramo E — F, todos considerando como origen del sistema coordenado al punto C
de acuerdo a las instrucciones.

Corte en el tramo C — D. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento C — D) a una distancia x, del punto C; se representa el diagrama de
cuerpo libre de la porcion izquierda del corte.
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Lf2

4m

EZ Mcorte =0

—30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) Ly (1 N\/L 8 (3 \/L
M _< 120(L + 15) ><4+E)+<§W> <§+§>_<ZL> (E)

13189W + 11760 25LW 175W + 288
( R )G =0
240(L + 15) 48 48

13189W + 11760 25LW  175W + 288
5= s ) @)
240(L + 15) 48 48

875L2W + 40L(175W — 246) + 64(7W — 1020)

240(L + 15)
dM;  13189W + 11760 25LW  175W + 288
V3 = = + —
dx, 240(L + 15) 48 48
N Z X = 0o N —30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) 1 W 3L 10
el = = — —_— —
3 120(L + 15) 5 4

_ 13189W + 11760 L 175W + 288
7 120(L + 15) 2 24

Corte en eltramo D — E. Se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente
al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla en algun sitio
intermedio del tramo D — E.
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Im<x, <7m

| N‘L

Vy
L2

4m

R“‘Y[ 3Im
r

—30L? — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) L 1 L 8 3 L
M= ( 120(L + 15) )(4 +3)+ (§W> (G+3)- <ZL> (&)

(13189W +11760 25LW _175W + 288)( Vel
240(L + 15) 48 48 ¥2)T L=

(13189W + 11760 25WL 175W + 288) 7(13189W + 11760)
4 = - 2) —

240(L+15) | 48 48 240(L + 15)
175LW . 7(175W + 288)
48 48

dM, _ 13189W + 11760 25LW  175W + 288

V, = = +
* 7 dx, 240(L + 15) 48 48

13189W + 11760 L 175W + 288
120(L + 15) 2 24

+—>ZFX:0:>N4=

Corte en el tramo E — F. Se secciona al miembro C — F a una distancia arbitraria
medida desde el punto C; el corte debe ser justo después de que la carga distribuida
uniformemente comience. El diagrama de cuerpo libre para la seccion cortada se
muestra en la siguiente péagina.
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m<x,<7m+1L

=i

£
&
10Tq ]
C JD
4N ’ i Lo
- - | 1 1 X3¢
: | Vs

L/2

4m
i
i
1
I

Ray

I I
I I
| Xy —Tm_|

RAY 3Im

La fuerza resultante de la carga uniformemente distribuida seccionada es

Aze =W(x; —7)

y el centroide de su area a través del cual actia es
_ X2 =7
X =
3c 2

E Mcorte =0

M —30L? — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) <4 N L) N 1 W <L 4 8) 3 (L)
5 120(L + 15) 2) " \5 23/ \47)\e
13189W + 11760 25LW  175W + 288 X, — 7
_ )(x2)+1—W(x2—7)( _ ):o

+ ( 240(L + 15) 48 48
125L2W + 40L(67W — 36) + 16(1579W — 615)) )
X2

w 2
+
( 240(L + 15)

M = ——
5 2X2

7(125L°W + 80L(23W — 18) + 8(1583W — 1230))
240(L + 15)
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dM; 125L?W + 40L(67W — 36) + 16(1579W — 615)
Vs = = - Wx,

dx, 240(L + 15)

13189W + 11760 L 175W + 288
120(L + 15) 2 24

+—>ZFX=O:>N5:

MIEMBRO G — F.

La distribucion de la carga que se extiende sobre este miembro no presenta
discontinuidad, asi que solo es necesario efectuar un sélo corte perpendicular al eje
del miembro.

Corte en el tramo G — F. El origen de la coordenada x a utilizar, etiquetada como x;,
se asocia al punto F. A continuacion se proporciona un diagrama de cuerpo libre del
segmento de estructura con longitud x;. A la derecha se muestra un esquema para
determinar el valor en funcién de x; de la intensidad W5.

Carte F

ta | =

Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, es necesario calcular el area
y su centroide de la carga trapezoidal distribuida seccionada.

1
E W -r. 2Tf?]‘?.
W W, ! 1
Wy=2+--— 2 ?w;q
W Wx
1 24—
2 I
Corte &

xa
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Wx;
W Wxs woow () (772) W,
Al"=(X3) 2+(7— L ) =ZX3 +7x3—7x3 AZ"=T=EX3
woow
-'-A4CZZA:2X3 +7X3—i3€3

_ 1 w w , W W
X17Ay = (§x3> <2x3 +—=x3 ——x3> = X3 +Zx3 - ﬂx3

2 L
_ 2 w w _ w w
XAy = <§x3) (ﬂxg) = ixg ZxA = x3 +Zx§ - 6—Lx§
w w
_ YxA xE+gpxi-gpxd
S Xy = =
A w 74
2z 2x3 + 5 X3 — 57 X3

donde x4, < X3.

B Mcorte =0

<13189W + 11760 (W + 1) 175W + 288) (
6 120(L + 15) 8 "2 24 3
W |14
w w x5+ xf — g
+<2x3 +—x3——x3) =0
2 2L 2y + Loy, W 2
3 2 3 2L 73
W 3 W 2
15L2(W + 4) — 10L(65W + 54) + 16(4W — 615) -
120(L + 15) 3

dM, W, (W+4)

Vo= ae, - Mt T

15L2(W + 4) — 10L(65W + 54) + 16(4W — 615)
120(L + 15)

X3

41 Z FY =0 N. = ( 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288)
e 240(L + 15) 18 5
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3.- Obtenga las expresiones algebraicas que describen la variacion de la fuerza
axial, de la fuerza cortante y del momento flector en toda la estructura, la cual esta
sometida a la accién de las cargas indicadas.

5T/m
]
4T /m /
curva de quinto grado
1T/m e

4 | B I1C D
I I I 1m
| | |
| | | E
| | |
| | |
| | | o
o 3

"
| | | 3
I I I 4m
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | F
| | |
| | |
| | |
I
1m ! Im ' 1m 2m
SOLUCION.

Célculo de las reacciones en los soportes.

Diagrama de cargas.

Fy = 1.638304089T

curva de quinto grado

2r Fy = 1.147152873T
Rax
A
1m
Ray T
]
=)
S~
JERA

* [4m

im ' 1 1m 2m
m 1 Rey
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» Calculo de las cargas concentradas equivalentes y sus puntos de aplicacién
de las presiones.
- Carga cuya intensidad es descrita por la curva de quinto grado.

El siguiente procedimiento debe llevarse a cabo para determinar el area bajo la
curva que representa la fuerza resultante y para localizar el punto donde actua tal
fuerza, es decir el centroide de su area.

Siendo conocidos tres puntos de la curva, la expresion mas sencilla que la ajusta
es

y=ax®’+bx+c———()
Si tomamos como origen el punto A, entonces
enx=0m,y=0;, enx=1my=1T; enx=2m,y=0

Las constantes a, b y ¢ pueden calcularse construyendo un sistema de ecuaciones
reemplazando cada punto conocido de manera individual en la ecuacién (I).

a(0)®>+b(0)+c=0

a(D>+b(D)+c=1

a2>+b(2)+c=0
Simplificando se tiene

0a+0b+c=0——-——-(1)
a+b+c=1-—--(2)
32a+2b+c=0—-—-—(3)

Si aplicamos el método de Gauss — Jordan para resolver el sistema simultaneo de
ecuaciones obtenemos

0 0 1!0 1 1 11 1 1 111 113115116 1115116
(1 1 1:1>~(32 2 1:0>~<o -30 —31:—32>~ 01 Zi2]~l0 1 012
322 110/ \o 0 110/ 0 0o 110/ \g o 1i0/ \o 0 110

Intercambiando renglones —32R; + R, - %RZ - %R3 +R,
10 1i1-=\ /10 0i-=
5 s
~lo 0o!'=]"lo 1 0! 2
| 15 | 15
0 1'0 0 0 1'"0
_R2+R1 _R3+R1
1 b 16 0
a=———/7,0=-—7,C=
15 15
De tal modo que
1 5_|_16
=—-——x>+—x
TR
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El area bajo la curva es

n=[aa=[Tyae= [ (2wt 1 20 ae =[x 4 2 | -
L= )7 TR TR AR TR b

El centroide del area es

2 1 16 1 16 5" 512
- _JxdA_ f xy dx fox( 15x +t1gX )d _[ T05* * 5% ]o_m__
17 [dA 2(_ 1 5 16 - 64 T 64 7
f ydx o [7(-q5x +1gx)dx 75 75
- Carga triangular de menor intensidad.
(Zm)(4T/m) o1 2
zzf:‘LT x2=§(2m)=§m
- Carga triangular de mayor intensidad.
2m)(5T 2 4

- Carga distribuida uniformemente.

Ay = (m)(5T/p) = 10T X, = %(Sm) = gm

» Célculo de las componentes rectangulares de F = 2T.

Fy = 2T (sen35°) = 1.147152873 T
Fy = 2T (cos 35°) = 1.638304089 T

Ecuaciones de equilibrio.
Z MA=0> ( )(8) +(4) (3 + 2) +(5) (3 + 4) + 1.638304089(5)
) 25 )\7 3 3) T
5
+1.147152873(1) + (10) (5) — Rpy(5) =0

g}g +=5 44 635 + 8.191520445 + 1.147152873 + 25 72.29740348
Ry == _5 5

“ Rpy = 14.4594807071
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64

+1 Z FY = 0= Ry — 2= — 4 — 5 — 1.638304089 + 14.45948070 = 0
Ry, = —2.398954389 - R,, = 2.398954389T §

4o Z FX = 0= Ry — 1.147152873 — 10 = 0 == R,y = 11.14715287T =

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector.

Los resultados obtenidos se muestran a continuacion:

Fy = 1.638304089T

Fy = 1.147152873T

% 1m

Ay

w/ 1z

4m

1m.' 1 2m
m. 1m m :{Rﬂ, = 14.45948070T

La distribucién de la carga que actia sobre el marco presenta discontinuidades en
los puntos B,C,D y E y en el punto D existe un cambio en la geometria de la
estructura; por tanto, para obtener las expresiones algebraicas que definan la
variacién de las acciones internas es necesario cortar la estructura a través de
secciones arbitrarias en los tramos A—-B,B—-C,C —D,F —EyE —D.

Se ha definido una sola coordenada x por miembro. La coordenada x; con origen
en A, es valida para la region que va desde A hasta D y es positiva hacia la derecha.
La coordenada x,, por su parte, tiene origen en F, es valida dentro de la region
desde F hasta D y es positiva hacia arriba.

Miembro A — D.
Obsérvese que en los puntos B y C existen discontinuidades en la distribucion de la

carga, ya que de A a B se extiende una carga repartida variable en forma de curva
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de grado cinco, desde B hasta C no hay carga alguna y del punto C al D se
extienden dos presiones triangulares de distinta intensidad que se traslapan.
Entonces, necesariamente el miembro A — D debe ser cortado perpendicularmente
a su eje tres veces, siempre considerando como origen del sistema coordenado al
punto A.

Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x; de A; se representa el diagrama de cuerpo
libre de la porcion izquierda de la estructura para definir las acciones internas.

OSX1S2m

curva de quinto grado

( 15|15)
TR T

(R P —

Ry = 11.147152873T,

Xy

R,y = 2.308054380T

Previo al establecimiento del equilibrio estatico del cuerpo libre, deben calcularse el
areay su centroide de la presion del corte cuya intensidad es descrita por la funcion
polinomial de quinto grado.

X1

x 1 16 wf 1 16 1 16
. _folx( 15x +3Tx )d _fol(—1—5x6+ﬁx2)dx_[ 105x +E%
1 — - 1 -
+

wy 1 16 x1 .. 16 1 8
fo (—Ex +ex )dx fo (—Ex 1—x)dx [_%xe_}_ﬁxz]o
1, 16
_ _"T05* tTz5%
A WP

1 8
3 Mcorte = 0 = —M,; — 2.398954389(x,) — (——xl +— 2)

90 15
1 16 3
~T05% tash
1T 8 =0
_%xl +Ex1
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1 16 1 8
M1 - —2398954389(961) ——X x13 + _X17 -

7 - _ 3
105 t75 90 1571

1
_ 7_°2 ,3_
M, 630x1 a5 X1 2.398954389x,
dM 1 8
— 1 _ 6 — —x,%—2.398954389

V. = e —
1=y, 90 T1s™
THN Z FX =0= 11.14715287 + N, = 0 = N, = —11.14715287

Corte en el tramo B — C. Se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente
al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla en algun sitio
intermedio del tramo B — C. El equilibrio estatico del cuerpo libre implica que

2Zm < x; <3m

A

I

curva de quinto grado :
1

1T /m :

R

4y = 11.147152873T

Ry = 2.308954380T

64 8
EZ Mcorte = 0 = —M, — 2.398954389(x,) — (—) (x1 - —) -0

45 7
M, = —3.821176611x, + 12
2= 7% 17375
M,
V, = —2 = -3821176611
dx,

+- Z FX =0= 11.14715287+ N, = 0= N, = —11.14715287
Corte en el tramo C — D. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio

en el segmento C — D) a una distancia x; de A; se representa el diagrama de cuerpo
libre de la porcion izquierda del corte para definir las acciones internas.
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3m<x; <5m

(i

curva de quinto grado

Ruy = 11.147152873T

Ry = 2.308054380T

Los siguientes esquemas son Utiles para determinar, por trigonometria, los valores
en funcion de x; de las intensidades W," y W,’, respectivamente.

T/ i 4T fm
4 W. . -
me=5m 1x > W, =10 — 2x, ""’*I

1 c CcIrte D

2m
X — 3m S5m —x,
5T/m
iwg’
C Caolrte D T
2m 5 W' )
' /m = 2 = WZ == 25x1 - 75
%, — 3m 5m—x, 2m X, —3m

A continuacién, se analizan las presiones trapezoidal y triangular generadas al
haber hecho el corte anterior en la estructura.

Es conveniente subdividir a la carga distribuida, cuya intensidad varia linealmente
desde 4T /m en el punto C hasta W, en el punto D, de tal modo que se formen dos
presiones mas simples de analizar, una rectangular y una triangular, justo como se

observa en la siguiente figura:
4T fm
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Las cargas concentradas equivalentes con sus puntos de aplicacion son

Gy =3)(4 = (10 — 2xy))

_ 2
AIIA = ) Xipy = 3 (x, —3)

1
Ap, = (g —3)(10 — 2x4) X = ECXl -3)

Para la carga distribuida, cuya intensidad varia linealmente desde 0 en el punto C
hasta W, en el punto D, la fuerza resultante y el punto en el que actGa son

(x4 —3)(2.5x, — 7.5) B 1
ar = [ ) X = §(x1 —-3)

El equilibrio estatico del cuerpo libre del corte en el tramo € — D implica que

B Mcorte =0

—M, — 2.398954389(x;) — (%) <x1 - g) - I(xl — 3 _2(10 = 2x1)) <§ (xy — 3))

—(x; — 3)(10 — 2x,) e (xy — 3)) — [(xl — 325 ~75) (% (x; — 3)) —0

2

64 512 2
M3 - —2.398954389)(1 - Exl + E + x13 - 11x12 + 39x1 - 4‘5 - §x13 + 6X12

18, + 18— x4 Dz 280, B I 9T Cg3a80n, — Lo
& R T TRy T T Ty T 171260

dM, x12  5x
= = —— ——+5.928823389
dxy 4 2

Vs

+- Z FX =0= 1114715287+ N, = 0> N, = —11.14715287

Miembro F — D.

Aunque la carga distribuida uniforme de 2T /m no provoca que las funciones de las
acciones internas varien en laregion F — D debido a que tal presidén se encuentra
aplicada a lo largo de todo el miembro citado, la carga puntual de 2T en E hara
gue las funciones de la fuerza cortante, de la fuerza axial y del momento flector sean
discontinuas en ese punto; por tanto, se tienen que hacer dos cortes
perpendiculares al eje del miembro F — D.

39



PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

Rpy = 14.4504807T

Corte en el tramo F — E. A continuacion se muestra un diagrama de cuerpo libre de
la seccién cortada. La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es
Ay = (2T /m)(x,) y su punto de aplicacion es x;, = x,/2. Al aplicar las ecuaciones
de equilibrio, se tiene

X
_M4 + Z(xz) (72) - 0 = M4 - xZZ
v =2,
4 dx, = 24X3

+7 Z FY =0 = 14.4594807 + N, =0

N, = —14.4594807

Corte en el tramo E — D. El siguiente diagrama de cuerpo libre corresponde al
segmento inferior con longitud x, que se origina al seccionar el marco en un punto
arbitrario (intermedio en el segmento E — D). Por lo tanto,

4m < x, < 5m

g

IF-,:I EIEI0A0BAT

Vs -FP&,—
E, Fy = L147152873T
E = &

—
Xz M

N
B el 4m
- k-1

Rpy = 1445948077

B Mcorte =0

X
—M; + 2(x,) (72) +1.147152873(x, — 4) = 0
Mg = x,2 + 1.147152873x, — 4.588611492
_ dMg

Vs = — = 2x, + 1.147152873
5 dx, X2

+7 Z FY = 0= 14.4594807 + N5 = 0

Ns = —14.4594807
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4.- Calcule el desplazamiento que experimenta el nudo i de la armadura que se
muestra en la siguiente figura, al actuar sobre ella el sistema de cargas indicado. El
area de la seccion transversal de cada elemento es constante y su valor se indica
en el cuadrado adyacente; se expresa en pulgadas cuadradas. El modulo de
elasticidad del material de los miembros de la estructura es 30000k /pulg?.

12 12
C d e
15 10 10 15
15 3 3 3
8 8 8 8
b
] [ h U
\/ 9
N 18k
10
g
207 207 207 g%
SOLUCION.

Fuerzas reales N.

Las reacciones en los soportes son resultado de

+—>ZFX=O:>:. Rax =0

960
3 Ma = 0 = 12(20) + 18(40) — Ryy (80) = 0 = Ry = —

g = 124 Roy = 12kT

T+ZFY:O:>12—18+12—RaY=0:>.'.RaY:IBkT

La longitud de cada barra inclinada es

Loj=Laej=Lyc=Li_g=Lna=Lr_e=1Lgp/(20)2+ (15)% = 25’
Por otra parte,

L, 153 ,_20_4
sin —g— CosS —g—g

vl
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El célculo las fuerzas en las barras causadas por las cargas reales que actian
sobre la armadura se presenta en seguida.

bc‘xé [e—
|
|
be I
ch\!f
g
b >
A bj
ba = 18k

cd

Nodo a.
+—>ZFX= 0= —Ryx +ajy =0= —R,x + ajcosfd =0

R 0
= aX9=4—$.'.aj=0
cos /5

aj
+TZFY=0:>—ab+Ray+ajy=0=>—ab+Ray+ajsin9=0

3
—ab+18+0 <§> =0 =~ ab = 18k(Compresion)
Nodo b.

+TZFY=O=>ba—bcy=0$ba—bcsin6=0

C . 5 bc 30k(C0”1p7 es .(')'Il)
= = =0 =
sin@ 3/5 !

+—>ZFX=0=>bj—ch=O=>bj—bccos€=0

4
bj = bccos6 = 30 (g) = bj = 24k(Tensién)

Nodo c.

M

+—>ZFX=O=>cbX—cd=O$cbcose—cd=0
4
cd = cbcosf = 30 (E) = cd = 24k(Compresion)

+TZFY=O=>cby—cj=0$cbsin9—cj=0

3
¢j = chsinf = 30 (g) = ¢j = 18k(Tensién)
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Nodo j.
+TZFY:O:jc—12—jdy
je = 18k4 je—12 — jdsin =0
goJe—12_18-12 d = 10k(C 6m)
jd === 3/5 s jd = ompresion
jb=124k g
+—>ZFX=O=>—jb+ji—jdX=O
z
ja 12k —jb + ji — jdcosf = 0
4
ji =jb+ jdcos6 = 24+ 10 <§> = ji = 32k(Tensién)
Nodo i.
MNid
+TZFY=0:id—18=0
~ id = 18k(Tension)
< .
i =32k i '
Y th +—>ZFX=O:>—ij+ih=0
L 4
18k ih = ij > ih = 32k(Tensi6n)
Nodo g.

+—>2FX=O=>—ghX=0=>—ghc059=O

gh=0/cos6 =—=.gh=0

ull | ©

+TZFY=O=>ng—gf+ghy=Oﬁng—gf+ghsin9=0

3
gf = Rgy + ghsind =12+ 0 (§> == gf = 12k(Compresién)
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Nodo f.
- - >fe, +TZFY=O:—fey+fg=0
| 0
—fesind + fg=10
| fe
fey 12
v 9< fe = fg/sinf = = = fe = 20k(Compresion)
< f 5
fh A
+—>ZFX=0=>—fh+feX=0
fg =12k
—fh+ fecosfd =0
4
fh = fecos6 = 20 (E) = fh = 16k(Tensién)
Nodo e.
+—>ZFX=0=>ed—efX=0
ed ( €
> g ed = efy
efy
S 4
N ed = efcosf =20 (—) =. ed = 16k(Compresion)
) 5
/A
eh ¥ 0 +TZFY=O:—eh+efy=0
efx
eh = efy
3
eh = efsinf = 20 (E) = eh = 12k(Tension)
Nodo h.
+—>ZFX=0$—32+16+th =0
d
oSo X ~16 + hdcos6 = 0
: 0 ANhe = 12k
I 16 g
I d hd = 16/cos = -+ = hd = 20k(Compresién)
Vhdy 5
hi =

32k hN\/O hf =16k +TZFY=O:he—hdy=0

he — hdsinf =0
g

3
12—20(§)=0=>0=00k
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Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente figura

24k

1

6k

>4 < > €
0
Q¢ =W 2, ~V <0
N o % N 3
A AV \
0 32k 32k 0 16k
> - >€ > <€ f
i h ) /
v 9 =
18k —
0 \ 4
_____ WY,
20, N & 20, N & 20, \I\
R,y = 12k

Como se desconoce la direccién del desplazamiento del nudo i, no es posible
aplicar una carga virtual unitaria en su direccion y calcularlo directamente. Sin
embargo, el desplazamiento del nudo i se determina si, por ejemplo, se conocen

sus componentes vertical y horizontal.

Fuerzas virtuales nv. Dado que debe determinarse el desplazamiento vertical en
la junta i, se aplica una fuerza virtual de 1 en i con direccion vertical hacia abajo.

L

Estructura virtual nv. 12 12
€ d - e
15 10 10 15
3
8 8
j i h f
W g
1
10
}{H
20° . 20° 20 -
oy oy oy o

15
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Se calculan las reacciones en los soportes a y g y después se determina la fuerza
nv en cada elemento por el método de los nodos.

La aplicacion de las ecuaciones de equilibrio conlleva a

+—>ZFX=O=>.~.RaX=0

40 1
32 Ma = 0 = 1(40) — R;y(80) = 0 = Ryy = Ry = o.sT

—_— ==

80 2

+TZFY:OiRaY_l-l_O‘S:O:)"'RaY:O'ST

Se proporciona el célculo de las fuerzas que se producen en las barras al aplicar
una carga virtual vertical unitaria en el nudo i.

Nodo a.
+- z FX=0
Gy . —Rux + ajy = 0= —Ryx + ajcosd = 0
ab aj
. RaX 0 .
\ 6 aj_cose_%2"a1_0
a
R. =0 +- Z FY =0
aX
N —ab + Ry + ajy = 0= —ab + Ryy + ajsind = 0
3
Ry =05 —ab+05+0 (§> =0 =. ab = 0.5(Compresion)
Nodo b.
+7 Z FY =0
bCX< P
0 I ba — bcy, = 0 = ba — bcsind =0
|
ba 0.5
be ! be=——=7-= 5/6 =. bc = 0.8333(Compresién)
bc,V sin@ /5
b 4 >
7
. +- Z FX =0
A bj
ba =1/2 bj —bcy = 0= bj — bccosd =0
4

5 2
bj = bccosf = <g> (E) =3 = bj = 0.6667(Tension)
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Nodo c.

+—>2FX=O

c¢by —cd =0 = cbcosd —cd =0

2
3 = cd = 0.6667(Compresiéon)

+TZFY=0

cby —cj =0= chsind —cj =0

d = cb 9—5(4)—
cd = cocos —65—

. . 5\(3)_1 . .
¢j = cbsinf = (E) (g) =5 = ¢j = 0.5(Tension)

Nodo j

/ +TZFY=O

jc—jdy = 0= jc— jdsinfd =0

: 1
doJS a5 L y
id, jd=——=z5= /6 =+ jd = 0.8333(Compresién)
+- Z FX =0
—jb +ji— jdy = 0 = ji = jb + jdcos6
i 5\ /4 4
J ji= 2/3 + (g) (g) =3 =" ji = 1.3333(Tensién)
Nodo i
+7 Z FY =20
Aid id—1=0
~ id = 1(Tension)
+- z FX=0
<€ X >
ij=4/3 l ih
—ij+ih=0
\ 4
1 ih = ij = 4/3 ~= ih = 1.3333(Tensién)

Por la simetria eN la armadura en cuanto a cargas y geometria, se tiene
ab = gf = 0.5(Compresion) bj = fh = 0.6667(Tension) jd = hd = 0.8333(Compresion)

aj=gh=0 bc=fe=0.8333(Compresiéon) cd = ed = 0.6667(Compresion)
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cj = eh = 0.5(Tensién)

Los resultados obtenidos se visualizan a continuacion

< d 0.6667
pd N
P -~ 7
0 0
v &5 Y ‘&
A 7 SA
1.3333 0.6667
Q A\ %
15 Lon 1 LO”
\ 0 \ 4
a g
Ry =0
'T‘ 20° 20° 20° 20° A
7 7 7 7
R, =05 Ry =05

Fuerzas virtuales nh. Se aplica una carga horizontal que vaya hacia la derecha
de 1 sobre la armadura en la junta i y se calculan las fuerzas en los elementos.

Estructura virtual nh. 12 12
¢ d e
15 10 10 1
157 3 3 3
8 8 8 8
b —_—
J i f h 4
9
10
Y
207 207 207
7 7 7
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Las reacciones en los soportes son
+—>ZFX=O:>—RaX+1 =0= Ry = 16—

15
E Ma =0 = 1(15) — Ryy(80) = 0 = Ryy =

3
=" 5:.R, =01
0= ¢ vy =0 875T
3
+TZFY=0=>—Ray+E=0:>RaY=3/16=>Ray=0.1875l

Las fuerzas que se producen en las barras al aplicar una carga virtual vertical
unitaria en el nudo i son

Nodo a.
+- Z FX=0
Yy ai —R,x +ajy = 0= —R,x + ajcosd =0
ab J
. RaX 1 5 . .y
0 aj = 5" 7 =2 = aj = 1.25(Tensién)
, 5
a
Ry = 1 +1 z FY =0
—Ruy —ab + ajy = 0= ab = ajsinf — R,y
5\ /3 3 9
VRay = 0.1875 ab = (Z) (E) BETIRET = ab = 0.5625(Compresion)
Nodo b.
+7 Z FY =0
bCX< P
0 I ba — bcy, = 0 = ba — bcsind =0
|
bc 1 ba
be,V be=——b= % = 15/16 =: bc = 0.9375(Compresion)
9 5
b >
A bj +- Z FX=0
ba =9/16 bj —bcy = 0 = bj — bccosf = 0

bj = b 9—(15)(4)—3 .+ bj = 0.75(Tensio
j = becost = - )(g _Z=>" j = 0.75(Tensién)
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Nodo c.

cd

A

15 /3 9
cj = cbsinf = —(—) —

Nodo j.

154\ 3
cd = cbcosf = —(—) =-

+—>2FX=O
c¢by —cd =0 = cbcosd —cd =0

= cd = 0.75(Compresion)

16 \5 4

#1 Y FY =0
cby —cj =0= chsind —cj =0

= ¢j = 0.5625(Tension)

16\5) ~ 16

+TZFY=O

—jay + jc + jdy = 0 = —jasin8 + jc + jdsin6 = 0

jo_3()-1_s

je=9/164
. jasind —
- sinf
jb = 3/4
o< j ji
, €= ==
jax 6 I
L
//C’\ I
‘\OJ Vjay
Nodo i.
Nid
j=3/2 i T[> i
ih =

16 =. jd = 0.3125(Tensién)

3/5
-3

FX=0

—jaxy —jb+ji+jdy = 0= —jacosf — jb + ji + jdcos6 = 0

1= gacost = (3) 5) 5= (5¢) ()
Jl = jacosO + j jacost = 2)\5 P 16/ 5

3
ji = 5 = ji = 1.5(Tensién)

+TZFY=O

~id=20

+—>ZFX=O
—ij+1+ih=0

3 1
j—1=--1 3 =. ith = 0.5(Tension)

2
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Nodo g.

+—>ZFX=0

—ghy = 0= —ghcosf =0

0
gh =0/cosf = Vit gh=0
5

Rgyy —gf + ghy =0 = Ryy — gf + ghsind =0
+ h'6—3+0(3)—3
ghsmo = 5) =16

R,y = 0.1875
gf = RgY 16
~ gf = 0.1875(Compresiéon)
Nodo f.
+7 FY =0
- = >fe Z
N5 >ex
| —fey+fg=0=> —fesind +fg=0
|
fey 3
v fg= f_e 16 _ i = fg = 0.3125(Compresion)
< f sing 3 16
fh A >
fg=3/16 +—>ZFX=0
—fh+ fex=0= —fh+ fecosd =0
h= 0 = > A W h = 0.25(Tensi6
fh = fecos _(E> <§) —Z:..f = 0.25(Tension)
Nodo e.
+- Z FX=0
ed €
>— ed —efy =0=>ed =efy
5y/4\ 1
ed = efcosf = (1_6> (—) =1 = ed = 0.25(Compresion)

eh y

5

+TZFY=0

—eh+efy =0=>eh =efy
5)(3)—3:' h = 0.1875(Tensién)
S _16 sSen = 0. ension

eh = efsinf = (16
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Nodo h.
+1 z FY =0
dy .
) So e = 3/16 y hea;lzdy =5 0 = he — hdsind = 0
: 4 hd = —— = 3, = ¢ = hd = 03125 (Compresion)
‘Wldi 0 R +o Z FX =0
hi=1/2 h =1/4

—hi + hf + hdy = 0 = —hi + hf + hdcosf = 0

1 1 5 4_0 0= 0ok
‘5*1*(%)(5)— = 0=00

Los resultados obtenidos se visualizan a continuacion

Estructura nh.

0.25 e
>
Q N %
! \\4 ">
15’ ]{9 § ]3\5‘
=N
05 @ 0.25 9
b >€ ><€ )f
h 0
0 =
157 @
S
0 \4
Yoo oo Oy
| 20’ 20’ 20 20’ A
\LRaY = 0.1875 Rgy = 0.1875

Ecuacién del trabajo virtual.

En la siguiente tabla se consignan todos los datos requeridos para el calculo de las
componentes horizontal y vertical del desplazamiento del nudo i. Observe que debe
manejarse una congruencia de unidades. Aqui las fuerzas de tensién son indicadas
con numeros positivos y fuerzas de compresion con nimeros negativos.
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vertical horizontal

Barra N (k) L(pulg) A(pulg”2) E(k/pulgn2) nv AE nh “AE
a-b -18 180 9 30000 -0.5000 0.0060 -0.5625 0.0068
b-c -30 300 15 30000 -0.8333 0.0167 -0.9375 0.0188

c-d -24 240 12 30000 -0.6667 0.0107 -0.7500 0.0120
d-e -16 240 12 30000 -0.6667 0.0071 -0.2500 0.0027
e-f -20 300 15 30000 -0.8333 0.0111 -0.3125 0.0042

f-g -12 180 9 30000 -0.5000 0.0040 -0.1875 0.0015

a-j 0 300 10 30000 0.0000 0.0000 1.2500 0.0000

g-h 0 300 10 30000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
b-j 24 240 8 30000 0.6667 0.0160 0.7500 0.0180

j-i 32 240 8 30000 1.3333 0.0427 1.5000 0.0480

i-h 32 240 8 30000 1.3333 0.0427 0.5000 0.0160

h-f 16 240 8 30000 0.6667 0.0107 0.2500 0.0040

j-c 18 180 3 30000 0.5000 0.0180 0.5625 0.0203

j-d -10 300 10 30000 -0.8333 0.0083 0.3125 -0.0031
i-d 18 180 3 30000 1.0000 0.0360 0.0000 0.0000

h-d -20 300 10 30000 -0.8333 0.0167 -0.3125 0.0063
h-e 12 180 3 30000 0.5000 0.0120 0.1875 0.0045
Z = 0.2586 0.1597

La componente vertical del desplazamiento del nudo i es

NnvL
AE

1-6y; = = (0.2586pulg

Como el resultado obtenido es positivo, tal desplazamiento tiene la misma direccion
que la propuesta para la carga virtual vertical unitaria, es decir, §,; = 0.2586pulg {.

La componente horizontal del desplazamiento del nudo i es

NnhlL
1- AHiz Z T = 01597pulg

La magnitud positiva indica que el desplazamiento es de la misma direccion que la
supuesta para la carga virtual horizontal unitaria. Por lo tanto Ay;= 0.1597pulg —.

Finalmente, la deflexién del nudo i es

d; =\ (6,)% + (Ay)? = /(0.2586pulg)? + (0.1597pulg)? = 0.304pulg\
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5.- Calcular las reacciones en los soportes de la viga que se muestra con el método
de flexibilidades. Dibujar los diagramas de momento, cortante, giro y flecha.

W =47/

3T

M
W
i
W

Datos:
- E (Maderas duras)= 2.1 x 10T /m?

- Seccion transversal cuadrada de 40cm por lado

SOLUCION.
Verificaciéon del grado de indeterminacion.

En primer lugar debe determinarse el grado de indeterminacion de la viga real u
original(VR) para saber cuantas restricciones hiperestaticas eliminar; ese mismo
namero nos indicard la cantidad de ecuaciones simultaneas a plantear para resolver
el problema. Hay r = 5 incégnitas de reaccion (R,x, Ray, M4, Rgy vy Rcy), Ninguna
condicion impuesta por la construccion, es decir, c = 0, y s6lo n = 3 ecuaciones de
equilibrio (M =0,>FX =0, FY =0), asi que la estructura es estaticamente
indeterminada (hiperestatica) de segundo grado ya que r > (n + c¢) puesto que
5> (3 4+ 0) con una diferenciade 5 — 3 = 2.

Eleccion de las reacciones redundantes o fuerzas correctivas.

Como la viga es estaticamente indeterminada en grado dos, hay dos redundantes,
lo cual significa que existe tal cantidad de fuerzas en exceso de las fuerzas
primarias o son sobrantes o superabundantes de las necesarias para mantener el
equilibrio estatico. Notese que de la suma de fuerzas en X directamente obtenemos
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R,x = 0 ya que no hay cargas en tal direccion. Se opta porque Rgy Y Rcy S€an las
redundantes, pero considérese que M, y R,y también son elegibles.

Planteamiento de la estructura primaria.

Con esto podemos idealizar una nueva estructura llamada estructura primaria o
isostatica fundamental, la cual corresponde a la nomenclatura VIF 1 de este
problema; se trata de convertir la viga hiperestatica en una isostatica y estable
eliminando precisamente las redundantes seleccionadas, es por ello que en VIF 1
ya no aparecen los apoyos simples (rodillos u osciladores) B y C; forzosamente esta
estructura liberada debe soportar las carga reales.

Principio de superposicion.

Aqui se esquematiza claramente que la estructura estaticamente indeterminada
puede ser igual a la suma de una serie de estructuras estaticamente determinadas
compuesta por la estructura primaria y otro nimero de estructuras igual a la
cantidad de redundantes. Entonces, la viga real es igual a VIF 1 mas otras dos
vigas que aqui hemos etiquetado como VIF 1l y VIF lll, es decir, VR = VIF1 +
VIF Il + VIF III.

Las estructuras subsecuentes a la estructura primaria deben tener la misma
geometria e idénticas condiciones de apoyo que esta Ultima, pero Unicamente se
encuentran sometidas por una de las redundantes seleccionadas, en este caso, Ry
Y R;y. Lo explicado puede verificarse en las figuras correspondientes.

Estructura primaria=VIF 1(M)

W =4T/m

Esta viga, contrariamente a la viga real, experimenta desplazamientos
verticales en los puntos B y C iguales a una cierta cantidad de éyg,,, =d; Y

Sveyp, = da, rEspectivamente.
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Estructura liberada con fuerza redundante Rgy aplicada= VIF II

Para VIF I, los desplazamientos verticales en los puntos B y C son iguales a una
cierta cantidad de 6y, = Rey(fi1) Y Svcy,r; = Rey (f21), respectivamente.

Estructura liberada con fuerza redundante Ry aplicada= VIF III

De manera analoga, para la viga anterior, dyg,,;;; = Rey (f12) Y Sveyien = Rev (f22)-

Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica.

Para obtener ecuaciones adicionales que coadyuven a la soluciéon del problema
hacemos uso del principio de superposicion formulado anteriormente y tomamos en
cuenta la compatibilidad del desplazamiento vertical en los soportes B y C; por lo
tanto, las ecuaciones de compatibilidad para la deflexibon en B y C son,
respectivamente

6VBVIF1 + 6VBV1F11 + 6VBVIFIII = SVBVR -——@

Svc VIF1 + dve VIFII + dvc VIFIII — dvc 17: 3 (2)

Como en la viga real(VR) los puntos B y C no experimentan desplazamiento vertical
debido a que las reacciones verticales de sus respectivos rodillos lo impiden, &y, ,

Y Sycyr SON nulos.
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Cada desplazamiento del punto de aplicacion de la accion redundante R; en la
direccién de ésta, producido al actuar la carga original sobre la estructura primaria
es expresado, como se pudo observar, por d;. Estas deflexiones son las
incompatibilidades geométricas porque en la viga original no hay deflexiones en
estas secciones ya que los soportes las restringen (impiden).

Si hacemos las sustituciones correspondientes en (1) y (2), el sistema de
ecuaciones de compatibilidad geométrica es equivalente a

dy + fi1Rpy + fi2Rey =0———(3)
dy + f21Rpy + fa2Rcy = 0 — — — (4)

Los coeficientes de flexibilidad f;; anteriores conforman la matriz de flexibilidad de
la estructura y pueden calcularse facilmente si aplicamos una carga unitaria de
sentido arbitrario correspondiente a cada fuerza redundante en la estructura
liberada. A estas nuevas estructuras les llamaremos VIF 2 y VIF 3 y se muestran a
continuacion.

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en B =VIF 2 (m,)

A x B c D
[ Ry =1
2Zm 4m

Para VIF 2, los desplazamientos verticales en By C son iguales a una cierta cantidad
de (SVBVIFZ =fi1y SVCVIFZ = fo1, respectivamente.

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en ¢ =VIF 3 (m;,)

1

4m 2m

De manera analoga, para la viga anterior, Syg,,;.. = fi2 Y Ovcy ez = f22-
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Calculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de
flexibilidad.

En resumen, en las vigas VIF 1, VIF 2 y VIF 3 es necesario conocer los valores del
desplazamiento vertical en B dado que Rpy, (fuerza reactiva vertical en el rodillo del
punto B) fue suprimida y del desplazamiento vertical en C debido a que R,y (fuerza
reactiva vertical en el rodillo del punto C) fue eliminada.

Los desplazamientos requeridos pueden obtenerse con cualquiera de los métodos
explicados en el tema 1.6 para vigas; aqui se empleara el método del trabajo virtual
(es lo mas recomendable) y se consideraran Unicamente las deformaciones debidas
a flexion. Para asociar a los momentos internos (se calculan con el método de
secciones) con las estructuras, le hemos denominado M a la primaria, m; a la
liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en B y m, a la liberada con fuerza
vertical unitaria aplicada en C. Es importante recordar que las coordenadas x a
emplear y las direcciones positivas de los momentos d entre las tres estructuras
recien mencionadas. En las figuras correspondientes se puede observar que
usaremos Unicamente la coordenada x cuyo origen se asocia en A y es valida para
0 < x < 6m, pero el lector puede usar otra(s) distinta (s) que sea(n) valida(s) para
cubrir todas las regiones de la viga.

Note que para determinar d,, es decir, el desplazamiento vertical en el punto B de
la viga VIF 1, se requiere de la combinacion apropiada de los momentos internos M
y m4; algo analogo ocurre con las expresiones restantes.

L2 mmy L2 M,
i = Ovayipy = ,’;1 EI dx;dz = byeypy = le EI dx

f2m;m, L2m,m,

=5 = dx:for =6 = d
fll VByIF2 ][11 El X f21 VCyIF2 Ll El X

El El

L2mymy L2mym,
f12 = Oyp = ——dx; f5 = byc = dx
VIF3 VIF3
Ly 1

- Analisis de la estructura isostatica VIF 1.

Las reacciones en los soportes son

Dy wao
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1 (4)(2) 2 142
—M, +(2)(2) (E (2)) + I <2 +§(2)> +56)=0=>-M,=—T.m

2 3
+TZFY=O

Rar - @@ - BB 50 5iry =137 T

+—>ZFX=0:>.-. Rux =0

Se calculan los momentos internos M.

Wy, =27 ‘

0<x<?2m

M,
+, Mcorte =0
N I
J‘ﬁ:=£7ﬂ1 —

142
| R, = 13T v, M, = —T-l- 13x — x?

Wi, =2(x—2)

W =27m 2Zm<x <4m
M, AT/m Wy
i =2 N . N, 2m x—2m
B
[ B, = 13T Wy = Z(x - 2)
, v,

B Mcorte =0

M, = — 22 13y — ()@ (x— 1) — I(x _ 2)(2(’“ _ 2))] (1 (x — 2)>

3 3
142 1 1 5 122
M2=—T+13x—4x+4—§(x—2)3=—§x3+2x +5X—T
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Im<x<6m

W, =2T/m

N,

Ry = 13T

2m 2m

BZ Mcorte =0

142 (4)(2) 2
M;=—-——+13x - (2)2)(x - 1) — [—l (x - <2 + §(2)))

3 2

142 40
M3=—T+13x—4x+4—4x+?=5x—30

- Analisis de la estructura isostatica VIF 2.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se tiene
BZMA =0=>-M;+12) =0~ M, = 2<
+TZFY:0=>RAY—1=0:>.-.RAY=1"‘
+—>ZFX =0>%Ryy =0

Se determinan los momentos internos m;.

0<x<2m
) 32Mcorte=0
M= :ﬂ — #,
j A M, =-2+4+1x)=-2+x
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2Zm < x < 6m

N
BZ Mcorte =0

M, =-24++1(x) —1(x —2)

M2=0

- Andlisis de la estructura isostatica VIF 3.

Las fuerzas reactivas en los apoyos son resultado de
BZMA=0:—MA+1(4) —0=am, =4
+TZFY:0=>RAY—1=O=>:.RAY=1'
+—>ZFX =02 Ry =0

Se formulan los momentos internos m,.
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Se presenta el calculo de las incompatibilidades geométricas.

d, = 1}( 142+13 )( 2+ x)d +1 ( ! 3 42x%2+45 122)(0)01
1—EI 3 X X xX)ax El 3x X X 3 X
0 2
+ 1.f(5 30)(0)d
E] X X
4
2
]'J.< 142 13 2)( 2 + x)dx = ! f 152 = 220 -+284)d
EI 3 X X X X—EI X X 3 X 3 X
0 0
_t[xt, . 110, 284 ! (236)
TEI|T TN T T . EI\3
_1_236+0+0]_]_F3ﬂ
L7 EIlL 3 T EIL 3

4

d—1f< 142+13 )(4+ )d +1 ( 13+22+5 122)( 4+ x)d

Z—EI 3 X X xX)ax El 3x X X 3 x)ax
0 2

! d
+E4f(5x —30)(0)dx

2 2
1 142 1 298 568
—f(——+13x—x2)(—4+x)dx=ﬁf —x3 4+ 17x? ——x+—)dx

El 3 3 3
0 0
1 x* 17 , 149 , 568 |° 1 (664
=—=|-—=—+—=x*—-——x‘+—x =—(—>
EI| 4 3 3 S TN

4 4
1 1 122 1 x* 10 , 182 448
—f(—gx + 2x? +5x——>( 4+ x)dx =— —?+—x3—3x ———x+—)dx

El El ) 3 3 3
2
N A 2+488 4__].(196)
TEI| 15 6 37 " 37 TEI\S
664 , 19 ] [3908
T EI

Se muestra el calculo de los coeficientes de flexibilidad.

fir = _f( 2+ x)%dx +—f(0)2dx
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2 2
1J(2+)2d—1f(24+4)d—1x$22+42—1[8]
El XAxX =)W T PRI TE
0 0

178 118
fu=g 5+ =5l
2 4 6
far = Ef(_z + x)(—4 + x)dx +Ef(0)(_4 + x)dx +Ef(0)(0)dx
0 2 4

2 2
1f(2+)(4+ )d —lf 2 —6x +8)d _ L 3x%+8 2—1 20
El X X)dx =gy | (7 = 6x +8)dx = gy |7 = 337 + B _1[3]
0 0 0
1 [20+0+0]_ 1 [20]
1 =53 T EIL3
Como una consecuencia del teorema de Maxwell de los desplazamientos
reciprocos se cumple que fi, = fo1.

4 6
—1f 4 + x)%d +1f02d
fzz—EI ( x)“dx El (0)“dx
0 4
4 4
1}( 4+ )Zd—lf(z 8x 1+ 16)dx = | _ ax? + 16 4—1[64]
El XX = ) T X YTEIIF T xo_EI 3
0 0

1 [64+0]_ 1 [64]
2 =513 T EIL3
Célculo de las fuerzas correctivas (redundantes).

Con la finalidad de corregir las incompatibilidades geométricas, se determinan las
fuerzas correctivas, es decir, las redundantes. Al expresar matricialmente el sistema
de ecuaciones de compatibilidad se tiene

O=()+ 2E)---©

Despejando las incognitas obtenemos
fi1 f12>_1 <—d1) (RBY>
= —-——(6
o B O R ()
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Sustituyendo los resultados en la expresion (6) y simplificando (los EI se eliminan
l6gicamente porque este valor es constante en toda la viga y todos los
desplazamientos estan en funciéon de ello) da

8 20\’ 236

3 3 3 | _(Rey\_ _ _
20 64 ] *| 3908 ‘(Rcy) ™)
3 3 15

En seguida se determina la matriz inversa aplicando el método de Gauss-Jordan.

8 20 12 15
. 3 3 \|_[ 7 28
mversail 2o 64 ||| 15 3
3 3 28 14
& 2 o 1 212 o 1 212 0
3 3| N 28 N 2 |8 N
2 201 2 %0 1 0 2i-3 1
3 3| 3 3| 3 1 2
(3/8)R1 _(20/3)R1 + R,
1 212 0 10} 2 B
2 | 8 N 7 28
0 1{-= 2 0 1{-= 2
! 28 14 28 14
(3/14)R: ~(5/2)R: + Ry
Por lo tanto,
12 15 236
= 2 22 33/
7 28 |, 3 | _ 7 :(RBY)
15 3 3908 —479 Rey
2 2\ == /35
28 14 15

El signo de la magnitud de las fuerzas reactivas indica que

Rpy =33/, T = 471437 |
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Rey =479/3¢ T =13.6857T |

debido a que si el valor numérico de una redundante es negativo, ésta actla en
sentido opuesto a su fuerza unitaria correspondiente, mientras que si es positivo,
ambas acttan en el mismo sentido.

Ecuaciones de equilibrio.

Como las reacciones redundantes ya han sido calculadas, los valores de las

reacciones desconocidas faltantes pueden deducirse aplicando las ecuaciones de
equilibrio.

Wy =41/

W, =2

L
]
3
=
]
3
i
—
]
=
i

+TZFYv—O$R 4 —4-5 33+479—0
- AY 7 35
“ Ry =27 = 4.0286T]
10 33 479
B MA =0 = —M, + (4)(1) + (4) (?) +5(6) + (7) ) - (ﬁ) 4) =0

212
My =T m=2019T.m &

Diagramas de fuerza cortante, momento flexionante, rotacion y deflexion.

Ya que se han calculado todas las reacciones en los soportes se puede dibujar el
diagrama de fuerza cortante y de momento flector. Como es valido aplicar
cualquiera de los métodos de deformaciones usados en las estructuras isostaticas,
emplearemos el método de integracién doble para poder trazar los diagramas de
Giro y Flecha. En la viga real, nuevamente se ocupara una sola coordenada x, la
cual también es vélida para 0 < x < 6m.
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Las Funciones de momento y de fuerza cortante de la estructura real son

3 Mcorte =0

0<x<?2m

IS L U S
1= 7705 35 ¥ 7
212
0" oy 24
x=em =105
_dM; 141
T
W, =2(x—2}
wy =27
212 My
‘fa—;ﬂ;ﬁl’ e sl e M
A B

3 Mcorte =0

212 141 33 —2)2(x—2 1
M= o5+ 35 ( )(x_z)_4<x_1)_[(" )(2<x ))K"("‘Z))

7 3
- 1( 2 le4 1198 1, ., 304 1478
2= 73 35 YT 105 3% 7Y T35 T 105
214
x=2m,M2=ET.m;x=4m,M2=—10T.m
o_dMy 304
27 dx X x 35
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Im<x<6m

W, =aTjy

w =2T/p

M,

M, =—T
#7105

A B

141 f f 1
33 479
Ry = T
ar = Zo R = = T Rop=—12T v,

I 2m /f 2m
B Mcorte =0

M. = 212 4 141 (33)( 2) + (4 )( 1) — 4( - 4( 10)
37 77105 35 X X X 73
M; = 5x — 30
x=4m,M; = —10T.m
v dM3 _c
37T dx
Aplicando la ecuacién diferencial
d?y
El—=M
dx?
e integrandola dos veces en cada tramo se obtiene

0<x<2m

d?y 212 141 d(dy) 212 141

El = — — x> EI =(————>d
dxZ” 105 735 X7 f dx f 105 T35 X )
Eldy— 1 3_|_141 212 e
x- T3t T1esrth
W 0,ent EI@ ! + 141 212 +C (D)
St T ,entonces 1= 3x 7Ox 105x 1
EIfd f Ll +c)d
Y= X st ) dx
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1, 47 , 106 ,
Elylz—ﬁx +%x ~Tos* +Cix+C,———(2)

2Zm<x <4m

Idzy_ 1 o, 0 308 1478
dxz 3% T T35 % T 705
. dzy_f< Lo,y 304 +1478>d
dx T I A
1 2 152 1478
s a3 2 - _
El6, 7* +3x T + 105 x+ Cs 3)
Elfd _f( 14,2, 152 , 1478 +C>d
Y= 12% T3% T35 ¥ Typs ¥ T )X

Ely, = ——x5 4 oxt — 2233 1 702 Lo vc 4)
2= 760" Te* T105F T1o5F T T4

Im<x<6m

El ’y 5 30 Elfdzy f(S 30)d
—_— = - = —_ = -
a2 X dx X X
5 5
El0, :Ex2—30x+C5———(5):>EIJdy=j<§x2—30x+C5>dx
5
Ely; = gx?’ —15x%2 4+ Csx + C, — — — (6)

Las seis constantes de integracion se obtienen resolviendo el sistema de
ecuaciones enumerado anteriormente; para ello necesitamos plantear seis
condiciones.

Como el empotre en A impide la rotacion y la deflexion en ese punto, establecemos
las siguientes dos condiciones de frontera:

Dy=0enx=0y2)8=0enx=0.

Sustituyendo las condiciones 1) y 2) en (1) y (2) respectivamente, da

EI(0) 1 03 + 141 02 212 0+C C,=0
= ——x% — % — * >0 =
3 70 105 1 1
1 47 106
EI(0) = —— % 0* + — % 03 — 024 (0)(0)+C,=2~C, =0

12 70 105
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Las otras cuatro constantes se pueden conocer a partir de establecer un mismo
namero de condiciones de continuidad, tal y como se efectia a continuacion.

Si 3)6; = 6, en x = 2m, entonces

1 23+141 52 212 , 1 24+2 53 152 22+1478 .
—— — % —— % = —— % — % —_— % *
3 70 105 12 3 35 105 3
142 1552 c c 94
=0 = ——
105~ 105 3 3 7

Dado que 4)y; = y, en x = 2m, tenemos

1 2ty 47 53 106 52 1 25y 1 gh_ 152 )3 739 52 94 @+cC
—_—% + — % — * = —— % — % * — % —_——
12 70 105 60 6 105 105 7 4
0 806 ic 806
= - — =0 —_—
105 @ * * 7105
Al hacer 5)8, = 6; en x = 4m resulta
1 2 152 1478 94 5
= —— x4t — w43 - 42 4 ——=—%x4%2-30(4)+C
2 T3t 35 Yty T T ) +Cs
554 80 4 C. o> _ 7846
105 575 T 105
Al plantear 6)y, = y; en x = 4m obtenemos
1 45+1 " 152 43+739 22 () 856 5 21t 42+7846(4)+C
—— % - - * - — = — — *
60 6 105 105 105 6 105 6
0 3928 e —3928
= — e d =
35 6 "6 35
Ademas, se sabe que
E =21%10° r I go_o4t 0.0021333m*
= . * — = - —= .
m? 12 12 m

T
El = (2 1x10° )(0 0021333m*) = 4480T — m?

Al sustituir los resultados obtenidos en las ecuaciones (1) hasta (6) tenemos que
las ecuaciones generales de giro y flecha son
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0<x<2m
9_( 1 )( 1 3+141 ) 212)
15 \3280/\ 73 T70* " 105"
_( 1 )( 1 4_|_47 3 106 2)
Y15 \2480)\"12% T70" " 105"

2Zm<x <4m

P _( 1 )( 1 4+2 3 152 2_{_1478 94)
25 \a280/\" 12" T3¥ "33 T105 ¥ T 7
_( 1 )( 1 5_|_1 4 152 3+739 5 94 +856)
Y2 =\2480)\" 60" T6° “105° T105F ~ 7 *T105
Im<x<b6bm
p _( 1 )(5 2 _ 30 +7846)
37 \2a80/\2* X705
_( 1 )(5 3_1s 2_}_7846 3928)
Y3 = \2480/\6” X T905 ¥ 735

Finalmente se presentan los diagramas de la viga.

X (m) V (Ton) ———DIAGRAMA DE CORTANTE
0 4.02857143 s
0.5 3.02857143

1 2.02857143 s
15 1.02857143 \
2 0.02857143 2
2 466571429 \

2.25 -4.74821429 0
2.5 -4.93571429

2.75 -5.24821429

V (Ton)
~

3 568571429 .

305 | 624821429

35 | 6.93571429 . ESs=SS

375 | -7.74821429 \
7 8.68571429 s N
) 5
5 5 e x(m)
6 5
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X (m) M (Ton*m)
0 2.01004762 e DIAGRAMA DE MOMENTO
0.25 1.07440476
05 02547619 4 T
0.75 0.43988095 1
1 1.00952381 2
1.25 145416667 -
15 1.77380952 0
175 1.96845238 3 L
2 203809524 £ 2
2 2.03809524 . -
2.25 0.86145833 5
25 034642857 = -
275 | 161681548 = -
3 ~2.98095238 - —
3.25 “4. 47008929 LY
3.5 6.11547619 \
3.75 79483631 -10
1 10 i
4 10 -12 1
5 5 x (m)
6 0
X (m) 6 (rad)
0 0 .
0.25 85732605 ——DIAGRAMA DE GIRO O ROTACION
05 ~0.00012224
0.75 ~0.00011649 0.001
1 7.5468E-05
1.25 5.145E-06 0.0005
15 8.4503E-05
175 0.0001895 0 N
2 0.00030167
2 0.00030167 -0.0005 -
2.25 0.00038285 =
25 0.00039743 _ ool
2.05 0.00034302 = \
3 0.00021524 E -0.001% \
3.25 7.9939E-06
35 ~0.00028656 -0.002 =
3.75 ~0.00067802
2 0.00117772 -0.0025 n
4 0.00117772
125 | 000170088 -0.002
15 000215428
175 | 00025378 -0.0035
5 ~0.00285183 -0.004
525 ~0.00309597 x(m)
55 ~0.00327036
575 ~0.00337499
4 ~0.00340986
x (m) ¥ (m)
0
025 -1 18147E-05
05 -3 .87636E-05
075 ~SATIOES = DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
-9.40689E-05
125 ~0.000104787 0.001 T o I
15 “0.53643E-06 = — !
175 6.13403E-06 0
1]
0 -0.001 LY
225 & 69569E-05 bW
25 0.000185396 — -0.002
275 0.00027992% ‘E_
0.000351297 b
325 0.000320933 -0.003
35 0.000348025
375 0.000229583 -0.004
0
0 -0.005
4725 -0.000361278
15 0000844627 -0.006
75 ~0.001432607 x (m)
-0.002107781
525 -0.002852708
55 -0.003649952
575 -0.004432073
-0.005331633
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2.- Calcule las reacciones sobre la viga del ejercicio anterior, pero ahora suponga
que el apoyo B sufre un asentamiento de 1.2cm.

W, =47/

aT

An )
1.2

e
e

i
W
A
W

Se realizan los mismos pasos que en la viga analizada previamente, pero se toman
en cuenta ciertas consideraciones que en seguida se explican.

En primer lugar, la deflexion total en el apoyo simple B ya no es nula, sino que ahora
es igual al valor de su asentamiento, es decir, §y,,, = 0.012m, y es positiva debido

a que al haber propuesto las cargas unitarias hacia abajo (remitase al ejercicio
anterior) la magnitud de un desplazamiento en tal direccion es de ese mismo signo.

Entonces, el planteamiento matricial del sistema de ecuaciones de compatibilidad
geométrica para esta viga es

0.012 (d1) (RBY) <f11 f12)

( 0 ) d, Rey ) \fo1  f22 @
Aungue el valor de EI sea constante, a diferencia del problema pasado en el que
al simplificar el sistema dicho factor desaparecid, ahora debe incluirse en los
calculos, pues el efecto de los asentamientos depende de la rigidez de las vigas;

mientras mas rigidas, mayores seran los momentos flexionantes debidos a los
asentamientos.

Si retomamos los desplazamientos calculados y les aplicamos EI = 4480T.m? da

1 236] 1 1236
Y7EIL 3

1 [3908] 1 [3908

27 Fr"15 |~ 24800 15

_ 1 8+0—1 8 _ 1 8—000060
f“_El[3 ]_51[3]_4480[3]_' m

] = 0.05815m
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_ 1 204—04—0 St = 0.00149
ﬁl_zn[3 ]"El[3]‘4480[3]_ ' m
_ _ 1 [20] _ 1 [20] — 0.00149
fie = = g1 |37| = 22803 = m

_ 1 64+0]_ 1[64]_ 1 [64]—000476
fa=g1l3 “El3] T 2as0l3 T mn

Remplazando los valores anteriores en la expresion (1) se obtiene

(") = Gosers) * (rer) Goones aooare) ~= =@

Despejando las incognitas resulta

-1
()~ Comes S %) - 2291 - Cha

La magnitud positiva de Rpy indica que ésta redundante tiene el mismo sentido que
el propuesto para su correspondiente carga unitaria. Lo contrario ocurre con R,y por
haber resultado negativa.

- Ry = 9463427
: Rey = 41.83937F

Las reacciones restantes se obtienen aplicando las ecuaciones de equilibrio.

+TZFY:O

Ryy —4—4—-5-94.6342 + 41.8393 =0

Ry = 65.7949T'

BZMA=O

M, + (1) + (4) (?) +5(6) + (94.6342)(2) — (41.8393)(4) = 0

M, = 69.24453 T.m <

Para comprobar el equilibrio hacemos
B MD =0
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2
—69.24453 + 65.7949(6) — 4(5) — 94.6342(4) — 4 (2 + 5) +41.8393(2) = 0 ok

Los resultados obtenidos se visualizan a continuacion

w, =47/m

My, =69.24453T.m

aT

‘ WOONS s W
A
' 1.2em
" B

=]
=
=
]

Ruy = 65.7940T
Rey = 41.8393T

W
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6.- Calcular las reacciones correspondientes a las cargas indicadas por el método
de las fuerzas. E e I son constantes.

21k
A
7ft
15ft o 6ft R
SOLUCION.

Verificaciéon del grado de indeterminacion.

Para el marco mostrado, el nimero de nodos es j = 3(4; B; C) y no hay condiciones
impuestas por la construccién, es decir ¢ = 0.

La estructura esta compuesta por m = 2(A — B; C — B) miembros. Tanto en el
pasador (apoyo articulado) A como en el B hay dos incognitas de reaccion, una
horizontal y una vertical, por lo que r = 4(Ryx; Ray; Rex; Rey)-

Como 3m+r>3j+c, ya que 3(2)+4>33)+0=10>9, el marco es
estaticamente indeterminado (hiperestatico) de grado uno (10 —9 = 1).

Eleccion de la reaccion redundante o fuerza correctiva y
planteamiento de la estructura primaria.

Se optara porque R;x sea la redundante, pero considérese que las reacciones
restantes también son elegibles. En consecuencia, para idealizar la estructura
primaria, el apoyo articulado (pasador) en C se reemplaza por un apoyo simple
(rodillo u oscilador), puesto que éste ultimo soporte no restringira € en la direccion
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horizontal ya que se esta eliminando a R.yx. Esta nueva estructura (MIF 1) es
isostatica, estable (de ningin modo debe ser inestable) y esta sometida a las
mismas cargas que la estaticamente indeterminada.

Principio de superposicion.

El marco real u original (MR) al ser estaticamente indeterminado es equivalente a
la suma de una serie de marcos isostaticos conformada por la estructura primaria
y otro numero de estructuras igual a la cantidad de redundantes. Entonces, el marco
de este ejemplo es igual a MIF 1 mas otro marco que aqui hemos etiquetado como
MIF Il, es decir, MR = MIF 1 + MIF II.

La estructura primaria y su subsecuente (MIF 1l) deben tener entre si la misma
geometria e idénticas condiciones de apoyo con la diferencia de que en la segunda,
las cargas reales han sido removidas y Unicamente soporta a la redundante elegida,
0 sea, R.x (actla hacia la izquierda, pero su sentido puede ser opuesto).

Estructura primaria=MIF 1(M)

21k

8ft
7ft

15ft 6ft

Este marco, contrariamente al marco original, experimenta un desplazamiento
horizontal en el punto C igual a una cierta cantidad de Ay, = d1-
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Estructura liberada con fuerza redundante R,y aplicada= MIF 11

A% B ““““““““““““““““““““

8ft

C )\

RCX

157t i 6ft -

En este marco, el punto C se desplaza horizontalmente una cierta cantidad de

AHCM”:”: Rex (fi1)-

Planteamiento de la ecuacion de compatibilidad geométrica.

Para obtener una ecuacion adicional que haga posible la solucion del problema
hacemos uso del principio de superposicion formulado anteriormente y tomamos en
cuenta la compatibilidad del desplazamiento horizontal en el soporte articulado C.
Por lo tanto,

Abcyipy T Bucyppn= Bueyr —— — (1)

Obsérvese que en el punto € del marco real (MR) no se produce desplazamiento
horizontal ya que la reaccion en esa direccion del soporte articulado ahi situado lo
impide, asi que Ayc,,, €s nulo. Efectuando las sustituciones correspondientes, la

ecuacion (1) puede escribirse del siguiente modo
dy + fiiRex =0———(2)

Si a la estructura liberada le aplicamos una unidad de carga horizontal en el punto
C correspondiente a la fuerza redundante, el coeficiente de flexibilidad puede
obtenerse directamente al calcular el desplazamiento horizontal en ese mismo
punto ya que este Ultimo es igual a una cierta cantidad de Ayc,,,-,= fi1-
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Estructura liberada con fuerza horizontal unitaria aplicada en ¢ =MIF 2(m)

Aé% B ““““““““““““““““““““

8ft

15ft i 6ft

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de
flexibilidad.

En resumen, en los marcos MIF 1 y MIF 2 es necesario determinar el valor del
desplazamiento horizontal en C ya que Ry (fuerza reactiva horizontal en el pasador
del punto C) fue suprimida en el marco hiperestatico.

Los desplazamientos requeridos pueden obtenerse con cualquiera de los métodos
explicados en el tema 1.6 para marcos. Aqui se usara el método del trabajo virtual,
debido a que es lo mas recomendable, y se considerardn Unicamente las
deformaciones debidas a la flexion. Para asociar a los momentos internos con las
estructuras, le hemos denominado estructura M a la primaria y estructura m a la
liberada con fuerza horizontal unitaria aplicada en C. Es importante recordar que las
coordenadas x a emplear y las direcciones positivas de los momentos tienen que
ser iguales entre las dos estructuras recién mencionadas.

Obsérvese que para determinar d;, es decir, el desplazamiento horizontal en el
punto C del marco MIF 1, se requiere de la combinacion adecuada de los momentos
internos M y m, mientras que la expresion de f;;, 0 sea, la del desplazamiento
horizontal en el punto C del marco MIF 2, solo involucra a los momentos m.

1
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Anéalisis de la estructura isostatica MIF 1.

21k
RAX == 0 . >
g xrl xrz
RAY = 14’k
L 7ft
15ft

Se calculan las reacciones en los apoyos.
GZ MA =0= —21(8) — 7(18) + Rcy(21) = 0 == Ry = 14k]
+TZFY=0=>RAY—21+14—7= 0= Ry = 14k]

+_>ZFX:0$RAX=O

La longitud del miembro inclinado es

Lep = /82 + 62 = 10

La fuerza de 7k se encuentra aplicada sobre el miembro anterior a una distancia de

1 1 i i
aZELc_BZE(lo) :5

Por otra parte, se infiere que

o_6.3 . 8 4
=105 10" 5

Las componentes rectangulares para los ejes que coinciden con las lineas de accién
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de la fuerza normal y de la fuerza cortante del miembro C — B son

- Para F =7k

4
Fy-=Fcosl =7k (E) = 5.6k

3
Fy-=Fsinf =7k (E) = 4.2k

- Para Rqy = 14k

)
NG 4
B N> _ _ \ _
Rey = 14k \ Rcyy = Rey cos 0 = 14k (5) = 10.2k
’ 3
7t Reyx = Reysin@ = 14k (E) = 8.4k

Se formulan los momentos internos M.

Miembro A — B.
0<x <8
RAX = 0 Ml

A Ny GZMcorte =

X1 _14(x1) + Ml = 0 = Ml = 14x1
RAY == 14’k tl
21k
0<x,<7
Rax =0 M, + » Mcorte =
>
M, +21(x,) —14(8+x,) =0
ore - 2 +2102) = 14(8 + x2)
Ray = 14k t M, = —-7x, +112
2
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Miembro C — B.

3 Mcorte =

_M3 - 8.4‘(X3) == 0

M3 = _8.4‘X3

B Mcorte =

—M4 + 42(X4) - 8.4‘(X4 + 5) =0

M4_ = _4‘2x4 - 4‘2

- Analisis de la estructura isostatica MIF 2

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta
GZ MA =0= Ry(21) —1(8) =0 =~ Rey = 0.3809]

+1 Z FY = 0= —R,y + 0.3809 = 0 = Ryy = 0.38091
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+_)zFX:0=>RAX_1=0=>'.'RAX=1-

\ 4

N

=
Ky
&

R,y:= 0.3809

7ft

§, 15ft

Se calculan las siguientes componentes rectangulares

- Para F=1
' — — 4 —
Q*Iylk\,z Fy- = Fcos® —1<§>—O.8
0
1 : 3
Fy = Fsinf = 1(§) = 0.6
- Para R;y = 0.3809
\Z 4
9 \A RCYY - Rcy COSQ - 03809 <_) == 0304‘72
Rcy = 0.3809 \ 5
’ : 3
/Q\C{* RCYX = RCY Sln9 = 03809 <§> = 022854
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Se determinan los momentos internos m.

Miembro A — B.
0<x,<8
Ruyx =1 M,
’ N GZ Mcorte =0
X M; + 0.3809(x;) = 0 = M; = —0.3809x,
1
0< Xy <7
M, GZ Mcorte =
Ry =1
Ll o ) >N,
4 8 M, +0.3809(8 + x,) =0
t
¥ ! = M, = —3.0472 — 0.3809x, = 0

R,y = 0.3809 ;
2

Miembro C — B.

N

0S9C3S5,

B Mcorte =0

—M; — 0.22854(x3) + 0.8(x3) = 0

M3 = 0.5715X3
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B Mcorte =

M, = 2.8575 + 0.5715x,

Rcy = 03809 N

%
Q
L2
v’)

Se presenta el célculo de la incompatibilidad geométrica d,.

8 (14x,)(—0.3809x,) 7 (=7x, + 112)(~3.0472 — 0.3809x,)
d, = f dx, + j d
0 0

El El X2
+J‘5(—8.4x3)(0.5715x3)dx N f(—zux4 —42)(28575 +05715x,) | 4867.02
o El ), EI * El

Se muestra el célculo del coeficiente de flexibilidad f;;.

El El El 3
N fS (28575 +05715x)? | _ 272,091
. El = TR

8(—0.3809x,)? 7(—3.0472 — 0.3809x,)? 5(0.5715x4)>2
fis :j ( X1) dx1+f ( x3) dx, +j ( X3) d
0 0 0

Calculo de lareacciéon redundante o fuerza correctiva.

Al sustituir los resultados en la ecuaciéon (2) tenemos

4867.02 4 272.091
El El

Rex=0——-(3)

Si se despeja la incognita resulta
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4867.02

=— " =17.
Rex 272.091 78875

Como se obtuvo una magnitud positiva para R.yx, se concluye que ésta fuerza tiene
el mismo sentido que el propuesto para la carga unitaria. Por lo tanto,

Rcx = 17.8875k dmmm
Ecuaciones de equilibrio.

Las fuerzas reactivas desconocidas restantes pueden determinarse si aplicamos las
ecuaciones de equilibrio a un diagrama de cuerpo libre en el que coloquemos la
fuerza redundante que ha sido calculada.

21k
R,y = 17.8875k
A
L 7ft
=|17.8875k
15f¢ § 6ft
Rcy = 20.8143k
Finalmente,

+o Z FX=0= —17.8875 + Ryx = 0 == Ryy = 17.8875 k==
GZ MA = 0= —21(8) — 7(18) — 17.8875(8) + Rey(21) = 0 =+ Ry = 20.8143k]
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7.- Calcular las reacciones en los soportes del marco mostrado en la siguiente figura
con el método de la fuerza. Sobre los miembros A — B, B— D y E — D se extienden
de forma respectiva una carga cuya intensidad varia linealmente desde 0 en el punto
A hasta 4T/m en B, una carga distribuida uniforme de 3T/m y una carga cuya

intensidad, definida por la funcién y = 1/v5 — 2x, varia desde % T/m en E hasta

1T/m en D. En la trabe hay una articulacion en C. Considerar un EI constante.
Determinar ademas las funciones de momento, de fuerza cortante y de fuerza

normal.
r 1T/m
] 1 2m
P N

£

1T/m
tn
=
T
=
T
=
T
=
[~
-

=
T

e
e
4m 2m

SOLUCION.
Verificaciéon del grado de indeterminacion.

Para este marco, hay m =3(A—B;B—D;E — D) miembros, j = 4(A;B;D;E)
nodos, ¢ = 1(la articulaciéonenC) ecuacion de condicibn y r =5
(Rux; Ray; Rgx; Rgy; Mg) incognitas de reaccion.

Sir+3m=5+33)=14y3j+c=3(4)+1=13,entoncesr +3m > 3n + ¢, por
lo que el marco es estaticamente indeterminado de grado 14 — 13 = 1.

Eleccion de lareaccion redundante y planteamiento de la estructura
primaria.

Seleccionaremos como acciéon redundante a R,x. En consecuencia, para idealizar
a la estructura primaria, el apoyo articulado (pasador) en A se reemplaza por un
apoyo simple (oscilador o rodillo), puesto que éste Ultimo no restringira A
horizontalmente, es decir, la capacidad del marco para soportar una fuerza
horizontal en ese punto se elimina.

Principio de superposicion.

El marco real (MR) es igual a la estructura primaria mas la estructura liberada bajo
la accion de la redundante R,x, 0 sSea, MR = MIF 1 + MIF II.
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Estructura primaria=MIF 1(M)

3T/m
4T/m . 4 é M 2T
Xa T )
B o 1T/m
3 2
Xy X3 g = 1 =m
4 My = 14.0601133T.m V5 —2x
Rpy = 0.763932023T: eV 5 Tm
ﬁ; S< ’
34
20 4m 2m L=
Rm'=TTI Reyy =T

En este marco, A se desplaza horizontalmente una cantidad de Ay, = di-

Estructura liberada con fuerza redundante R,y aplicada= MIF 11

O
B c
2m
Rax
—
4m m

En este marco, A se desplaza horizontalmente una cantidad de Ay 4,7, = Rax(fi1)-
Planteamiento de la ecuacion de compatibilidad geométrica.

Por superposicion, la ecuacion de compatibilidad para el desplazamiento horizontal
enAes

Drappr T Buaypn= Brayg —— — (1

En el marco real no hay desplazamiento horizontal en A ya que esta restringido por
el pasador, asi que Ay,,,, €s nulo. Realizando las sustituciones correspondientes

la ecuacién puede expresarse en términos de la incognita R,y como
di + fiiRax =0———(2)

Si a la estructura liberada le aplicamos una unidad de fuerza horizontal en A
correspondiente a la fuerza redundante, el coeficiente de flexibilidad puede
obtenerse directamente al calcular el desplazamiento horizontal en ese punto, ya
que este ultimo es igual a una cierta cantidad de Ayy,,,,,= fi1-
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Estructura liberada con fuerza horizontal unitaria aplicada en A =MIF 2(m)

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de
flexibilidad.

En resumen, en los marcos MIF 1 y MIF 2 es necesario determinar el valor del
desplazamiento horizontal en A ya que R,y (fuerza reactiva horizontal en el apoyo
articulado del punto A) fue suprimido en el marco hiperestatico. A continuacion se
proporciona el orden con el que se calcularan los desplazamientos por medio del
método del trabajo virtual en el que se consideraran Unicamente las deformaciones
debidas a la flexion.

d — A — JLZ _M d] — A = JLZ—dx
1 — 2HA - ;’11 HA
MIF1 | El MIF?2 { El

1 -

- Analisis de la estructura isostatica MIF1.

La expresion matemética para determinar la fuerza resultante de la carga distribuida
cuya intensidad se define por la funcion radical es

LZ 2 1
A =fdA=f dx=f—dx
¢ Lly 0\/5—2x

Resolvemos la integral de forma indefinida.

fﬁ dx = f(5—2x)_%dx

Sean n = —% y u=5—2x. Entonces du = —2dx, y por tanto dx = —%du. Asi, la
regla de sustitucion da

2 1

1
1 <u"+1> 1 (5-20)2"
—5+1

1 1 1
_ 3 dy = n.__dy=—=—|y"dy = ——
.f(S 2x) 2dx fu 2du zfu du \n 71

=—(5—- Zx)%
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foz - i = dx = [—(5 - 2x)%]z = [—(5 - 2(2))%] - l—(s — 2(0))%]

=—1+42.23606777 = 1.236067977
Por lo tanto,
Ac = 1.236067977 T
El punto de aplicacion de tal fuerza es

Ly [P — dx
[zda [, xydx Ny

oL 2 1
Jda — f[Eyax i

X =

Como el denominador ya ha sido resuelto, sélo atendemos al numerador.

X
J Ner dx
Sea
u=x dv = ! dx
V5 —2x
Entonces

1 1
du = dx fdvzvzf dx = —(5—2x)2
V5 — 2x ( )

Al integrar por partes tendremos

fudv=uv—fvdu

J * _ dx=() [—(5 _ 2x)%] + J (5 — 2x)7 dx

V5 —2x
3 3
f(S B Zx)% dx = _%f@ _ 2x)% (—2dx) = _% 5 —§2x)2 __ (5 —32x)z
2
(5 — 22)2 - 20 - 20)2
X 1 — 4X)2 2 — e~ ax)?
f ey = X 20— = —x(5 - 232 - 3
=(5- 2x)% (—x - > —32x)
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5—2x_—3x—5+2x_—x—5_ 1( +5)
XT3 T 3 —T 3 T 3¥
f X (V5 —2x)(x +5)
—_— X = —
V5 — 2x 3
2 V5=2x)x+5)1 5V5 7
f ~ dx:[_( x)(x ) = \/_——21.393446629
0\/5—2x 3 0 3 3
Por lo tanto,

1393446629
X = 1236067977 m

Las reacciones en los soportes son

a MCizq = 0 = Ryy(4) — [@l <% (2)> -(3)4) (% (4)> =0=>u Ry = ?T'

4)(2
+o Z FX=0> [%l —2—1.236067977 — Rpy = 0 == Rgy = 0.763932023 Temmm

20 34
+TZFY =05~ (3)(6) +Rey =0 =52 Rgy =T

3 MC der = 0 = (3)(2)((1/2) (2)) + 1.236067977(2 — 1.127322004)

+(0.763932023)(2)(—(34/3)(2) + Mg = 0 =>.. My = 14.0601133 T - m>
Se deducen los momentos internos M.

Miembro A — B.

ATC x_I 20 dris
Ryp=—T
2

La intensidad w, en funcién de x; se obtiene de
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4T fm

B
= Wl/xl =>w, = le

YIRS

Corte| 2m

Miembro B — D.

OSx2S6m

DZ Mcorte =0

20 4)(2)| /(1 1
-M, + ?(xz) - [%] <§ (2)> —(3)(xz) (Exz) =0

P

Ayre ¥

Ap X X1
v 8 N 20 3,
=—=+—=Xx;—=X

2 3 3 2 2 2 Ry = 23—0?" .
enx, = 4,M, = 0 — el momento en la articulacion es cero.
Miembro E — D.

0< X3 <2

Jmf
¥
=Agc
1 X

Mz = 14.0601133T - m -y

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida seccionada es
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X3 1 11%3
Acc = ———dx = [—(S—Zx)i] =5 -5 — 2x;
o V5—2x 0
y su punto de aplicacién es
X3 X
—d
o= fo V5 — 2x x
1 — fx3 1 o
0 5—2x
fx3 X [ (V5—2x)(x +5)]° 5V5 (5—2x3)(x3 +5)
—_—ax = |— —_— —
o V5—2x 3 3 3

5\/3_ (\/5 — 2x3)(x3 +5)
3 3
V5 — /5 — 2x;,

o xIII =

3 Mcorte = 0 = —M; + 14.06011330 + 0.763932023(x3)

5v5 _ (\/ 5— 2x3)(x3 +5)
3

p— f— —_— 3 =
+(\/§ V5 2x3) X3 NN 0

1 3
My = = (5 = 2x3)2 + 3x; + 1033333333

- Analisis de la estructura isostatica MIF2.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta

1
+ZMC i2g = 0= —(1)(2) + Ray(4) = 0 == Ry = EI

+—)ZFX=O=>1—REX=O=>.'.REX=1_

1 1
+TZFY:0:§_REY:0$'REYZEI

1
BZMC der =0=>(2) +1(2) — My = 0 == M; =39
Se formulan los momentos internos m.

Miembro A — B.
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N,

|

OSx1S2m

a Mcorte =0
_Ml —_ 1(x1) = 0 = Ml = —x1

*

Miembro B — D.
M,
0<x,<6m B D—*N:
D Mcorte = !
1 1
—M2 +E(x2) - 1(2) = 0 = MZ :Exz —2
1
enx, =4,M, =0 — el momento en 4
la articulacion es nulo.
1
Ry = 3 xn

Miembro E — D.

OSX3S2m

B Mcorte =0
_M3+1(X3)_3=>M3=X3_3

Se presenta el calculo de la incompatibilidad geométrica d,.

t= (G (2) o+ [ (<2420, -228) (- 2)a
VR e ), T e T ) (T3t e T ) (B X2
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2 1 3
+f (§(5 — 2x3)Z + 3x3 + 10.33333333) (x5 — 3)dx3]
0

Se resuelven las integrales por separado.

2 3 2 /4 512
X3 _ b |, x 32
[ (-5) = [ (5 )an = |+ -2

6, 8 20 3 \/1 6/ 3x3 19x2 44x, 16
fo(‘§+?x2‘5x2)(§xZ‘2>d’Cz=L 3tz T3ty

3xt  19x3  22x2  16x,]°
— l_ 2 2 2 2] — _19
0

16+9 3+3

j (5(5 — 2%3)2 + 3x5 + 10.33333333) (x5 — 3)dxs
0

+ 3x2 + 1.33333x5 — 31| dx;

1 1

2 3 2x2(5—2x3)2 5x:(5 — 2x2)2

f (5= 2x))7 — 3( - 3) 4 3( - 3)
0

Una vez mas se resuelven las integrales por separado.

5 2
2 3 1 (2 3 1| (5 —2x3)2 1 512
f (5 — 2x5)2dxs = —f (5 — 2x3)2(2)dxs = = |37 | —[(5 - 2x3)2]
0 2 0 2 E 5 0
2 0

= —10.98033989

1
2 2x3(5 — 2x3)2 2 (2 1

f _2x( ) dx; = —§f x2(5 — 2x3)2dx5
0 0

3
Sea
1
u=x3 dv = (5 — 2x3)2dx;

Entonces
(5 - 2x3)2
— —_ X 2
du = 2x3dx; fdvzvz%

Al integrar por partes tendremos

fudvzuv—fvdu
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2

3 3
2 (* ; 2 —(5 —2x3)2 —2x3(5 — 2x3)2
__J x3(5 — 2x3)2dx3 = — 5 [x3 ( 3) _.[ 3( 3) dx,
3 0 3 3 3

0

3 2

3
= —§ 3 +§fX3(5 - 2x3)2 dX3

0
3
jx3(5 — 2x3)2dx;
3
Sea U= x5 dv = (5 — 2x3)2dx;

1 5
Entonces du = dx; fdv =v=-¢ (5 —2x3)2

Al integrar por partes tendremos [ udv = uv — [ vdu, es decir,

3 1 5 1 5
fx;;)(S - ZX3)2 dX3 - _§x3(5 - 2x3)2 - f _5(5 - 2x3)2dX3

1 5

5 1 7 5 1 1
= = (5 - 2x)2 — 52 (5- 2,)7 = (5 - 22)7 (— 25 — 5 (5 2x3))

5
=(5- 2x3)§ <_;x3 _ ;) _ st 1)(75 — 2x3)2

3 37 3 3 3 7

1 3 5
fz 2x3(5 — 2x3)5d 2|—x2(5 - 2x3)2 N 2|1—(x3 + 1)(5 — 2x3)2
0

3 3 2
2x3(5 —2x3)2  4(x5 + 1)(5 — 2x3)2(5 — 2x3)
- 9 + 63

2 2
5= 2202 (253 + (e + D5 = 229) || = [(5 —2x)2 (Ex32 LI S Q)]
CRCIANE i 5% T3 T 63/,

2

_[(5 , )%(2 ., +20>]2_[(5 , )%(6 ., 12 +20)]
- BT T3, T *3)7 63" T 633 T 63/,
2

3
2(3x2 + 6x5 + 10)(5 — 2x3)2
_ |2(3x3 + 62 — G- 2x)2) ) 4005

0
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1
fz 5X3(5 - 2.9(:3)E
0

5 (2 1
3 dX3 - §J;) X3(5 - ZX3)2dx3

1
Sea u=x; dv = (5 — 2x3)2dxs
3
Entonces du = dx; fdv oy (5 — 2x3)2
3

Al integrar por partes tendremos [ udv = uv — [ vdu, es decir,

3 2
x3(5 — 2x3)2

1 3
3 + §f(5 - ZX3)2dx3

52 1 5
§J0 X3(5_2x3)2dx3 :§ -

0

2

3 5\ 12 3 3

5] x3(5—2x3)2 N 1 (5 —2x5)2 | 5x3(5—2x3)2 (5 —2x3)(5 — 2x3)2

3 3 3 5 B 9 9
0

0

2

= [(5 —2x)2 (—gx3 —%(5 —2x,) )]: . [(5 —2x))2 (—13(3x3 +5) )]

0

2

3
3x: + 5)(5 — 2x3)2
_ |G )g *3)? | _ 4.989077715

0

2
J (3x2 + 1.33333x;3 — 31) dxz = [x3 + 0.666665x2 — 31x3]2 = —51.33334
0

—|=—=—19—10.98033989 — 2.46995 + 4.989077715 — 51.33334

d, = 1132 ]— 76.66121884
1T EI15 - '

Se muestra el célculo del coeficiente de flexibilidad f;,

foz(—xl)del + f: (%xz - 2)2 dx, + foz(xg - 3)2dX3l (%)

Resolviendo las integrales por separado tenemos

2 3 2 8
f (—x)?dx; = [_1] =3
0 3 o 3

fi1 =
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61 2 6 (x2 x5, 2
fO(ExZ—Z) dx2=f0 Z—2x2+4 dx2=1—2—x2+4x20=6

2 2 3 2 96
f (x5 —3)%dxs = f (x5 — 6x3+9) dx; = |?3 —3x% + 9x3l =3
0 0 0

26] 52
3

Y = 1 [8 + 6+
“fa= EIl3 3
Célculo de la reacciéon redundante.

Sustituyendo los resultados en la ecuacion (2) y resolviendo se obtiene

52 76.66121884
~76.66121884 +—~Ryx = 0= — = (3) = Ryy = — 55— = 4422762625
3

El signo positivo indica que R,x actia en el mismo sentido al que se muestra en la

figura de MIF 1.
“ Ryx = 4.422762625 T

Ecuaciones de equilibrio.

iT/m

Wy g Wy 2T
J - _.l']'ﬂ:

[

4T/m

Mg = 07918254209 T.m
Ry = 4422762625 T 4 £
* Reyx = 5.186694648 T

- —:J
R,y = 8.878047979 Tr 4m

Con el valor obtenido, podemos calcular las demas fuerzas reactivas en los soportes

L
P

aplicando las ecuaciones de equilibrio.
. @H2)]/1 1
3 MC izq = 0 = R,y (4) — 4.422762625(2) — lTl <§ (2)) —3(4) (5 (4)) =0

35.51219192
ay =—— =+ Ry = 8.878047979TF

4)(2
+- z FX=0= [%l —2—1.236067977 + 4.422762625 — Rgx = 0

“ Ry = 5.186694648 Temm
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+1 Z FY = 0 = 8.878047979 — (3)(6) + Rgy = 0 =~ Rpy = 9.121952021 7]

1
D MC der = 0 = (3)(2) <§(2)> +1.236067977(2 — 1.127322004)

+(5.186694648)(2) — 9.121952021(2) + My = 0 = My = 0.7918254209 T - er

Funciones de momento, cortante y normal de la estructura real

Miembro A — B.
0< X1 <?2m
Ny az Mcorte =0
x1)(2x 1
I —M; — [(1);_1)] <§x1> — 4.422762625(x,) = 0
A
A = 'y 2 x13
: My = — = - 4.422762625x,

A = e —

N Rux = 4422762625 enx; =2m,M; = —11.51219T.m
R, = 8.878047979 Tt dM1 5
v Vy = T —x2 — 4.422762625

+7 Z Fy =0>= N, = —8.878047979

Miembro B — D.
0 < Xy < 6em

Apae
[}

1 37/m

[ A ».

4T /m

T : 2m

Ry = 4422762625 T
—

o

R, = BB7B047979T

Xa

BZ Mcorte =0
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@2)|(1 1
—M, +8.878047979(x;) — 4.422762625(2) — |=——| (5 (2) | = 3(x2) (Ex2> =0

3
M, = —Exg + 8.878047979x, — 11.51219192

X, =0,M, = —11.51219T.m
enx, = 4m,M, = 0 - El momento es nulo en la articulacion.

enx, =6m,M, =—12.2439T.m

dM,
2= = —3x, + 8.878047979
X2

4)(2
+- Z FX=0= l( )2( )l + 4.422762625 + N, = 0 = N, = —8.422762625

Miembro E — D.

1 X3

Mp = 0.7918254209T. 1 muy
'RH = 5.186694648T

Rpy = 9.131952[:21?]

BZ Mcorte = 0 = M; = 5.186694648x; + 0.7918254209 + (V/5 — /5 — 2x3)

5v5 _ (\/ 5— 2x3)(x3 +5) (5 — 2x )%
3 3 — 4X3
X3 — => M; =—F—+47.422762625x; — 2.934954541
; \/g - 1/ 5 - 2x3 3 3 3

emx; = 2m,M; = 12.2439T.m

dM; 3
;= —— = 7422762625 — (5 — 2x3)2
dxs

+7 ZFY =0 = N; =-9.121952021
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con la finalidad primor- . FYNAL Y
dial de apoyar a pro- A n .Q. r
fesores y estudiantes F{,. ..(
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estructural. Esta discipli- N 4 % § ".;:v.};
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otras. Su dominio es fundamental para _ L A

todo aquel profesionista cuya ocupacion N .
sea el disefio de obras, tales como naves

industriales, rascacielos, puentes, presas, \ _
plantas industriales, plataformas maritimas, etc. " " & ,,;

En el libro se ofrece inicialmente conceptos basicos . B ) oy
sobre la teoria del analisis estructural y finalmente la s P,

aplicacion de ello a través de un problemario consistente [ L] 0%
en una gran variedad de ejercicios resueltos minuciosa- _ -

mente sobre estructuras isostaticas e hiperestaticas, en el pla-

no y en el espacio, particularmente vigas, marcos y armaduras,
los cuales son comunes encontrarlos en las tareas y examenes de asl,
varias asignaturas del area de Estructuras en los cursos de Licenci- I I'E
atura, Propedéutico y Maestria. ' :

Se les recomienda a los lectores tener conocimientos acerca de
mecanica de materiales, estatica, estructuras isostaticas, algebra, al-
gebra matricial, calculo diferencial e integral, ecuaciones diferenciales
y si es posible, programacion con matlab.

Los autores consideramos que el dominio de los principios basicos es
indispensable para el uso de los programas de computo disponibles
hoy en dia, debido a que una vez desarrollada en el lector la habilidad
de analizar a mano las estructuras, este comprendera el modo de
funcionamiento de los softwares y poseera un mejor criterio. Con-
trariamente, si se hace uso de programas sin dicho conocimiento,
€s muy riesgoso.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE ESTRUCTURAS UTILIZANDO EL METODO DE LA
RIGIDEZ.

4.1. DEDUCCION DE LAS FUERZAS DE FIJACION Y LOS MOMENTOS DE
EMPOTRAMIENTO PERFECTO PARA VIGAS CON CARGAS COMUNES.

VIGA 1.

P

l
—

W
W

Lf2 L/2

Principio de Superposicion.

VIFL VIF2 VIF3

A BE A BE " Acl(deMA) BE

L/2 L/2 ) L L
Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

A
1(de Ryy)

Se obtienen los momentos internos M con base en VIF 1.

0<x<k/

BZ Mcorte =0

My M1:0
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De VIF 2, el momento interno m, es

0<x<lL

A M, BZ Mcorte = 0

} x - M+ (D) =0 M, =x
1

A partir de VIF 3, se formula el momento interno m,.

Se calculan los desplazamientos y pendientes requeridos.

dy =6 szMmld f 0)(x)d +f ( Px + )() ] 5P
1=0pa = X = x)dx X x)dx| = —
VIF1 Ly /2 48F]
L2 Mm, 1 [ "2 L PL 2
dz = 9AVIF1 = .[ de = E J (0)(—1)dx +_[L (-PX +7) (—1)dx = @
Ly 0 /2
L, mlml 3
fir = Svirs = | f (O (@) dx = ——
w2 ) Kl 3EI
for = Oars = | i P f (O (1)dx = — =
= = X X =
2T Aviez ) Rl 2Bl
Lam,m, L?

Lam,m, 1 (t L
f22 - eAV[Fg - j El dx = EJO (_1)(_1)dx - E

Ly
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Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Las ecuaciones de compatibilidad para la deflexién en A y la pendiente en A son,
respectivamente

dy + fiiRay + f12My = 0 — — — (1)
dy + fo1Ray + f22My = 0 — — = (2)

Al sustituir los resultados en el sistema simultdneo de ecuaciones se tiene

5PL3 s L3 . L2 v — 0 3)
48EI ' 3EI™Y 2E1 4T

PLE_ L7 R,y + L M,=0 4)
8EI 2EI A "EI'4T (

Resolviendo el sistema resulta

R _PI M_PL
ar =5 A= g

Ecuaciones de equilibrio.

Las reacciones desconocidas restantes se obtienen de

P 2

+ZMA 0 PL+P<L) P(L)+M 0=>M PL:
=0 —— ) =0 =
8 2) 2 B B™ g

s ]
L
%)
W
L
[
=
1
0]
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VIGA 2.

W

W

Principio de Superposicion.

VIFL VIF2 VIF3

N

- ~=
VR A AN | B& "N 1(de My

A
1(de Ryy)

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

Con base en VIF 1 se deducen los momentos internos M.

0<x<L
W
Bz Mcorte = 0
B M
5 x Wx?
X —Ml—W(x)(Z):O:Mlz— >
Se retoman los momentos internos m; y m, de la primera deduccion.
m & M, =x 0<x<L

Se obtienen los desplazamientos y pendientes necesarios.

Q=5 —fLZMmld IR LS (0)dx = WL

17 Wavies = | Tgr TR 2 )V T TR
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Q-8 B fLZ Mm, G = 1 (L) wx? (1)dx = wiL3
2= Pavies = | TR T L), 2 X = GEI
Remitase a la viga 1 y observe que
L3 L? L? L

fllzﬁ f21:_ﬁ f1zz_ﬁ fzzzﬁ

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Con los resultados se plantea

WL4+ o R L M, =0 (1)
8EI ' 3EI'™Y 2E1 4T

Wi LZR +LM—0 (2)
6EI 2EI Y "EI AT
Al resolver el sistema se obtiene
WL W2
Ray ==~ Ma == C

Ecuaciones de equilibrio.

Por lo tanto,
WL WL
+7 FY:O:T_WL-*_RBY:O:RBY:T
+ZMA 0 WL2+WL(L) WLy +M,=0oM WLZ:
=0=— - - — =0> =
12 2 2 B B™ 12

y wi? . W2
= W W N N N , =
Mg 12 5 s 12
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VIGA 3.

LU LT

A B

Lf2 Lf2
Principio de Superposicion.

VIFL VIF2 VIF3

§ N R
VR A e& i a& Ty 1(de M) %
1(de Ray)

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

De VIF 1, las funciones de momento M son

0<x<l/
W =2¥x 3 Mcorte =0
2W
. My (FT2) @] Wi
< > M- (3) =0 M = -
X
La intensidad W’ se obtiene de
W _W _ W
T W=
2
Ly<x<t

Se deduce la intensidad W”.
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PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

w w” . W(L - x) 2W
R >W' =— = =2W — —x
L L
2

N
2

La carga concentrada equivalente de la carga seccionada es

w WL
Ap = ——x? + 2Wx — —

L 2
y su punto de aplicacién es
2
.
X = W Wi aladerechade A
2
—7x*+2Wx ———
L 2
B Mcorte =0
2
TR . T
—M2—<—TXZ+ZWX—T> X — W WL =0
——x%2 4+ 2Wx — ——
L 2
u sz WL WL
2= TR TR
Se usan los siguientes momentos internos
m1 = M1 =X O S X S L

Se requiere de

JL/Z Wi\ +JL Woa ez WE o WA ] awi
. 31 ) (Idx L, 3L T T T (x| = =578

d_1
LT EI
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gl fL/z W (—1)d +fL W e L WP (—1)d _TWIE
27 E1|), 3L et T T T *| = 96EI
% o I L
fu=im  fu=—gm  fa=—3g  fa=g

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

En consecuencia,
L2

Lk My=0——— @)
192E1 =~ 3EI 2E1
Wi _ERAY +£MA =0---(2)
96E1 2EI El

Por lo tanto,
2
Ray = % M,y = SI;V—JC
Ecuaciones de equilibrio.
Finalmente, se tiene
WL WL]

WL

B MA=0

D OEE DG iE)- T o

96 2
SWI?
M, =
B™ 96 :
W
SWL? -
My =2 a \L l L WL
A B B 96
WL L2 2 WL
Ry = 4 Rgy =

107
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VIGA 4.

Parabola

< < >

Lf2 Li2

Principio de Superposicion.

Pardbola
VIFL VIF2 VIF3

JLJM N, e N

VR W B& Ta a& * Ny ey B&
1(de Ryy)

L2 /2 - L L
Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

Se formula el momento interno M con base en VIF 1.

0<x<L
Parabola
1.
A
Ty P
X

La fuerza resultante de la carga distribuida seccionada es

A fx( 224 )d Wy e
= —4— x? —x)dx=—==x3+—x
“< 12 L 312 L

y Su punto de aplicacion es

fxx( 4Wx2+4¥x)dx W AW s

_ 0 12 12 3L
X, = = ala derecha de A
x w_, w 4W o3 2W 2
fo( 47X +4Lx)dx —REX X
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W o, AW 5
aw . 2W X tarX R (AR
M= (=3 + ) 1w LA A TE A T
312 L
Ademas,
m1c>M1:x O<X<L
m, & M =-1 0<x<L

Se calculan los desplazamientos y pendientes necesarios.

L2 L(W , 2w 3)( e = TWL
Ve, 32 T 3L )Y T T g0k
L L(W , 2w 3>( a2 WP
2% Fr), \32¥ T3t * = 10EI
% 2 2 L

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

El sistema de ecuaciones de compatibilidad geométrica es

7WL4+ L R v My=0 (D
90EI ' 3EI " 2EI 4
wi L Ry + L My=0 (2)
10EI  2EI" "EIA T
Por consiguiente, las fuerzas correctivas son
WL 4%
R,y = — M, =
AY 3 A 15 <

Ecuaciones de equilibrio.

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida con intensidad parabdlica
es

Lew W 2
A=](; (—4L—2x +4Tx)dx=§WL
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y su linea de accion se ubica en

L w w W2
Jo x(—4L—2x2 + 4Tx) dx  —5-

)E = = = —L
Ll W, W 2 2
Jy (—4L—2x +4Tx)dx WL
Asi que,
WL 2 WL
+TZFY=0 =>T—§WL+RBY= 0=>RBY =TI
1)) MA=0 WL2+2WL<L) WL(L)+M 0=>M Wi
15 ' 3 2 3 B B~ 15
Parabola
W
A=W£ﬁ J/ \L DM Wi
15 A B ST
A L/2 o L/2
WL / / WL
R =3 Rer =37
VIGA 5.
De forma similar a la viga 2, se tiene
WL?
Mz = —sinea

12
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VIGA 6.

o=

R\

y
-

Principio de Superposicion.

VIF2 VIF3

R

)
Bh + AN 1(de My)

A
1(de Ray)

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.
De VIF 1, el momento interno M es
0<x<L

La intensidad W’ es

w w
T L—x
W,:W(LL—x): —Kx
BZMcortezo
_(w-W
e (et

Por otra parte,
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m1<:>M1:x OSXSL

Se calculan los desplazamientos y pendientes requeridos.

g L Wy L w
V7)), 6L X = T 20l
Q= 1 (L (wxd _Wwx? (—1)d _wed
27 1), \TeL * = BEI
% I R L
fu=ss  fu=—5=  fu=—a= =z

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

11W L4 L3R L2M . "
120E] T 31 A T g A=

wLd  L?

L
8B 2B "t Ma=0-—— @

R
Ay Ty

Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones. En consecuencia,

TWL WL?
Rar =30 =55

Ecuaciones de equilibrio.

Las reacciones faltantes son

TWL WL 3WL
+TZFY—0 ——T RBY=0=>RBY=W
VA =0 Wi2 WL (L) 3WL D)+ My =0 M WL2>
— = — —_] - = =3 =
20 2 \3 20 B B~ 30

W

W s R)

A

4
L
TWL WL

R R.. =
4ar 20 BY — ap
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VIGA 7.
g :m N
P R
N L2 i L2 ”

Principio de Superposicion.

VIF1 VIF2 VIF3

VR= o : BE S Y Bi + ACl(deMA) Bi

1(de Ryy)

L2 L/2 L L

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

Se deducen los momentos internos M con base en VIF 1.

0<x<l/

A = M, BZ Mcorte =0

A
K
=
I
(e}

M
: M, Bz Mcorte =0
=

_MZ_M:O:>M2:M

ANE

L/2

A
W

Se retoman los siguientes momentos internos

m1<:>M1:x OSXSL
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PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

Se requiere de

3MIL?
8E1

1 L L
dy = Zl fo (0)(x)dx + L/Z(M)(x)dx] =

d L[(7 d ’ d ML
= g|| @D x+fL/2(M)<—1> X =5
L3 L? L? L

fllzﬁ f21:—ﬁ f12:—ﬁ fzzzﬁ
Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Las ecuaciones de compatibilidad necesarias son

3SML7 + L R L M,=0 (1D
8EI  3EI &Y 2EI4T
ML _ L7 R,y + L M, =0 (2)
2EI 2E1 A "E[TAT

La solucion del sistema es

R 3M R 3Ml M M M M
= —— > = — = —— . = —
AY 2L AY 7o, A 4" TAT g
Ecuaciones de equilibrio.
Las reacciones restantes desconocidas son
3M 3IM
+TZFY=0=>—Z+RBY=O=>RBY=EI
N a0 m (BM)(L)+M 0=>M M:
D 4 2L 5 !
M
M= M M
T ) : RD My= 7
A B
B L/2 o /2
*IM / / M
Rgy = E Rgy = E
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VIGA 8.

L
Principio de Superposicion.
VIF1
vIF2 VIF3

iy R

_ ~
VR TR a& i B & T Ny 1deMy) B
1(de Ryy)

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.
A partir de VIF 1, se calculan los momentos internos M.

0<x<L

' $ La intensidad W’ es
¥

W,-W, Y
M, L L—x
Wy = Wo)(L —x) W, Wi
Y = L —W1—W2+Tx—Tx
, W, W W, W
w :W2+Y:W2+W1—W2+TX—TX=W1+TX—TX

Como se muestra en la siguiente figura, la carga trapezoidal distribuida
seccionada se divide en una carga triangular y una carga uniforme.
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Wy

My — () (wy +%x —%x) (%x> _ {(X) <W1 B (Wl;rsz le)>} (;x) —0

y Wi Wha® W1x2+W2x3 Wix®  Wix®  Wox® Wix®
1= 2L 2L 2 3L 3L, 6L 6L 2

Los momentos internos restantes son
m1 (== M1 =X 0 S X S L

Se necesita de los siguientes desplazamientos y pendientes

1 (L (Wx® Wyx®  Wox? WLt W,L*
dy = — - - (x)dx = — -
EI ), 6L 6L 2 120E1  30EI
1 (L wix® Wox® Wyx? WiL3 W,IL3
dzz—j T ) (—dx = ———
ET ), 6L 6L 2 8EI  24EI
_ L3 _ L? _ L? L
fu=gm  fa=-3z  fu=-3=  fo=g

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Al construir el sistema de ecuaciones de compatibilidad y reemplazar los
resultados se tiene

My=0-———(1

11W, LY W, L3R 12
120EI ' 30EI1) 3EI Y 2EI
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L
RAY+_MA:O___(2)

2EI El

W1L3+W2L3 L?
8EI ~ 24EI

Al resolver el sistema se obtiene

TWiL  3W,L W2 W,L?
R = M =
Ar (20+20)I A(20+30<

Ecuaciones de equilibrio.

Finalmente,

20 20

3W,L TW,L
RBY‘( 20 T 720 )I

BZMA=O

- <W1L2 + WZLZ) + W, (L) (%) + <M> (£> - <3W1L + 7W2L) (L)+Mp=0

TWiL  3W,L LYW, — W,
+TZFY=O:> 2 —WZL—l()(lz—Z)l+RBy=0

20 30 2 3 20 20

W L2 W,L?
MB:( 30 20 ~

wl
[
w2
5 o 2 2
"y wlerwzp g - W, L . W, L
4= 30 W TET 3p 20
A B
"
L
0 TW,L  3W,L 3W, L TW,L
T T Ray = 20 T 20
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VIGA 9.

Parabola

2 R

d oy
-

L

Principio de Superposicion.

VIFL VIF2 VIF3
Parabola

_ RN, pm N
VR & Bk * A B & * A 1(de M) B &
1(de Ruy)

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

De VIF 1, se formulan los momentos internos M.

0<x<L

Parahola ‘

2

My
A

La fuerza resultante de la carga distribuida seccionada es

W 1w .
Ac=f (L—zx)dx=——
0

y su punto de aplicacién es

ox(f)ax gpxt 3
— =T =ZxaladerechadeA
377

o f(f(Lyzxz)dx -
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1w 3 3 Wax*
+2Mc0rte=0:>—M1—<§L—2x )(95—135):0:”\/11:_m

Los momentos internos de las otras estructuras isostaticas son
m, & M, =x 0<x<L

Se calculan los desplazamientos y pendientes necesarios.

a7 oy -
Ve \T12i2) Y T T 72Er
b L e o W
27 Fr ), \ " 1212 ¥ = 60EI
L3 12 12 L

f11=ﬁ f21=_ﬁ f12=_ﬁ f22=ﬁ
Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Las ecuaciones de compatibilidad para la deflexion en A y la pendiente en A son,
respectivamente

Wit + o R L M, =0 (1)
72E1 ' 3E1 A 2EI 4T
wee L R,y + L M, =0 (2)
60EI 2EI 2 "EI"A T
Al resolver el sistema resulta
R WL v - W2
AY 7 15 47 60

Ecuaciones de equilibrio.

La fuerza resultante de la carga distribuida tipo enjuta parabdlica es

Lw 1
A=f0 (L—zx )dx=§LW

y su linea de accion se localiza a una distancia
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L (W

) fox(L—zxz)dx

X=—— =1LaladerechadeA
fO (ﬁxz)dx

Las reacciones desconocidas restantes se obtienen de

+1 Z FY =0 WL 1 WL+ R 0=R WL
= > — — — - = —_——_—-
15 3 BY BY = 15

) MA=0 wi? +iwe (3 L) WL (+M;=0=>M WLZ:
= = — - — - = = =
60 '3 4 15 B B™ 30

Parabola

u wir? C DM wr?
, = = —
60 A 5 30

‘t

" WL " LWL
4r 45 T

VIGA 10.

Y =Ln(1l+x?%)

g |

L
Principio de Superposicion.

-

Y = Ln(1 4 x>
n( * ) VIF2 VIF3

s \

-
B B b N 1(de My) B

VR=

ST

A
1(de Ray)

L L L

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

Con base en VIF 1 se deducen los momentos internos M.

120



PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D
0<x<L

¥ =1ILn(l+x")

1L e

A
<

W

La fuerza resultante de la carga distribuida seccionada es
X
A, = f (Ln(1 + x%))dx = x * Ln(x? + 1) + 2(arctan(x) — x)
0

y Su punto de aplicacion es

o foxx(Ln(1+x2))dx (x2+1) *ZLn(xZ +1)_x2_2

¢ fox Ln(1 + x2)dx T xx Ln(x? + 1) + 2(arctan(x) — x)

B Mcorte =0

x>+ D *Ln(x*+1) x*
2 2

ala derecha de A

—M; — [x * Ln(x? + 1) + 2(arctan(x) — x)] [x 0

~x* Ln(x? + 1) + 2(arctan(x) — x) -

x?2xIn(x*+1) Ln(x*+1)
1= 2 T

3
— 2x * arctan(x) + Exz

Se usan los siguientes momentos internos

Se requiere de

1 (Y x2xLn(x%2+1) Ln(x%+1 3
d, (_ ( ) + ( ) — 2x x arctan(x) + _xz) (x)dx

T B, 2 2 2

El

1[ L*«Ln(l?+1) N L?«Ln(L? + 1) N Ln(L?+1) 2L3xarctan(L) 7L* L?
B 8 4 24 3 16 24
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1 (Y x?*xLn(x*+1) Ln(x?*+1
d, <_ ( )+ ( )

3 1
=77 i > > — 2x * arctan(x) + §x2> (—Ddx = —

El

+ L? x arctan(L) — 3 5 T3

[L3 xIn(L>+1) Lx*Ln(l>+1)
6 2

arctan(L) 11L3 L]

L3 L? L? L

fllzﬁ f21:—ﬁ flzz—ﬁ fzzzﬁ

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.
En consecuencia,

1[ L**Ln(l?+1) L[2xLn(l?+1) Ln(L>+1) 2L3=*arctan(L) 7L* I?

El 8 4 24 3 HETIREY)
L3 12
togRay — 5 Ma——— ()

+ L? * arctan(L) —

1 [L3*Ln(l?+1) L*Ln(l?+1)
3 18 3

El 6 2

arctan(L) 1113 L
El

L? L
—oppRar T gy Ma = 0---(2

Por lo tanto,

_6(L* — 1) * Ln(L? + 1) + L(24(L* + Darctan(L) — L(19L* + 18))I

Ray = 1213
6(L* + 617 — 3) * Ln(L? + 1) + L(96arctan(L) — 13L(I* + 6)) gm
My = 7212 -

Ecuaciones de equilibrio.
La carga concentrada equivalente de la carga distribuida con intensidad
logaritmica es

L
A= f In(1+ x?)dx = L * Ln(L?> + 1) + 2(arctan(L) — L)
0

y su linea de accion se localiza a una distancia de

[Ex(in(i4x)ax  EFDn@D L

fOL(Ln(l +x2))dx ~ LxLn(L2 + 1) + 2(arctan(L) — L)

ala derecha de A

X =
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Finalmente, se tiene
+TZFY: O:>RAY_AC+RBY == O

6(L* + 1) * Ln(L? + 1) — L(24arctan(L) + L(5L% — 18))
BY = 1213 I

_ 6(L* +3) * Ln(L? + 1) — L(48arctan(L) + L(7L* — 30))
Mg = 7212 :

VIGA 11.

i

Principio de Superposicion.

VIFL VIF2 VIF3

— T

N, o=
VR oA ' BE N Y a& T Ny @emy) BE
1(d9RAy)

a b ) L=ath L=ath

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.
Se deducen los momentos internos M con base en VIF 1.

0<x<a

A 3M1 BZ Mcorte=0=>M; =0

e
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a<x<a+b

P 32 Mcorte = 0

= l :mz —M, —P(x—a)=0=>M, =—Px+ Pa
—
a

Los momentos internos de las otras estructuras isostaticas son
m & M; =x 0<x<a+b

Se requiere de

g = L oo a“’P p d_abzP Pb?
I‘EUO()(") x+fa (—Px + Pa)(x) x]——m -
d—1 aO 1)d " P P 1)d —sz
=g |[ @+ [ px ray-nad =27
1 e p _(a+b)?
fu=g | @dx= T

1 a+b b2
fu=g [ D=
0
. (a+b)?
fo=fa =g
1 a+b b
fo=r| DEDR=
0

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

Las ecuaciones de compatibilidad necesarias son

ab’P Pb3 N (a + b)3 R (a + b)? M. =0 e
2EI  3EI 361 A 2E1 4T

Ph? (a+b)2R +a+bM “o @

2EI 2E1 A E1 AT
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La solucion del sistema es

(3a + b)b?P _ Ba+ b)bzP sz Pb% /3L —2b
O Py o R (D E €O b)+b)__< L )
sz l]
ab?P Pab*  Pab®
MA_a2+2ab+b2 (a+b)2 L2 C
Ecuaciones de equilibrio
Por lo tanto,

3a + b)b?P
+TZFY—O (3a +b)

—P+Ryy =
( +b)3 + BY 0
R = ?(a+3b)P Pa’(a+3b) Pa?

Y™ (a+b)3 -

P
E E (a+3(L-a) ——(3L 2a)
B Pa?

_ 2
-2 (SL _ Za) _ [PLc; (3 B 2%)]]
3 MA =0
Pab?

Pa?(a + 3b) 3
—m+P(l— (a+b)3 (a+b)+MB—0

Pa?b Pa?b
MB =

(@+b)? I? ~
Pab?®
M —

o
—
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VIGA 12.

/ X
» R

a b

Principio de Superposicion.

VR Vigaa Vigab

|

Psina sina

Pcosa

K - ——

1
v Pcosa
Y

L L=a+b L=a+b

La viga a es una viga del tipo 11 en la que P = Psina. En consecuencia,

Pema
M, = P 5'.r:;ljﬂ:b* C__.;:l l [ D “1 5,-“:;,-".,:;, B
- A
F glmn ﬂgb‘ b o (P sin a)a® s
oy = — [3—?.—} R = ——— {3—21—]
€ I ' '

Resolvemos la viga b. Aplicando nuevamente el principio de superposicion se
tiene

Vvigab bl . b2
deR
ﬂ Pcosa R _ Pcosa R + _'.1( Ax) R
dA B & A B & A B k
a b a b a b
L L=a+b L=a+b

Se determinan las fuerzas normales N de la viga b1.
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0<x<a

———————— |\

A +—>ZFX=O

—n

X N1:O
a<x<a+b
Pcosa
A N +—>ZFX:0
:_: E 2
a

_ - N, —Pcosa=0= N, =Pcosa

Se deduce la fuerza normal n de la viga b2.

0<x<a+b

1
— Ny +—>ZFX=0

v

Ny+1=0=>N, = -1
La ecuacion de compatibilidad para el desplazamiento horizontal en A es
Bpay, * Buay,= Buayiye, == = (D
Expresando la ecuacion (1) en términos de la incégnita se tiene
di + fiiRax =0———(2)

La incompatibilidad geométrica es

AE AE AE AE

L2y “(0)(—1 atb(p -1 Pb
d1=f ndxzf Mdﬂf (Peosa)(=1) , _ _Phbcosa
L AE 0 a

1

o también

NnL (0)(—=1D(a) (Pcosa)(—1)(b) _ Pbcosa
AE - A T AE T AE

d1=

El coeficiente de flexibilidad es
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_J‘LZNnd _fa+b(_1)(_1)d _a+b
fu=) =) AE T TAE

1

o también

_nnl  (-D(-D(a+b) a+b
fu=g = AE T AE

Nota: Para las ecuaciones anteriores, L no es necesariamente la longitud de la
viga, mas bien hace referencia a la longitud del tramo analizado.

A continuacion se sustituyen los resultados en la ecuacion (2)

Pbcosa+a+bR —0
AE AE 4% T

Despejando la incognita resulta

Pb cos«a Ph P )(b)
T cosa cosa
= = = —)
Rax =—33p a+b L
AE
La reaccion restante desconocida es
(Pcosa)(b)
+—>ZFX =0= —Pcosa+f+RBX =0

Pacosa (Pcosa)(a)
a+b L

Rpy =

Sumando los resultados de las vigas a y b se obtienen las reacciones de la viga
12.

i Psina)a’b
(P sin a)ab® Mg =¥
My =P P : I
L—_‘
(P cos ) (b) c/‘ A R (P cos a)(a)
Ry :f— — :f
A B
B Eas
(Psika)b® D [ehae
P sin a)b” b Psnea)a®
B.. = —2— R_.. = - —2-—
A [ L2 [ L)] 5 [ L’ ( )]
S Pl
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VIGA 13.
/ M N
A &

Principio de Superposicion.

VIF1 VIF2 VIF3

A : Bi * BE - Qe Bi

A
1(de Ray)

a b L=atb L=atb

Incompatibilidades geométricas y coeficientes de flexibilidad.

Se formulan los momentos internos M con base en VIF 1.

0<x<a

3 Mcorte =0
ﬁﬁh

M1=0
S

a<x<a+b

M
5 s
A J e 3 Mcorte = 0

a

_M2+M:0:M2:M

Se retoman los momentos internos m; y m, de la viga 11.

m & M; =x 0<x<a+b
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Los desplazamientos y pendientes necesarios son

1[re atb (2a + b)(bM)
d, = Elj() (0)(x)dx +L (M)(x)dxl =z
d—1 aO 1)d a+bM Ddx| = bM
2= || @©CDar+ [ anenix| =55
Remitase a la viga 11 y observe que
_(a+b)? _ (a+b)? _ (a+Db)? _a+b
=3 Y Y 227 T F]

Sistema de ecuaciones de flexibilidades y calculo de las redundantes.

En consecuencia,

3 2
(2a+b)(bM)+(a+b) R _(a+b) _

M, =0
2EI 3E1 A 2E1 4
bM (a+b)2R +a+bM ~o
2EI 2E1 AY T E AT
Al resolver el sistema da
R — 6Mab B 6Mab - R 6Mab
w=Grpi= T =Rl

_ —(Qa-b)(bM) —(2a—b)(bM) Mb (b —2a
AT a2+ 2ab+ b2 (a + b)? _T< L )

Mb (b—2(L—b)\ Mb /3b
T<—L >=T<T_2)<

Ecuaciones de equilibrio.
Las reacciones restantes desconocidas son

6Mab 6Mab
+TZFY=O=>RBY_L—3=O$RBY=L_3]

BZMA:O
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—(2a — b)(bM) Y 6Mab (@t b)+ M, =0
a? + 2ab + b? (a+b)3 “ B~

M. = —a(a —2b)M Ma(—a+2b> _Ma(-a+2(L—-a)
B™ (a+h)?2 L L L L
Ma (2L — 3a Ma 3a
=) =T (-9
Mb r3b \ _
= (T-2 v R: _Ma(, 3a
4 L (L ) A : S Mg =— ( L)
'6Mﬂ:b _6Mﬂb
Ryy = —3 Rey = L3
T L Fal
L
VIGA 14.
P p
%A B&j =AA BB
L/2 ' L2 ' L2 ' L2 '
Principio de Superposicion.
VIFL VIF2
lP
R N
VR= + ¥
: N R
L2 /2 ) L

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.

De la viga 1, se retoman los siguientes desplazamientos
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_ 5PI? s
L 48E]l fu = 3EI

Ecuacién de flexibilidad y calculo de la redundante.
La ecuacion de compatibilidad para la deflexion en A es
di+ fiiRyy =0 ——— (1)
Efectuando las sustituciones correspondientes tenemos

5PL3 4 L3
48E1  3EI

Riyy =0———1(2)
Al despejar la incognita se obtiene
5PL3 5
Ry = _4851/ |
3EI

Ecuaciones de equilibrio.

Por lo tanto,
5 11
+TZFY=0=>1—6P—P+RBY=0=> RBY=EPI
L 11 3
3 MA=0 P<2> 16P(L)+MB 0= Mg 16PL>
P
: l A = 3PL
TR B L™ B_E
]( == { o también
L2 L2
.5 R 11
“ 16’ T P
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VIGA 15.

R

i

R

i

Y

Principio de Superposicion.

VIFL VIF2

VR= +

A
1(de Ray)

STITT

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.

De la viga 2, se retoman los siguientes desplazamientos

WA s
8EI fu = 3EI

d1:

Ecuacidon de flexibilidad y célculo de la redundante.

Al plantear la ecuacion lineal

wLr 13

8El T 351

Ryy=0—-—-—-(1)
y resolverla, se tiene

WL 3
Ry = 8EI/L3 = Ry :§WLI

3EI

Ecuaciones de equilibrio.

Las reacciones desconocidas restantes son

3 5
+TZFY=0=>§WL—WL+RBY:0:> RBY=§WL]
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n Z MA=0= WL (L) > WL(L) + Mz =0= M wir po
= = -] — = ES = =
2) 8 B B™ g

W
' wL?
NN W NN W i Mg =—+—
A B 8 o también
3 5
Ry =§WL Rg. =—WL W2
8 A:—‘ ) L T A A N N :
8 A B N
A f
L
= 3
Ry = WL Rgy =§WL
VIGA 16.
¢ T $ L |
A 3& .;_"EA 3&
= Eaie - - T P - .
L/2 L2 L/2 L2
Principio de Superposicion.
VIFL VIF2
w
VR= L ‘L ‘L ‘I’ + R
A B& A B&
1(de Ruy)

L2 L2 ) L

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.
De la viga 3, se retoman los siguientes desplazamientos

11w L L?

b = =938 fu =35
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Ecuacidn de flexibilidad y calculo de la redundante.
Al formular la ecuacién de compatibilidad para la deflexiéon en A

11WL4+ L’ R =0
192E1 ' 3EI Y~

y resolverla, se tiene

Ecuaciones de equilibrio.

Finalmente,

WL

3 MA=0

HoROE OmOEE)- 0 s m0= w225

71 N e

A B

11WL _ZIWL
Ry = 64 4 64

o también
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VIGA 17.

Pardbola Pardbola

A BB =$ﬁs : ; BB
L/2 L/2 - h L/2 ' L/2

Principio de Superposicion.

Pardbola
VIF1 VIF2

A B 1- B
1(de Ray)

L/2 L2 ) L

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.
De la viga 4, se retoman los siguientes desplazamientos

WLt s
1= 90EI f = 3EI

Ecuacién de flexibilidad y célculo de la redundante.
Al resolver la ecuacion

TWL* L3

90EI | 3EI

Ryy=0——-— (1)
resulta

7WL* ;
Ry = 90EI/L3 = %WLI

3EI
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Ecuaciones de equilibrio.

Las fuerzas reactivas en el empotramiento B son

R N S T NA AT S 13WL]
= —_— = =] - -
3 30 BY BY 730
+ZMA =0 :>2WL(L> 13WL(L)+M =0>M _ Wi
- 3 2) 30 B B~ 10
Parabola
o también
Pardbola
I TWL 13WL .
- Ry = WL
30 30 M, = _C
10 A B
/dL
L2 ' L2
13w p = Wi
RAY - 30 BY — 30
VIGA 18.

VIF2

VR= T R
A b A B }
i 1(de Ryy)

}



PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.
De la viga 6, se retoman los siguientes desplazamientos

1wt LB
1 120EI fn = 3EI

Ecuacién de flexibilidad y célculo de la redundante.
Al plantear la ecuacion lineal

1wiLr 3

~Tz0mr T3 Rar=0-——-D

y resolverla, obtenemos

11wt 11
Ry, = 120ET / p ="

3E1

Ecuaciones de equilibrio.

Por lo tanto,

+TZFY 0o WL UWL o 0o R i WLI
2 40 BY BY ™ 40

+ MA—0:>WL<L) 9WL(L)+M =0=>M _ WL
- 2 \3) 40 B~ B‘120>

0 también
W
B
- :
owe o 11WL
440 BY T 40
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PROBLEMARIO DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS EN 2D Y 3D

VIGA 19.

Parabola Parabola

:;)A B& =#%A
Principio de Superposicién.

VIFL VIF2

Parabola

STITT

VR= +
A B & A B
1(de Ray)

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.
De la viga 9, se retoman los siguientes desplazamientos

1wt s
L 120EI fin = 3EI

Ecuacién de flexibilidad y célculo de la redundante.
Se formula la ecuacion de compatibilidad para la deflexion en A.

wLr I3

~7260 T3p T =0

La solucion de la ecuacion (1) es

wit .
Ry = 72EI/L3 = wif

3E1

Ecuaciones de equilibrio.

T FY =0 WL WL Rgy =0 R —7WL
#1 QY =0 =2 Sk Ry = 0= Roy = i
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+ZMA 0 WL(BL) 7 WL(L) + M 0=>M Wit
= = — | — —_— = = =
3 \4 24 B BT 24
W
Parabola
0 también

Parabola

VIGA 20.

VIFL VIF2

Incompatibilidad geométrica y coeficiente de flexibilidad.

Se deduce el momento interno M con base en VIF 1.
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0<x<L
bW Se calcula la intensidad W".
. w o w W w
—_— T — : _ —_—
; : L x L

-~
x

BZ Mcorte = 0 = —M; — (x) (%x) (%) (%x) =0=>M, = —%Jﬁ

Se formula el momento interno m con base en VIF 2.

I: X - M+ (D) =0=>M, =x

1

Se requiere de los siguientes desplazamientos

d—1L<W3)()d— wiL*
YRR, e )Y T T 30Er
1 [t L3
fu=g7 | O@dx =3

Ecuacion de flexibilidad y célculo de la redundante.

Al plantear la ecuacion

wit + o Ry =0 (1)
30EI  3EI Y~

y resolverla se tiene

WLt )
Ry = 30EI/L3 =—swi]
3EI

141
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Ecuaciones de equilibrio.

Finalmente,
WL WL 2
+TZFY:0:>—T+E+RBY:O:> RBY=§WLI
+ZMA 0 WL(ZL) 2WL(L)+M 0=> M Wi
= = — | — —_— = = =
2 \3 5 B B 15>

W

WwiL? 0 también
S }f M,
WL 2WL
Rgy =

5
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